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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Um in der theoretischen Kernphysik Eigenschaften von Atomkernen, wie zum Beispiel Bindungsenergien
und Dichteverteilungen bestimmen und vorhersagen zu kénnen, muss man sich mit zwei Fragestellungen

auseinandersetzen:

e Wie sieht die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen aus?

e Wie 16st man das quantenmechanische Vielteilchenproblem?

Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung wiirde man idealerweise aus der Quantenchromodynamik (QCD)
herleiten. Nach dieser Theorie bestehen die Nukleonen aus 3 Quarks, deren zugrundeliegende Wechsel-
wirkung die starke Wechselwirkung ist. Diese koppelt an die Farbladung der Quarks. Da das Nukleon als
gebundener Zustand von 3 Quarks farbneutral ist, gibt es keine langreichweitige Wechselwirkung zwischen
zwel Nukleonen. Erst bei sehr kurzem Abstand wird durch gegenseitige Polarisation eine Wechselwir-
kung induziert. Vergleichbar ist die Situation mit der zweier neutraler Atome, die keine langreichweitige
Coulomb-Wechselwirkung aufweisen, aber bei kurzen Abstédnden durch induzierte elektrische Dipolmo-

mente wechselwirken, was man als van-der-Waals-Wechselwirkung bezeichnet [1].

Da die parameterfreie Herleitung der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung aus der QCD derzeit noch nicht
moglich ist, konstruiert man sogenannte realistische Potentiale. Dabei stiitzt man sich auf fundamentale
Symmetrieeigenschaften, wie z.B. Hermitezitét, Translations-, Rotations- und Galileiinvarianz sowie expe-
rimentelle Daten z.B. aus Streuexperimenten und Deuteroneigenschaften (Bindungsenergie, rms-Radius,
Quadrupolmoment). Aufgrund der Symmetrien lassen sich die fiir die Operatorstruktur der Nukleon-
Nukleon-Wechselwirkung in Frage kommenden Operatoren auf eine relativ kleine Zahl beschrénken. Die-
se werden dann mit Radialfunktionen versehen, deren freie Parameter durch Anpassung an die oben

genannten experimentellen Daten bestimmt werden [1].

Mit den verfiigbaren experimentellen Daten ist eine eindeutige Konstruktion eines realistischen Potentials
nicht moglich, weshalb es viele verschiedene Potentiale gibt (z.B. Argonne V18 [7], CD Bonn, Nijmegen
I/II), die trotz Unterschieden in der Struktur die Streuphasen und Deuteroneigenschaften mit hoher

Genauigkeit reproduzieren [1].

Eine alternative, theoretisch besser fundierte Methode, die NN-Wechselwirkung zu bestimmen, bietet die
chirale effektive Feldtheorie (YEFT) [8, 9], welche auf der spontan gebrochenen chiralen Symmetrie der
QCD bei kleinen Energien und Impulsen basiert. Ausgehend von einem effektivem chiralen Lagrangi-
an, welcher symmetriebrechende Anteile enthalt, ldsst sich die Wechselwirkung bestimmen. Das N3LO
Potential [8, 9], das in Kapitel 5 behandelt wird, entstammt der EFT.

Das quantenmechanische Vielteilchenproblem ,exakt” numerisch zu 16sen ist sehr rechenaufwendig und
die dafiir verwendeten, sogenannten Ab-initio-Methoden (z.B. No-Core-Schalenmodell [11] oder Green’s
Function Monte Carlo [12]) kénnen mit den heutigen Computern nur fiir leichte Kerne mit Massenzahl
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A < 16 angewendet werden. Um auch schwerere Kerne berechnen zu kénnen hat man verschiedene N&he-
rungsverfahren entwickelt. Zu diesen Naherungen gehoren die Mean-Field-Verfahren (z.B. Hartree-Fock
[1]), bei denen ein einzelnes Nukleon im mittleren Potential der anderen Nukleonen betrachtet wird. Dabei
wird der Vielteilchenhilbertraum auf einen Modellraum eingeschrankt, der durch einen Versuchszustand
mit wenigen Freiheitsgraden, in der Regel eine Slaterdeterminante aus Einteilchenzustdnden, aufgespannt
wird. Dabei tritt folgendes Problem auf: Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung erzeugt kurzreichweitige
Korrelationen, die von einer einzigen Slaterdeterminante nicht beschrieben werden konnen. Eine Lo-
sung bietet die Methode der unitidren Korrelatoren (Unitary Correlation Operator Method, UCOM)
[2, 3, 4, 5]. Bei dieser Methode werden die kurzreichweitigen Korrelationen durch zustandsunabhéngi-
ge unitdre Transformationen behandelt. Diese kénnen dabei je nach Problemstellung entweder auf den
Versuchszustand oder auf den betrachteten Operator, insbesondere den Hamiltonoperator, angewendet

werden.

In dieser Arbeit wird zuniichst in Kaptiel 2 ein kurzer Uberblick iiber die Methode der unitiren Kor-
relatoren gegeben. In Kapitel 3 wird beschrieben, wie die Korrelationsfunktionen Ry (r) und 9(r), wel-
che die unitdren Transformationen charakterisieren, bestimmt werden kénnen. Dazu werden Ausdriicke
fiir korrelierte Zweiteilchenmatrixelemente des Hamiltonoperators in harmonischer Oszillatordarstellung
hergeleitet. In Kapitel 4 werden die optimalen Korrelationsfunktionen fiir das Argonne V18 Potential be-
stimmt. Schlieflich erfolgt in Kapitel 5 die Optimierung der Korrelationsfunktionen fiir das chirale N3LO

Potential.
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2 Methode der unitaren Korrelatoren

Der folgende Uberblick stiitzt sich auf [4, 5, 2, 3].

Bei der Methode der unitédren Korrelatoren werden kurzreichweitige Korrelationen, die nicht durch eine
einzige Slaterdeterminante beschrieben werden kénnen, durch zustandsunabhéngige unitire Transforma-
tionen behandelt. Aus einem Anfangszustand |¥) erzeugt man dabei durch Transformation den korre-
lierten Zustand |\i/>, der die kurzreichweitigen Korrelationen enthilt. Aufgrund der komplexen Natur
der Transformation im Vielteilchenraum kann dieser nicht mehr durch eine einfache Slaterdeterminante

dargestellt werden:

0) = C |0) . (1)

C ist hierbei der unitire Korrelationsoperator, fiir den gilt: clc=1I

Aufgrund der Unitaritdt des Korrelators C' ist die Berechnung von Matrixelementen eines Operators
O in den korrelierten Zustéinden |¥) dquivalent zur Berechnung der Matrixelemente eines korrelierten

effektiven Operators O in den unkorrelierten Zusténden |P):

(1] O [Ws) = (T1|CTO C |T3) = (¥1|CT1 O C |¥3) = (U1 O |V3) . (2)

Man unterscheidet zwischen zwei verschiedenen Korrelationsarten: den Zentralkorrelationen, die durch
die kurzreichweitige Abstofsung der nuklearen Wechselwirkung entstehen und den durch die Tensorkraft
der Wechselwirkung erzeugten Tensorkorrelationen. Die Tensorkorrelationen enthalten sowohl kurzreich-

weitige als auch langreichweitige Anteile, wobei hier nur die kurzreichweitigen Anteile behandelt werden.

Gemifs dieser Unterscheidung spaltet man den Korrelationsoperator C' in zwei Teile auf, den Tensorkor-

relator Cq, und den Zentralkorrelator C,.:

C=CqC, . (3)

Als unitére Operatoren kann man die Korrelatoren als Exponentiale hermitescher Generatoren G schrei-

ben:

C,=e¢ ¢,  Cq=eC it GIl=G,, G,=0Gq. (4)

Da hier nur Zweiteilchenkorrelationen behandelt werden sollen, kann man die hermiteschen Generatoren

£m71)

G, und G durch Zweiteilchenoperatoren g und ggrm) darstellen:

G, = Z gglmn) s (5)

m<n
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Ga=Y gy . (6)

m<n

2.1 Zentralkorrelator

Im Folgenden werden Korrelatoren im Zweiteilchenraum betrachtet. Um den Unterschied zu den allge-
meinen Korrelationen im Vielteilchenraum deutlich zu machen, werden alle Zweiteilchenoperatoren mit
kleinen Buchstaben bezeichnet. Ursprung der Zentralkorrelationen ist der stark abstoflende Core der nu-
klearen Wechselwirkung. Dieser bewirkt ein Loch der Relativwellenfunktion zweier Nukleonen bei kleinen
Abstdnden. Aufgabe des Zentralkorrelators ist es daher, zwei Nukleonen in radiale Richtung voneinander

zu entfernen, falls deren Abstand zu klein ist.

Generator radialer Translationen ist die Projektion des Relativimpulses g = %(f)l — Py) auf die Relativ-

koordinate ¥ = ¥#; — Po:

1

q, = 7((_1‘

3 +

-q) - (7)

Rl
Rl

Die Abstandsabhéngigkeit der radialen Verschiebung wird durch eine Operatorfunktion s(r) beschrieben.
Diese erzeugt grofe Verschiebungen fiir kleine Absténde und verschwindet fiir grofse Distanzen. Damit

erhiilt man den Generator des Zentralkorrelators im Zweiteilchenraum [2]:

1 1 i (0s
9. = 5600 0+ 4, 5(0) = (), + Glans(r] = s(r) 0, — 5 (55100 ®
Wendet man den sich daraus ergebenden Zentralkorrelator ¢, = e~*9 auf den Relativteil |p) des Zwei-
teilchenzustandes |®) = |dem) ® |¢) im Zweiteilchenraum an, so ergibt sich in Ortsdarstellung folgender
Ausdruck [2]:

Tler|p) = o M) 1 /s(r) (Flg) . 9
(Flerle) 0 Vs(r) (Tle) (9)
9 9

Transformiert man auf eine neue Koordinate y mit y = Y'(r) und r = R(y), so dass s(r)5; — 7,
so beschreibt die Exponentialfunktion eine Translation um —1 in der neuen Koordinate y. Fiir den

korrelierten Zustand erhélt man damit [2]:

- _R(y—1) [s(R(y—1))
(R lerle) = = s\ [ * s

(Rly— 1)) (10)

Durch die Definition der Korrelationsfunktionen R+ = R(Y(r) ¥ 1) und aus der Beziehung R/ (r) =

s(Rx(r))
s(r)

, die aus den Eigenschaften der Transformation r — y folgt, vereinfacht sich der Ausdruck zu
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Flesle) = O [ g )i (1)

Definiert man Ry (r) = Be(n) aRaiT ) so ergibt sich schliefslich fiir die Ortsdarstellung der zentralkorre-

lierten Zusténde [2]:

(Flesli) = R-(r)(R-(nZ]9) (12
(Flefle) = Ry (r) (R (r)lv)

Durch hermitesches adjungieren erhilt man daraus:
(lefl) = R—(T)(@IR—(T)$:> ; (13)
(ler|m) = Ry (r) (el By (r) ) -

Zwischen den Korrelationsfunktionen Ry (r) und der Verschiebungsfunktion s(r) besteht der Zusammen-

hang:

Ry (r)

e
/ @fil. (14)

T

Eine anschauliche Bedeutung der Korrelationsfunktionen erhilt man durch Taylorentwicklung von R4 (r) =
R(Y(r) £1) um y bis zur 1. Ordnung;:

Ry(r)y=~r=£s(r). (15)

Haben die Teilchen im unkorrelierten Zustand einen Abstand r, so haben sie nach Anwendung des Zen-

tralkorrelators ¢, einen Abstand von r £ s(r).

2.2 Tensorkorrelator

Tensorkorrelationen werden durch die Tensorkraft der nuklearen Wechselwirkung erzeugt. Die Tensor-
wechselwirkungsenergie zwischen zwei Nukleonen hingt von den Spins beider Nukleonen und deren rela-
tiver réumlicher Orientierung ab. Fiir parallele Spins ist eine Ausrichtung entlang ihrer Verbindungsachse
energetisch am Giinstigsten, wihrend fiir antiparallele Spins die Ausrichtung senkrecht zur Verbindungs-
achse die gilinstigere Variante ist. Die Aufgabe des Tensorkorrelators cg ist eine Verschiebung der Nu-
kleonen senkrecht zu ihrer Verbindungsachse. Solche Verschiebungen werden durch den Winkelteil des

Relativimpulses generiert:

1 - .
2—rg(l X F—7xl) (16)

ot
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Mit dem Bahndrehimpulsoperator [=7x q.
Daraus wird der Generator g, des Tensorkorrelators bestimmt, wobei die Radialabhéngigkeit analog zu

s(r) durch die Tensorkorrelationsfunktion 9(r) beschrieben wird:

9o = 219(7")[(51 “4q) (02 - T) + (01 - 7)(F2 - 4o)] = I(r)s12(F, 4o) - (17)

Wie der Zentralkorrelator, so wirkt auch der Tensorkorrelator cq nur auf den Relativteil eines Zweiteil-

chenzustandes. Der Schwerpunktanteil bleibt invariant.

Wir betrachten zunéchst die nichtverschwindenden Matrixelemente des Tensoroperators s12(7, §g) in LS-
gekoppelten Zweiteilchenzusténden |¢(L, S)JT). Die Projektionsquantenzahlen M und Mr haben keinen

Einfluss auf die Matrixelemente und sind daher der Einfachheit halber unterdriickt.

(O(J £1,1)JT|s12(F, @) |o(J F 1,1)JT) = £3i\/J(J + 1) (r) . (18)

Daraus kann man die Matrixelemente des Generators g bestimmen:

(¢(J £ L1)JT| —igglé(J ¥ 1,1)JT) = £0,(r) , (19)
wobei folgende Definition verwendet wurde:

95(r) = 3/T(JT+ 1) 9(r) . (20)

Durch Bestimmung des Matrixexponentials erhélt man dann die Matrixelemente des kompletten Tensor-

korrelators cq, woraus man die tensorkorrelierten Zweiteilchenzustdnde konstruieren kann [5].

Zusténde mit L = J sind invariant unter Anwendung des Tensorkorrelators:

CQ|¢(J7 S)JT> = |¢(J’ S)JT> s

chlé(J,9)JT) = |§(J, 9)JT) . (21)

Nur Zusténde mit L = J + 1 verdindern sich bei Anwendung des Tensorkorrelators. Sie erhalten eine

Beimischung eines Zustandes mit L' = J F 1:

cald(J £ 1,1)JT) = cos 95 (r)|¢(J £ 1, 1)JT) F sind(r)|¢(J F 1, 1)JT) ,

chlo(J £ 1,1)JT) = cos 95 (r)|¢(J £ 1, 1)JT) £ sin 9 (r)|¢(J F 1,1)JT) .
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2.3 Clusterentwicklung

Bei dem Korrelationsoperator C' und somit auch bei allen korrelierten Operatoren O = CT O C handelt

es sich um Vielteilchenoperatoren. Diese lassen sich auch wie folgt darstellen [4]:

6=0"+06" 0" 1. . (23)

O[n] ist hierbei ein irreduzibler n-Teilchenoperator. Gleichung (23) bezeichnet man als Clusterentwicklung.
Handelt es sich beim Operator O um einen k-Teilchenoperator, so ist k die niedrigste Ordnung in der
Clusterentwicklung. Daraus folgt, dass bei der korrelierten Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung der erste
Beitrag in der Clusterentwicklung ein irreduzibler Zweiteilchenoperator ist. Da die Verwendung aller in
der Clusterentwicklung vorkommenden Operatoren oft zu hohem Rechenaufwand fiihrt, verwendet man

die Zweiteilchennidherung [4]:

07 =0"+0". (24)

Diese Niherung ist gerechtfertigt fiir kleine Dichten des Systems und kurze Reichweiten der Korrelatio-
nen im Vergleich zum mittleren Teilchenabstand. Bei zu langreichweitigen Korrelationen ist daher eine

Begrenzung der Reichweite erforderlich.
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3 Bestimmung der Korrelationsfunktionen R.(r), ¥(r)

Um die korrelierten Zustinde aus Anfangszustinden zu bestimmen, benétigt man die Korrelationsfunk-
tionen Ry (r) und 9(r). In dieser Arbeit werden die Korrelationsfunktionen mit der Methode der Ener-
gieminimierung im Zweiteilchenraum bestimmt [5]. Dabei verwendet man Parametrisierungen der Korre-
lationsfunktionen mit 3 oder 4 Parametern und variiert diese so, dass man ein Minimum der Energie fiir

die korrelierten Zweiteilchenzustinde erhélt.

Die gingigen Variationsansitze fiir die Zentralkorrelationsfunktion sind [5]:

RL(r) =r+a (;)nexp {— exp (;)} : (25)

RI(r)=r+a {1 — exp ({ﬂ exp [_ eXp(;)] . (26)

Auch fiir die Tensorkorrelationsfunktionen gibt es zwei Parametrisierungen:

(el (2ol ()]
(sl () Pon[ (5]

Die Parameter werden fiir jeden Spin-Isospin-Kanal separat bestimmt. In den beiden Kanélen mit S =0

wirkt nur der Zentralkorrelator.

Im S =0, T = 0 Kanal ist das Potential rein abstofsend. Um hier eine zu langreichweitige Korrelations-
funktion R, (r) zu verhindern, fiilhrt man den Reichweitenparameter I, ein, der als Nebenbedingung

bei der Variation auf einen konstanten Wert gesetzt wird [5]:

In, = / dr - 12(Ry (1) — 1) . (29)

Langreichweitige Korrelationen zeigen eine starke Abhingigkeit vom betrachteten Kern. Man mdchte
jedoch universelle, zustandsunabhéngige Korrelatoren haben. Daher beschreibt man nur die zustandsu-
nabhéngigen, kurzreichweitigen Korrelationen durch die unitéren Transformationen, wihrend langreich-

weitige Korrelationen durch den jeweiligen Vielteilchenzustand beschrieben werden [2].

In den Kanélen mit S = 1 wirken sowohl der Zentralkorrelator als auch der Tensorkorrelator. Die Para-
meter der Korrelationsfunktionen R4 (r) und 9(r) werden in diesen Kanilen gleichzeitig bestimmt. Die
Tensorkorrelationen haben sowohl kurzreichweitige als auch langreichweitige Anteile. Um auch hier nur

den kurzreichweitigen Teil zu beriicksichtigen, verwendet man den Reichweitenparameter Iy [5]:
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Iy = / dr - r29(r) . (30)

3.1 Energieminimierung im Zweiteilchenraum

Als Versuchszustand fiir die Energieminimierung verwendet man beispielsweise eine Streulsung o, (1) ~
r mit Energie E = 0 [5]. Alternativ dazu kann man auch harmonische Oszillatorfunktionen verwenden,
was einen minimalen Unterschied in den resultierenden Korrelationsfunktionen zur Folge hat. In dieser
Arbeit werden LS-gekoppelte Eigenzusténde |n(L, S) JM T Mr) des sphirischen harmonischen Oszillators
verwendet. Da alle im folgenden betrachteten Matrixelemente unabhéngig von den Projektionsquanten-

zahlen M und My sind, werden diese weggelassen.

In Ortsdarstellung lauten die harmonische Oszillatorfunktionen:

(r(L, S)IT|n(L, S)JT) = Npprbe " £575 (2012) (31)

9,3 on+2L+3p1,,2 jw
Nz =\ = it v="1" 2
L \/ @nt2L+ YT g (32)

und den generalisierten Laguerrepolynomen

mit der Normierung

=0
w ist hierbei die reduzierte Masse und w die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators.

Die Energie erhilt man dann als Erwartungswert des Hamiltonoperators h = t + v in den korrelierten

Zustanden:

E = (n(L,S)JT|clel, h eqe|n(L, S)JT) = (n(L, S)JT|clel, (¢ +v) cqer|n(L, S)JT) . (34)

Nach einer Voriiberlegung zu den Matrixelementen der Korrelatoren in Kapitel 3.1.1 folgt die Bestimmung
der diagonalen Matrixelemente des Potentials in Kapitel 3.1.2. Schlieflich werden in Kapitel 3.1.3 die
diagonalen Matrixelemente der kinetischen Energie bestimmt.

3.1.1 Matrixelemente der Korrelatoren in harmonischer Oszillatordarstellung

Um fiir die Energieminimierung die korrelierten Matrixelemente eines Potentials sowie der kinetischen

Energie zu bestimmen, beno6tigt man die Matrixelemente der Korrelatoren:

10
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(n(L,S)JT|eqe,|n' (L', S)JT)

= (n(LS)JT\chr/dr-7°2 Z |r(L",8")J"T"y (r(L",S8")J"T"|n' (L', S)JT)
L//S//J//T//

= /dr -2 (n(L, S)JT|cqc,|r(L', S)JT) (r(L',S)JT|n' (L', S)JT)

= / dr -2 R (r) (n(L, 8)JT|ca|Ry (r)(L', 8)JT) (r(L', S)JT|n' (L', S)JT) .

Zunichst wird hier der Einsoperator in Ortsdarstellung hinter dem Zentralkorrelator ¢, eingeschoben. Die
Transformation des Zentralkorrelators kann dann mit Hilfe von (12) bestimmt werden. Die Orthogonalitét
der Zustinde fiir verschiedene Werte von L, S, J und T fiihrt dazu, dass von der Summe {iiber die
Quantenzahlen L”, S”, J” und T" nur Zustande mit L', S, J' und T’ iibrig bleiben.

Der Tensorkorrelator Cgq liefert nur fiir L' = J oder L' = J £ 1 von Null verschiedene Matrixelemente.

Fiir L' = J ergibt sich unter Verwendung von (22):

(n(L,S)JT|cqe,|n'(J,8)JT) = /dr 2Ry (r) (n(L, S)JT|Ry (r)(J,S)JT) (r(J,S)JT|n'(J,S)JT) .

(36)
Fir L' = J £+ 1 folgt:
(n(L,S)JT|eqe.|n'(J +£1,8)JT)
= /dr 2Ry (r) (r(J £ 1,8)JT|n'(J £1,8)JT)
(37)

X (n(L,S)JT|{cosz9J(R+)|R+(r)(Jj: 1,S)JT) F sind (R | Ry (r)(J F 1,5)JT>} .

Im Folgenden werden alle von Null verschiedenen Matrixelemente aufgelistet.

11
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Zunichst betrachten wir die diagonalen Matrixelemente mit L = L' = J:
(n(J, 8)JT|cqer|n'(J,8)JT) = /dr 2Ry (r) (n(J,S)JT|Ry(r)(J,S)JT) (r(J,S)JT|n'(J, S)JT) .
(38)

Die diagonalen Matrixelemente mit L = L' = J 4+ 1 und L = L' = J — 1 lauten:

(n(J +1,8)JT|cqe.|n'(J +1,8)JT)

= /dr 2R (r) (r(J 4+ 1,8)JT|n'(J +1,8)JT) cosVs(Ry(r)) (n(J +1,8)JT|Ry(r)(J +1,8)JT) ,
(39)

(n(J —1,8)JT|cqer|n'(J —1,8)JT)

= /dr 2R (r) (r(J —1,8)JT |0/ (J —1,8)JT) cosd;(Ry(r)) (n(J —1,8)JT|Ry(r)(J —1,8)JT) .
(40)

Schliefilich ergibt sich fiir die aukerdiagonalen Matrixelemente mit L =J +1und L' = J F 1:

(n(J +1,8)JT|cqe|n'(J —1,8)JT)

= /dr 2Ry () (r(J = 1,8)JT|n/(J —1,8)JT) sind;(Ry(r)) (n(J +1,8)JT|Ry(r)(J 4+ 1,8)JT) ,
(41)

(n(J —1,8)JT|eqe|n’(J +1,S)JT)

= —/dT P2 R(r) (r(J +1,8)JT |0/ (J +1,8)JT) sindj(Ry(r)) (n(J —1,8)JT|Ry(r)(J —1,8)JT) .
(42)

3.1.2 Matrixelemente der korrelierten Wechselwirkung

Durch Einschieben von Einsen in harmonischer Oszillatordarstellung vor und hinter dem Potential v, 14sst
sich die Bestimmung von Matrixelementen der korrelierten Wechselwirkung auf die vorher bestimmten

Matrixelemente der Korrelatoren zuriickfiithren:
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3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

(n(L, S)JT‘CICEZ veqern(L, S)JT)

Z Z (n(L, S)JT|elehlni (L1, S1)iTh)

ni1,L1,581,J1,T1  n2,L2,S2,J2,T>

X <n1(L1, Sl)J1T1|v|n2(L2, 52)J2T2> <712(L27 SQ)J2T2|CQCT‘|n(L’ S)J, T> (43)

> > (m(Ly, 8)JT|eqer|n(L, S)J,T)

ni,L1 n2,L2

x (n1(Ly, S)JT|vna(La, S)JT) (na(La, S)JT|eac|n(L, S)JT) .

Im Zweiteilchenraum koénnen sowohl Spin S als auch Isospin 7' nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Fiir
die Energieminimierung wird in jedem Spin-Isospin-Kanal der Zustand mit dem niedrigst mdoglichen
Bahndrehimpuls L verwendet. Da es sich bei den Nukleonen um Fermionen handelt, muss deren Gesamt-
wellenfunktion antisymmetrisch beziiglich Teilchenvertauschung sein. Eine antisymmetrische Gesamtwel-
lenfunktion ergibt sich nur fiir ungerade L + S 4+ T'. Dadurch ist das niedrigste L fiir jeden S7T-Kanal
eindeutig bestimmt und nimmt die Werte 0 oder 1 an. Die moglichen Werte fiir J ergeben sich dann aus
der fiir Drehimpulskopplung bekannten Beziehung, |[L — S| < J < L+ S.

In den beiden Kanélen mit S = 0 wirkt nur der Zentralkorrelator. Da dieser keine Beimischung eines
anderen Bahndrehimpulses bewirkt, bleibt von den Summen iiber L; und Ly aufgrund der Orthogonalitét

der Zustédnde jeweils nur der Bahndrehimpuls L iibrig:

Betrachten wir zunéchst den Kanal L=0,5=0,J=0,T = 1:

(n(0,0)01|¢lel, v cqe,n(0,0)01)

(44)
= Z (n1(0,0)01|e,|n(0,0)01) (n2(0,0)01|c,|n(0,0)01) (n1(0,0)01|v|n(0,0)01) .
ni,n2
Fir L=1,5=0,J =1, T =0 ergibt sich folgendes Matrixelement:
(n(1,0)10]¢lel, v cqe|n(1,0)10)
(45)

= )" (n1(1,0)10]e,[n(1,0)10) (n2(1,0)10le,|n(1,0)10) (n1(1,0)10Jv|n2(1,0)10) .

ni,n2

In dem Kanal mit S = 1 und T = 0 wirkt zusdtzlich zum Zentralkorrelator noch der Tensorkorrelator.
Dieser erzeugt je nach Wert von L eine Beimischung von AL = +2, weshalb von den Summen zwei Terme

iibrig bleiben.

13



3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

Damit ergibt sich fiir die Quantenzahlen L =0, S =1, J =1, T = 0 folgendes Matrixelement:

(n(0,1)10|¢fel, v eqe,n(0,1)10)

= Z (n1(0,1)10|cqe,|n(0,1)01) [(n2(0,1)10]cqe,|n(0,1)10) (n1(0,1)10|v|n2(0,1)10)

ni,ng

+ (n2(2,1)10|eqer|n(0,1)10) (ny(0,1)10|v|ny(2,1)10)] (46)

+ (n1(2,1)10|eqc,r|n(0,1)10) [(n2(0,1)10]cqe,|n(0,1)10) (nq1(2,1)10|v|ne2(0,1)10)
+ (n2(2,1)10|eqc,|n(0,1)10) (n1(2,1)10|v|n2(2,1)10)] .

Fir S =1, T = 1ist L = 1 der niedrigste mogliche Bahndrehimpuls, der zu einer antisymmetrischen
Gesamtwellenfunktion fiihrt. Fiir den Gesamtdrehimpuls J ergeben sich damit die moéglichen Werte J = 0,
J=1und J = 2. Fir J = 0 und J = 1 wirkt kein Tensorkorrelator. Fiir die Energieminimierung

verwenden wir hier
E = §<n(1, 1)01|cl her|n(1,1)01) + §<n(1, D1llel her|n(1,1)11)

(47)
(n(1,1)21|clel, hege|n(1,1)21)

O Ut

+

wobei die einzelnen Matrixelemente mit 2J + 1 gewichtet wurden.

Kommen wir nun wieder zu den Matrixelementen des Potentials.
Die Matrixelemente im Kanal L =1, S =1, T =1 mit J =0 und J = 1 lauten:

(n(1,1)01|cf v e, |n(1,1)01)

(48)
= > (m(1,1)01]e|n(1,1)01) [(na(1,1)01]ep|n(1, 1)01) (n(1,1)01|v|na(1,1)01)

ni,n2

(n(1,1)11]cf v e |n(1,1)11)

(49)
= > (m (1, )1fer|n(1,1)11) [(na(1, 1)11]ep|n(L, 1)11) (n1(1,1)11|v[na(1, 1)11) .

ni,n2

Im Kanal L=1, S =1, J =2, T =1 wirkt nun auch der Tensorkorrelator:

14



3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

(n(1,1)21|clel, v cqe,|n(1,1)21)

= Z (n1(1,1)21]eqer|n(1,1)21) [(n2(1,1)21]eqe,qn(1,1)21) (ny(1,1)21|v|na(1,1)21)

ni,n2

 (na(3,1)21[eaenn(1,1)21) (ny(1, )21 [olna(3, 1)21)] OV

+ (n1(3,1)21]cqern(1,1)21) [(na2(1,1)21|cqe,|n(1,1)21) (n1(3,1)21|v|na(1,1)21)

+ (na(3,1)21|cqer|n(1, 1)21) (n1 (3, 1)21|v]na(3,1)21)] .

3.1.3 Matrixelemente der korrelierten kinetischen Energie
Der Operator der kinetischen Energie im Zweiteilchenraum ist gegeben durch

1 o 1

t=_— —ps 51
2mP1+2mP27 (51)

mit den den Impulsoperatoren p, , p, beider Teilchen. Hier wurde die gleiche mittlere Masse m =

%(mp + m,,) fir Protonen und Neutronen angenommen.

Driickt man die Impulsoperatoren durch Schwerpunkts- und Relativimpuls aus, so ldsst sich auch der
Operator der kinetischen Energie in einen Schwerpunkts- und Relativteil zerlegen:

1 -2 1 5
t=tem +tre = 777 Pen + 54 2
C J) 2 cm 2,U/q (5 )

mit der Gesamtmasse M = 2m und der reduzierten Masse p = 7.

Der Schwerpunktsanteil t.,, bleibt unbeeinflusst von den Korrelatoren, so dass dieser fiir die Energie-

minimierung keine Rolle spielt [2]. Wir betrachten also nur das Matrixelement des Relativteils ¢,.; der

kinetischen Energie:

(n(L, S)JT|clel, trer cae,n(L, S)JT) . (53)

Analog zum Abschnitt 3.1.2 schieben wir nun Einsen in harmonischer Oszillatordarstellung vor und hinter
dem Operator t,.; ein, wodurch wir die Bestimmung der Matrixelemente der korrelierten kinetischen
Energie auf die Bestimmung der Matrixelemente der Korrelatoren sowie der unkorrelierten kinetischen

Energie zuriickfiihren:
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3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

(n(J,8)JT|clel, trer coe,n(J, S)JT)

> > (L, S)IT\elelni (L, S1) i Th)

ni1,L1,81,J1,T1  n2,L2,52,J2,T>

X <n1(L17 SI)J1T1|trel|n2(L2> 52)J27 T2> <n2(L2, 52)J2T2|CQCT\H(L7 S)JT>

> (L, 8)JIT|eqerIn(L, S)J,T)

ni,L1 n2,L2

X {ny (L1, S)JT |trer|no(La, S)J, T (na(La, S)JT |cqe,|n(L, S)JT) .

(54)

Um die Matrixelemente der unkorrelierten kinetischen Energie zu bestimmen, schieben wir nun eine Eins

in Ortsdarstellung vor dem Operator t,.; ein:

2

(ny(L1, S)JT|tre|n2(La, S)JT) = (ny(Ly, S)JT|g—u\n2(L2,S)JT>

1
2—/dr-r2 > (n(Ly, $)JT|r(L,S)I'T") (r(L',S")J'T'|G|na(La, S)JT)
M LIS/J/T/

= i dr - 7’2 <TL1(L1,S)JT|7"(L1, S)JT> <T(L1,S)JT|&2‘HQ(L2, S)JT> .

Durch Ausnutzen der Ortsdarstellung des Operators 62

(r(L,8)JT|G*|¥) = h? (_71“5'87'2T + LU;”) (r(L,S)JT|¥)

erhalt man:
2

<TL1(L1,S)JT|trel|n2(L2,S)JT> = % /dT . T2 <7’L1(L1,S)JT‘7’(L1,S)JT>

RS
r@rQr 72

) (r(Ly, $)JT|ns(Ls, S)JT) .

(57)

Das Skalarprodukt (r(L1,S)JT |na(Le, S)JT) fiihrt aufgrund der Orthogonalititsrelation beider Zustinde
dazu, dass bei den Matrixelementen der korrelierten kinetischen Energie die Summe iiber Lo wegféllt.

Somit ergibt sich fiir die korrelierte kinetische Energie:
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3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

(n(J, S)JT\cIc;r2 tre cocrn(J, S)JT)

2
:;i 3" (L, 8)JITleqe In(L, S)JT) (na(Ly, S)JT|cac,n(L, S)JT)

ni,ne, Ly

x [ dr (ni(Ly,S)JT|r(Ly, S)JT>{—7” ((,izr (r(Ll,S)JT|n2(L1,S)JT>>

+ Ll(Ll —+ ].) <7’(L1, S)JT|TLQ(L1, S)JT)} .

Wie in 3.1.2 betrachten wir die einzelnen Spin-Isospin-Kanéle separat.
Wir beginnen mit dem Kanal L=0,5=0,J=0,T =1:

(n(0,0)01|¢lel, e cae,n(0,0)01)

2
= f;i— Z (n1(0,0)01|e,|n(0,0)01) (n2(0,0)01|c,|n(0,0)01)

ni,n2

2

x/dr-r<n1(o,0)01\r(0,0)01> (;7,27"<r(0,0)01ln2(070)01>> -

Das Integral {iber den Relativabstand r kann durch Verwendung spezieller Orthogonalitéitsrelationen der
generalisierten Laguerrepolynome, die in den harmonischen Oszillatorfunktionen vorkommen, bestimmt

werden:

2

dr - r (n1(0,0)01|r(0,0)01) ((32 r (r(070)01|n2(0,0)01>>

Ny oNp,o [T(n1+3) 1 3 3 1
= n@n { n1! 2 _§n1 - 1 6n1(n271) —|n1+ 1 6n1n2 - 5”1 5(71171)712 -

(60)

Fir L=1,5=0,J=1,T =0 erhalten wir das Matrixelement:
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3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

(n(1,0)10|cl el trer cqe,|n(1,0)10)

2
= —Z— Z (n1(1,0)10|e,|n(1,0)10) (n2(1,0)10|c,|n(1,0)10)

ni,n2

2

x /dr (n1(1,0)10|r(1,0)10) {r (aaﬁr (T(1,0)10n2(1,0)10>) - 2<r(1,0)10|n2(1,0)10>} .

Das Radialintegral kann analog zu (61) bestimmt werden:

2

/dr (n1(1,0)10|r(1,0)10) {r <38r2 r (r(1,0)10|n2(1,0)10>> -2 <7‘(1,O)10n2(1,0)10>}

N, 1N, (ng + 3 1 5 1 I(ng + 2 1
_ Nain nz,l{ (n1+3) ((_2n1_8> 5”1%_1”1 5(n11)n2> _,_w (_4n25n1(n21))} )

vV 2v n! na!
(62)
Fiir die Quantenzahlen L =0, S =1, J =1, T = 0 erhalten wir:
(n(0,1)10|cl el trer cqe,|n(0,1)10)
h2
== (n1(0,1)10|eqe,|n(0,1)10) (n2(0,1)10|cqe,|n(0,1)10)
o
ni,n2
82
x /dr.r (n1(0,1)10[r(0, 1)10) <8r2 r (r(0, 1)10|n2(0,1)10>) (63)

+ (n1(2,1)10]eqer|n(0,1)10) (na(2,1)10|cqer|n(0,1)10)

2

x /dr (n1(2,1)10|r(2,1)10) {(raaﬂr (r(2,1)10|n2(2,1)10>> - 6<r(2,1)10n(2,1)10>}] ,

mit dem Radialintegral:
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3 BESTIMMUNG DER KORRELATIONSFUNKTIONEN R4 (R), 9(R)

2

/dr (n1(2,1)10r(2,1)10) { (raaﬁ r (r(2,1)10]n5(2, 1)10)) —6(r(2,1)10|n(2, 1)10)}

Npy2Npyo (1 D(ni+2) 7 1T(ne + 1)
= 1/12 2]/2 {8 nl! 2 _21’L1 — 5 6n1n2 — Ny 5(,”1_1)”2 — § _ n2! 2 (n26n1(n2—1)) .

(64)
Im Kanal L =1, S =1, T = 1 betrachten wir wieder die Félle J =0, J =1, J = 2.
Fir J = 0 erhalten wir:
(n(1,1)01|clel, ter cae,n(1,1)01)
hQ
=—— 3" (ni(1,1)01]e,|n(1,1)01) (no(1,1)01|e,|n(1,1)01)
20 = (63)

x /dr (n1(1,1)01|r(1,1)01) {r (;;r <r(1,1)01|n2(1,1)01>> —2<r(1,1)01|n2(1,1)01>} .

Da die harmonischen Oszillator Eigenfunktionen nur von der Bahndrehimpulsquantenzahl L und nicht
von den Quantenzahlen S, T" und J abhéingen, entspricht das Radialintegral dem Radialintegral im Kanal
S=0,T=0.

Fiir J =1 ergibt sich:

(n(1,1)11|ct el trer cae,n(1,1)11)

h2
= _ﬂnlzgfnl(l, 111]e,|n(1,1)11) (no(1,1)11|e n(1,1)11) (66)

2

X /dr (ny(1,)11]r(1,1)11) {7" (aaﬂr (r(1,1)11|n2(1, 1)11)) —2(r(1,1)11|n2(1, 1)11)} .

Auch hier entspricht das Radialintegral dem Integral im Kanal S =0, T = 0.

Schliefslich erhalten wir fiir J = 2:
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(n(1,1)21|clel, trer cqer|n(1,1)21)

— ;; Z l(nl(l, 1)21|eqern(1,1)21) (na(1,1)21|eqe,|n(1,1)21)

ni,n2

2

x /dr~r <n1(1,1)21|r(1,1)21>{<r§7azr<r(1,1)21|n2(1,1)21>> —2<7’(1,1)21|n(1,1)21>} (67)

1 (n1(3,1)21]eqer |n(1,1)21) (n2(3,1)21|eae, n(1,1)21)

2

x /dr (n1(3,1)21|r(3,1)21) {(r;)rzr <7"(3,1)21n2(3,1)21>) - 12<r(371)21|n(3,1)21>H .

Das erste Radialintegral entspricht wieder dem Radialintegral im Kanal S = 0, 7' = 0. Fiir das zweite

Radialintegral ergibt sich nach einigen Umformungen:

2

/dr~ (n1(3,1)21]r(3,1)21) {(r;az r (r(3,1)21|n2(3, 1)21>) —12(r(3,1)21|n(3, 1)21>H

_ an,Ban,S P(nl + %) 1 9 1
NG { ! 3™t g ) Omma + g0 —1ns (68)

F(ng + 9) 1
+TZ <4n2 5711(7121))} .
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4 KORRELATOROPTIMIERUNG FUR DAS ARGONNE V18 POTENTIAL

4 Korrelatoroptimierung fiir das Argonne V18 Potential

4.1 Das Argonne V18 Potential

Das Argonne V18 Potential [7] ist ein realistisches Nukleon-Nukleon Potential. Es besteht aus 3 Wesentli-
chen Teilen: einem Anteil, der die kurz- und mittelreichweitige Wechselwirkung der Nukleonen beschreibt,
einem langreichweitigen Teil und elektromagnetischen Korrekturen, die iiber die Coulombwechselwirkung

hinausreichen.

Der langreichweitige Teil stiitzt sich auf den Ein-Pion-Austausch der Mesonentheorie. Nach diesem durch
die QCD-motivierten Modell, wird die Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen durch den Austausch
von Mesonen vermittelt. Je nach Quantenzahlen (Spin J, Paritdt = und Isospin T') der Mesonen, er-
zeugen diese unterschiedliche Operatorstrukturen. Die einfachsten Operatoren, die aufgrund allgemeiner
Symmetrieiiberlegungen zur Beschreibung der nuklearen Wechselwirkung mdglich sind, lassen sich auch

auf diese Weise bestimmen [1].

Im Gegensatz zu Photonen, den Austauschteilchen der elektromagnetischen Wechselwirkung, haben Me-
sonen eine endliche Ruhemasse. Dies fiihrt zu einer endlichen Reichweite der Wechselwirkung, die durch
die Comptonwellenlénge der Austauschteilchen . = % gegeben ist. Die verschiedenen Mesonen (7, 7, o
usw.) mit ihren unterschiedlichen Massen kénnen somit unterschiedliche Anteile der NN-Wechselwirkung
erzeugen. Die Pionen sind mit einer Masse von 140 MeV die leichtesten Mesonen und dominieren daher

den langreichweitigen Teil der NN-Wechselwirkung [1].

Der kurz- und mittelreichweitige Anteil des AV18 Potentials basiert nicht auf der Mesonenaustausch-
theorie. Er besteht aus fiinf phanomenologischen Termen [7]: einem Zentralteil v§,(r), einem Tensorteil
vhp(r)s12 mit dem Tensoroperator sq2, einem Spin-Bahn-Teil v?T(r)f- S, einem Quadratischen Spin-
Bahn-Teil vgs%(r) (f . 5’)2 sowie einem Teil der Proportional zum Quadrat des Bahndrehimpulses ist

)
v, (r)l. Die freien Parameter der Radialfunktionen werden durch Anpassung an Deuteroneigenschaften

und NN-Streudaten bestimmt.

Das gesamte Argonne V18 Potential lisst sich mit Hilfe von 18 Operatoren darstellen (daher der Name
V18) [7]. Im Vergleich zu seinem Vorgénger, Argonne V14, enthélt es vier zusétzliche Operatoren, welche
die Ladungsunabhéngigkeit brechen. Drei davon erfiillen die Ladungssymmetrie, d.h. die Wechselwirkun-
gen zwischen zwei Protonen und zwischen zwei Neutronen sind identisch, sie unterscheiden sich aber von
der Wechselwirkung zwischen Proton und Neutron. Der vierte Operator bricht auch die Ladungssymme-

trie, indem er zwischen der Proton-Proton- und der Neutron-Neutron-Wechselwirkung unterscheidet.

4.2 Ergebnisse der Energieminimierung

Nach der in Abschnitt 3 erlauterten Methode der Energieminimierung im Zweiteilchenraum, mit LS-

gekoppelten Eigenzustédnden des sphirischen harmonischen Oszillators als Versuchszustand, werden die
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4 KORRELATOROPTIMIERUNG FUR DAS ARGONNE V18 POTENTIAL

optimalen Parameter der Korrelationsfunktionen Ry (r) und 9J(r) fiir das Argonne V18 Potential be-
stimmt. In Tabelle 1 sind die Parameter fiir die Zentralkorrelationsfunktion R4 (), in Tabelle 2 fiir die
Tensorkorrelationsfunktion 9(r) in den verschiedenen Spin-Isospin-Kanilen aufgelistet. In den Kanilen
S§=0,T=0und S =1,T = 1 wird der Wert des Reichweitenparameters Ir, auf 0.1 fm* gesetzt. Fiir
den Reichweitenparameter Iy wihlen wir in den Kanilen mit S = 1 den Wert 0.09fm®. Von den beiden

in Kapitel 3 genannten Parametrisierungen 9! und 9!/ wird stets 9! verwendet.

| S [ T | Parametrisierung | o [fm] | S [fm] [y [fm] [ n |
00 II 0.939 | 1.226 | 0.582 -
0|1 I 1.392 | 0.939 - 0.381
110 I 1.350 | 0.890 0.434
1|1 II 0.575 | 1.356 | 0.202

Tabelle 1: Parameter der Zentralkorrelationsfunktion R, (r) in den verschiedenen Spin-Isospin-Kanile fiir
die Parametrisierung R’ (r) bzw. RY(r) (vgl. Kapitel 3).

(SIT] a [BHm][ y[m] |
1| 0 | 590.000 | 1.228 | 973.000
111 -0.098 2.710 2.193

Tabelle 2: Parameter der Tensorkorrelationsfunktion 9(r) fiir die Parametrisierung 9 (r).

Die folgenden Abbildungen zeigen die optimalen Zentral- und Tensorkorrelationsfunktionen in den ver-
schiedenen Spin-Isospin-Kanélen (links). Um die Wirkung der Korrelatoren zu veranschaulichen, werden
rechts die unkorrelierten LS-gekoppelten Eigenzustinde des sphirischen harmonischen Oszillators in Orts-
darstellung (gestrichelt) mit den jeweiligen korrelierten Zusténden (durchgezogen) geplottet. Hierbei wird

fiir die Oszillatorquantenzahl n immer der Wert 0 gewé&hlt.

Die Zentralkorrelationsfunktion (Abbildung 1) wichst zunéchst stark an. Sie hat ein Maximum von un-
gefdhr 0.12fm bei r = 0.6fm und fallt dann relativ schnell ab. Bei » = 2.2fm ist sie nahezu komplett
auf Null abgefallen. Der Zentralkorrelator fiithrt dazu, dass die Wellenfunktion der Teilchen und damit
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit aus dem Zentralbereich nach aufien geschoben wird. Das erkennt man
an der korrelierten Wellenfunktion, die im Bereich r < 1.4fm unterhalb der unkorrelierten Wellenfunk-
tion verlduft. Mit zunehmendem Teilchenabstand verschwindet der Einfluss des Zentralkorrelators sehr
schnell. Ab r = 2.5 fm ist kein Unterschied zwischen korrelierter und unkorrelierter Wellenfunktion mehr

erkennbar.
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S=0,T=0

0.12F 0.25

'E 0.08+
= 0.15
L
& 004}
0.05
0.t : : ‘ ‘ ‘ o] = ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
00 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 0 1 2 3 4 5 6
r [fm] r[fm]

Abbildung 1: Links: Zentralkorrelationsfunktion fiir § =0, 7' = 0.
Rechts: Wellenfunktion (r(1,0)10|0(1,0)10) (gestrichelt) und (r(1,0)10| C, |0(1,0)10) (durchgezogen).

S=0T=1 S=0T-1

0.2r

0.15r

R+(r)-r [fm]
o
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0.05F

00 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35
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Abbildung 2: Links: Zentralkorrelationsfunktion fiir § =0, 7' = 1.
Rechts: Wellenfunktion (r(0,0)01|0(0,0)01) (gestrichelt) und (r(0,0)01| C, |0(0,0)01) (durchgezogen).

Im Kanal S = 0, T = 1 (Abbildung 2) fillt die Zentralkorrelationsfunktion etwas schneller ab. Bereits
bei r = 1.6 fm ist sie nahezu komplett auf 0 abgefallen. Ihr Maximalwert betrégt ungefdhr 0.25fm und

ist damit etwa doppelt so hoch wie im Kanal S = 0, T' = 0. Der Grund hierfiir ist das Maximum der

unkorrelierten Wellenfunktion bei 7 = 0fm, welches eine stérkere Verschiebung nach aufien notwendig

macht. Nach Anwendung des Zentralkorrelators zeigt die Wellenfunktion ein Korrelationsloch bei kleinen

Abstanden. Thr Maximum ist nun bei etwa r = 1.2fm. Ab r = 2fm stimmen korrelierte und unkorrelierte

Wellenfunktion wieder iiberein. Im Kanal S = 0, T' = 0 wird ein zu kleiner Abstand der Teilchen bereits

durch die Zentrifugalbarriere verhindert, die durch den Bahndrehimpuls L = 1 zustande kommt.
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Abbildung 3: Links: Zentral- und Tensorkorrelationsfunktion fir S =1, 7T = 0.

Rechts, oben: Wellenfunktion (r(0,1)10]0(0,1)10) (gestrichelt), (r(0,1)10| Cq C ]0(0,1)10)
(durchgezogen) und (r(2,1)10| Cq C, |0(0,1)10) (fett).

Rechts, unten: Wellenfunktion (r(2,1)10| Cq C, ]0(0,1)10).

Die Form der Zentralkorrelationsfunktion und Wirkungsweise des Zentralkorrelators sind im Kanal S =
1, T = 0 (Abbildung 3) nahezu identisch mit dem Kanal S = 0, T = 1. In beiden Féllen ist der
Bahndrehimpuls L = 0, sodass die Zentrifugalbarriere entfillt und die hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit
bei kleinen Abstinden unterdriickt werden muss. Die Amplitude der Zentralkorrelationsfunktion ist hier
nur etwas geringer, sodass die Wellenfunktion durch den Zentralkorrelator geringfiigig weniger nach aufsen

geschoben wird.

Zusétzlich zum Zentralkorrelator wirkt nun noch der Tensorkorrelator. Dieser bewirkt eine Beimischung
des Zustandes |0(2,1)10) zusétzlich zum Zustand |0(0,1)10). Das Maximum der entsprechenden Wellen-
funktion liegt bei r ~ 0.9 fm und ist viel kleiner als das Maximum der Wellenfunktion mit L = 0.
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Abbildung 4: Links: Zentral- und Tensorkorrelationsfunktion fir S =1,7 = 1.
Rechts, oben: Wellenfunktion (r(1,1)21]|0(1,1)21) (gestrichelt), (r(1,1)21| Cq C, |0(1,1)21) (durchgezo-

gen)
und (r(3,1)21| Cq C, |0(1,1)21) (fett). Rechts, unten: Wellenfunktion (r(3,1)21| Cq C, |0(1, 1)21).

Fiir S =1 und T =1 (Abbildung 4) stimmt die unkorrelierte Wellenfunktion mit der Wellenfunktion im

Kanal S =0, T = 0 iiberein. Die Wirkungsweisen der Zentralkorrelatoren sind daher dhnlich.

Wie in Kapitel 3.1.2 erldutert, gibt es im Kanal S = 1, T' = 1 fiir den Gesamtdrehimpuls .J die moglichen
Werte J =0, J =1 und J = 2. Der Tensorkorrelator wirkt nur fiir J = 2. Er bewirkt eine Beimischung
des Zustandes |0(3,1)21) zusétzlich zum Zustand |0(1,1)2,1). Wie schon fiir S = 1, T = 0 hat die
Wellenfunktion des beigemischten Zustandes aber nur eine sehr viel geringere Amplitude als die des
Zustandes 0(1,1)2,1).
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4.3 Vergleich mit fritheren Optimierungen

Die nach der in Abschnitt 3 beschriebenen Methode bestimmten Korrelationsfunktionen sollen nun mit
Korrelationsfunktionen aus [5] verglichen werden. Anstatt harmonischer Oszillatorzustdnde wurden in [5]
Streuldsungen ¢r,(r) ~ ¥ mit Energie 0 als Versuchszustand fiir die Energieminimierung verwendet. Nach
dieser Methode ergeben sich die in Tabelle 3 dargestellten Parameter fiir die Zentralkorrelationsfunktion,
wobei der Reichweitenparameter Iz, hier nur fir S = 0, T = 0 auf den Wert 0.1fm* gesetzt wurde,

wihrend im Kanal mit § =1 und T' = 1 kein Reichweitenparameter I, verwendet wurde:

| S| T | Parametrisierung | o [fm] | B[fm] [ v [fm] [ 5 |
00 II 0.7971 | 1.2638 | 0.4621 -
011 I 1.3793 | 0.8853 - 0.3724
110 I 1.3265 | 0.8342 0.4471
111 II 0.5665 | 1.3888 | 0.1786

Tabelle 3: Parameter der Zentralkorrelationsfunktion R, (r) fiir die verschiedenen Spin-Isospin-Kanéle
(aus [5]).

Abbildung 5 zeigt den Vergleich beider Zentralkorrelationsfunktionen in den einzelnen Spin-Isospin-
Kanélen. Trotz unterschiedlicher Parameter unterscheiden sich die Korrelationsfunktionen nur sehr we-
nig. Fiir § = 0, T = 0 ist die Ubereinstimmung am Gréften. Fiir den Kanal S = 1, T = 1 verlduft die
Korrelationsfunktion aus [5] (gestrichelt) im Bereich mittlerer Abstinde leicht oberhalb der Korrelations-
funktion aus Kapitel 4.2 (durchgezogen). Fiir alle anderen Kanile verlaufen die Korrelationsfunktionen
aus Abschnitt 4.2 oberhalb. Dies liefse sich damit erkléren, dass die harmonische Oszillatorfunktionen we-
sentlich stéirker bei kleinen Abstéinden lokalisiert sind als die Streuldsungen ¢y, (r) ~ r%. Um die hohere
Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei kleinen Abstédnden zu unterdriicken ist daher eine stéirkere Zentral-
korrelationsfunktion erforderlich. Ein entsprechender Vergleich im Kanal S = 1, T = 1 ist nicht mdglich,
da fiir die Bestimmung der Korrelationsfunktion aus Kapitel 4.2 der Reichweitenparameter Iz, auf den
Wert 0.1fm* gesetzt wurde, wihrend in |5] keine Einschrinkungen fiir die Zentralkorrelationsfunktion
gemacht wurden. Fiir sehr geringe und sehr grofte Abstinde stimmen beide Korrelationsfunktionen in

allen Kanéilen wieder iiberein.

26



4 KORRELATOROPTIMIERUNG FUR DAS ARGONNE V18 POTENTIAL

S=0,T=1

0.2

0.15

0.1

R+(n-r [fm]

0.05

.0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 0.5 1.0 15 20

0.2r

0.12
_ 015/ _
£ £
=, = 0.08
T o1 I
& &
005l 0.04
0L ‘ ‘ ‘ : 0.k ‘ ‘ ‘
0.0 05 10 15 20 00 05 10 15 20

r [fm] r [fm]

Abbildung 5: Vergleich der Zentralkorrelationsfunktionen in den verschiedenen Spin-Isospin-Kanélen. Ge-
strichelt: Zentralkorrelationsfunktionen aus [5]. Durchgezogen: Zentralkorrelationsfunktionen aus Kapitel
4.2.

Die Parameter der Tensorkorrelationsfunktion aus [5] sind in Tabelle 4 dargestellt. Hier gilt fir den

Reichweitenparameter Iy = 0.09 fm® in beiden Kanilen.

[ STT ] affm] [ 3 [fm] [ v [fm] |
1| 0| 536.67 | 1.2608 | 1000.0
1] 1]-0.0364 | 3.2925 | 0.5473

Tabelle 4: Parameter der Tensorkorrelationsfunktion ¢(r) aus [5].

Die Tensorkorrelationsfunktionen werden in Abbildung 6 verglichen. In beiden Kanélen haben die Tensor-
korrelationsfunktionen aus Kapitel 4.2 eine etwas hohere Amplitude. Zusatzlich ist die Korrelationsfunk-
tion aus Abschnitt 4.2 fiir S = 1 T' = 1 im Vergleich zur entsprechenden Funktion aus [5] um etwa 0.25 fm
nach aufen verschoben. Aufgrund der komplexen Struktur der Tensorkorrelationen ist eine anschauliche

Interpretation dieser Unterschiede nicht moglich.
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Abbildung 6: Vergleich der Tensorkorrelationsfunktionen. Gestrichelt: Tensorkorrelationsfunktionen aus
[5]. Durchgezogen: Tensorkorrelationsfunktionen aus Kapitel 4.2.
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5 Korrelatoroptimierung fiir das chirale N3LO Potential

5.1 Das N3LO Potential

Realistische Potentiale wie z.B. das Argonne V18 Potential, die auf (halb)phinomenologischem Weg
konstruiert wurden, reproduzieren experimentelle Daten mit hoher Genauigkeit. Trotzdem weisen sie

einige Defizite auf:

Wihren im Fall der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung die in Frage kommenden Operatoren und somit
auch die Anzahl an Freiheitsgraden noch relativ klein sind, ist das bei einem Viel-Nukleonen-Potential
nicht mehr der Fall. Die Konstruktion eines Drei- oder Mehr-Nukleonen-Potentials auf rein phidnome-
nologischem Weg, ohne weitere theoretische Einschrénkungen ist daher kaum moglich. Zudem ist es
kaum moglich ein gegebenes Potential systematisch zu verbessern. Ein grofies konzeptionelles Defizit der
(halb)phénomenologischen Behandlung ist aber der nur schwache Bezug zur fundamentalen Theorie der

QCD.

Eine alternative Moglichkeit zur Bestimmung der nuklearen Wechselwirkung bietet die Chirale Effektive
Feldtheorie (YEFT) [8, 9], welche auf der spontanen Brechung der chiralen Symmetrie der QCD basiert.
Wihrend die yEFT zunédchst zur Beschreibung niederenergetischer Reaktionen im Mesonen- und ein-
Baryonen-Sektor angewendet wurde, schlug Weinberg eine Verallgemeinerung der Theorie auf den Bereich

weniger Nukleonen vor.

Hierbei werden alle moglichen Beitrige zum N-Nukleonen-Potential in einer “Hierarchie der Kernkraf-
te” systematisch geordnet. Die einzelnen Beitrage enthalten unterschiedliche Pion-Austausch-Terme und
Kontaktwechselwirkungen, die den phinomenologischen Teil beschreiben. Den dominanten Beitrag zum
gesamten Potential bezeichnet man als ‘“leading-order” (LO). Dieser enthilt Zwei-Nukleon (2N) Krifte,
welche durch ein-Pion-Austausch (one-pion-exchange, OPE) generiert werden sowie zwei Zwei-Nukleon-
Kontaktwechselwirkungen. Der néchsthchere Beitrag in der Hierarchie der Kernkréfte wird als “next-to-
leading-order” (NLO) bezeichnet. Er beinhaltet 2N-Kréfte, die aus dem fithrenden Zwei-Pion-Austausch
(two-pion-exchange, TPE) resultieren und 7 unabhéngige NN-Kontaktwechselwirkungen. Zusétzliche Kor-
rekturen der TPE Beitrige sind in der NNLO enthalten. In dieser Ordnung erscheinen die ersten Drei-
Nukleon-Krifte. Die N3LO schlieflich enthiilt neben weiteren Korrekturen zum 2N- und 3N-Sektor auch
die fiihrende Ordnung der 4N-Wechselwirkung.
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5.2 Ergebnisse der Energieminimierung

Analog zu Abschnitt 4.2 werden nun die optimalen Parameter der Korrelationsfunktionen R, (1) sowie
J(r) fiir das N3LO Potential bestimmt. Auch hier gilt: Iz, = 0.1fm* in den Kanilen S = 0, T' = 0 und
S =1, T = 1. Fiir Iy wurden im Kanal S = 1, T = 0 die Werte 0.06 fm® und 0.09 fm® gewihlt. Fiir S = 1
T =1 gilt Iy = 0.09fm®. Da die Bestimmung der Parameter fiir Tensor- und Zentralkorrelationsfunktion
simultan erfolgt, h&ngen die Parameter der Zentralkorrelationsfunktion ebenfalls von der Wahl von Iy

ab. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 6 und 7 aufgelistet.

| S | T | Parametrisierung | Iy [fm’] | a [fm] | B [fm] | y [fm] [ n |
0] 0 i - 0.651 | 1.518 | 1.349 | -
0] 1 I - 1545 | 1.362 | - | 0.965
110 I 009 | 2.123 | 1.421 — [ 0.748
1]0 I 0.06 | 2.105 | 1.421 = [0.750
1)1 II 0.09 0.224 | 2.357 | 3.070

Tabelle 6: Parameter der Zentralkorrelationsfunktion Ry (r) fiir die verschiedenen Spin-Isospin-Kanéle.

5]

T ‘ Iy[fm?] ‘ e ‘ B [fm] ‘ v [fm] ‘
0 0.09 131.153 | 1.793 | 999.850
0
1

0.06 163.639 | 1.675 | 1425.420
0.09 -0.048 | 3.262 1.898

S
1
1
1

Tabelle 7: Parameter der Tensorkorrelationsfunktion 9(r).

Wie in Abschnitt 4.2 fiir das Argonne V18 Potential, werden in den folgenden Abbildungen nun die
optimalen Zentral- und Tensorkorrelationsfunktionen fiir das N3LO Potential in den verschiedenen Spin-
Isospin-Kanilen geplottet (links). Rechts sieht man wieder den Vergleich der unkorrelierten LS-gekoppelten
Eigenzusténde des sphérischen harmonischen Oszillators in Ortsdarstellung (gestrichelt) mit den jeweili-

gen korrelierten Wellenfunktionen (durchgezogen).

Die Zentralkorrelationsfunktion im Kanal S = 0, T'= 0 (Abbildung 7) hat ein Maximum von ungefihr
0.055fm bei r ~ 0.8 fm. Dieser Wert ist nur etwa halb so grof wie das Maximum der Zentralkorrelations-
funktion des Argonne V18 Potentials im entsprechenden Kanal aus Kapitel 4.2. Die Reichweite dagegen
ist hier sehr viel grofser. Erst bei einem Abstand von r ~ 2.8 fm ist die Funktion fast komplett auf Null
abgefallen. Die resultierende korrelierte Wellenfunktion verlduft nur schwach unterhalb der unkorrelierten
Wellenfunktion.
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Abbildung 7: Links: Zentralkorrelationsfunktion fiir § =0, 7' = 0.
Rechts: Wellenfunktion (r(1,0)10|0(1,0)10) (gestrichelt) und (r(1,0)10| C, |0(1,0)10) (durchgezogen).
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Abbildung 8: Links: Zentralkorrelationsfunktion fir § =0, 7' = 1.
Rechts: Wellenfunktion (r(0,0)01|0(0,0)01) (gestrichelt) und (r(0,0)01| C, |0(0,0)01) (durchgezogen).

Die Zentralkorrelationsfunktion des N3LO Potentials im Kanal S = 0, T = 1 (Abbildung 8) hat einen
geringeren Maximalwert als die entsprechende Korrelationsfunktion des Argonne V18 Potentials. Das
Maximum liegt bei einem Abstand von r =~ 0.8 fm und die Funktion ist bei r &~ 2.6 fm nahezu komplett
auf Null abgefallen. Der Zentralkorrelator kann daher weniger Dichte aus dem Zentralbereich schieben
als der Zentralkorrelator des AV18 Potentials, hat aber eine grofere Reichweite. Beides lasst sich an der

korrelierten Wellenfunktion erkennen, die im Zentralbereich nicht komplett unterdriickt wurde, aber iiber

eine hohere Distanz unterhalb der unkorrelierten Wellenfunktion verlduft.
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Abbildung 9: Links: Zentral- und Tensorkorrelationsfunktion fiir S =1, 7 = 0 mit Iy = 0.09 fm?>.
Rechts, oben: Wellenfunktion (r(0,1)10]0(0,1)10) (gestrichelt), (r(0,1)10| Cq C, 0(0,1)10)
(durchgezogen) und (r(2,1)10| Cq C, |0(0,1)10) (fett).

Rechts, unten: Wellenfunktion (r(2,1)10| Cq C, ]0(0,1)10).

Die Zentralkorrelationsfunktion fiir S = 1, T = 0 mit Iy = 0.09fm® (Abbildung 9) ist mit einem Maximal-
wert von etwa 0.25fm etwas hoher als die Zentralkorrelationsfunktion des AV18 Potentials. Auferdem
liegt das Maximum bei einem etwas grofseren Abstand und die Funktion fillt erst bei » ~ 2.6fm auf
Null ab. Die Wellenfunktion wird daher insgesamt stérker und iiber einen ldngeren Bereich nach aufien
geschoben. Nur bei sehr kleinen Abstédnden wird weniger Dichte nach aufsen geschoben, was daran liegt,
dass das Maximum der Korrelationsfunktion bei einem etwas hoheren Abstand liegt. Auch hier wird
durch den Tensorkorrelator ein Zustand |0(2,1)10) zusétzlich zum Zustand |0(0,1)10) beigemischt. Die
entsprechende Wellenfunktion ist allerdings im Vergleich zur Wellenfunktion des Zustandes |0(0,1)10)

minimal.
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Abbildung 10: Links: Zentral- und Tensorkorrelationsfunktion fiir S = 1,7 = 0 mit Iy = 0.06 fm>.

Rechts, oben: Wellenfunktion (r(0,1)10]0(0,1)10) (gestrichelt), (r(0,1)10| Cq C, ]0(0,1)10)
(durchgezogen) und (r(2,1)10| Cq C, |0(0,1)10) (fett).
Rechts, unten: Wellenfunktion (r(2,1)10| Cq C, ]0(0,1)10).

Fiir den Reichweitenparameter Iy = 0.06 fm® unterscheidet sich die Zentralkorrelationsfunktion im Kanal
S =1, T = 0 (Abbildung 10) kaum von der Zentralkorrelationsfunktion fiir Iy = 0.09fm®. Die ent-
sprechende Tensorkorrelationsfunktion ist fiir Iy = 0.06 fm® allerdings niedriger und hat eine geringfiigig
kiirzere Reichweite. Dies &dufsert sich in der Wellenfunktion des beigemischten Zustandes mit L = 2, der

fiir Iy = 0.06 fm® ein kleineres Maximum hat.
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Abbildung 11: Links: Zentral- und Tensorkorrelationsfunktion fiir S =1, 7T = 1.

Rechts, oben: Wellenfunktion (r(1,1)21]0(1,1)21) (gestrichelt), (r(1,1)21|Cq C, |0(1,1)21)
(durchgezogen) und (r(3,1)21| Cq C, |0(1,1)21) (fett).

Rechts, unten: Wellenfunktion (r(3,1)21| Cq C, |0(1,1)21).

Im Vergleich zur Zentralkorrelationsfunktion des AV18 Potentials im Kanal S = 1, T' = 1, ist die Zen-
tralkorrelationsfunktion des N3LO Potentials (Abbildung 11) im entsprechenden Kanal viel niedriger. Thr
Maximalwert betrdgt nur ungeféhr 0.014 fm. Dies hat zur Folge, dass die korrelierte Wellenfunktion fast
identisch mit der urspriinglichen Wellenfunktion ist. Auch die Tensorkorrelationsfunktion hat nur einen
sehr geringen Maximalwert. Die Wellenfunktion des beigemischte Zustandes ist daher sehr niedrig im

Vergleich zur urspriinglichen Wellenfunktion.

In Abbildung 12 ist der Vergleich der Zentralkorrelationsfunktionen des Argonne V18 Potentials (gestri-
chelt) mit den Zentralkorrelationsfunktionen des N3LO Potentials (durchgezogen) nochmals zusammen-
gefasst. Die Maxima der N3LO-Korrelationsfunktionen sind in allen Kanélen bei grofseren Absténden als
die entsprechenden Funktionen des Argonne V18 Potentials. Aufserdem haben sie eine hohere Reichweite.
Erst bei Abstinden zwischen r = 2.5fm und r = 3fm sind die Funktionen komplett abgefallen, wahrend
die AV18 Korrelationsfunktionen in den Kanédlen S = 0, 7 = 1 und S = 1, T = 1 bereits zwischen

r = 1.5fm und r = 2fm und in den Kanilen S = 0, T = 0 sowie S = 1, T' = 1 zwischen r = 2fm und
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Abbildung 12: Vergleich der Zentralkorrelationsfunktionen in den verschiedenen Spin-Isospin-Kanélen.

Gestrichelt: Zentralkorrelationsfunktionen fiir das Argonne v18 Potential (aus 4.2).
Durchgezogen: Zentralkorrelationsfunktionen fiir das N3LO Potential (aus 5.2).

r = 2.5fm auf Null abfallen. Die Maxima der AV18 Korrelationsfunktionen sind in allen Kanélen aufser

S =1, T = 0 wesentlich hoher.
Die Unterschiede lassen sich durch die viel schwéichere, kurzreichweitige Abstofsung des N3LO Potenti-

als im Vergleich zum AV18 Potential erkliren. Die Séttigungseigenschaften werden im N3LO Potential
hauptséichlich durch Impulsabhéngigkeiten erzeugt, wihrend das AV18 Potential als lokales Potential we-
nig Impulsabhingigkeiten besitzt. Dies hat zur Folge, dass die Teilchendichte bei kleinen Absténden fiir

das AV18 Potential viel stérker unterdriickt werden muss als fiir das N3LO Potential.
Der Vergleich der Tensorkorrelationsfunktionen ist in Abbildung 13 gezeigt. Die Tensorkorrelationsfunk-

tionen des AV18 Potentials haben in beiden Fillen eine viel grofere Amplitude. Eine Analyse dieses

Unterschiedes geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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5 KORRELATOROPTIMIERUNG FUR DAS CHIRALE N3LO POTENTIAL

S=1,T=0

0.06 / N
-0.002+

0.04r A —-0.004

theta(r)
theta(r)

0.02 ~0.006

—-0.008

r [fm] r [fm]

Abbildung 13: Vergleich der Tensorkorrelationsfunktionen fiir Iy = 0.09 fm®
Gestrichelt: Tensorkorrelationsfunktionen fiir das Argonne V18 Potential (aus 4.2).
Durchgezogen: Tensorkorrelationsfunktionen fiir das N3LO Potential (aus 5.2).

36



6 AUSBLICK: NO-CORE SCHALENMODELL FUR 3H UND 4HE

6 Ausblick: No-Core Schalenmodell fiir 3SH und 4He

Das No-Core Schalenmodell (NCSM) [11, 15, 16] ist eine Methode, das nukleare Vielteilchenproblem
sexakt” numerisch zu 16sen. Da die Losung des Problems im kompletten Hilbertraum nicht mdoglich ist,
beschrénkt man sich beim NCSM auf einen endlichen Modellraum. Als Basis des Modellraumes verwendet
man Vielteilchenslaterdeterminanten |¢;) aus harmonischen Oszillatorzustianden. Damit ldsst sich ein

allgemeiner Vielteilchenzustand |¢) wie folgt darstellen:

) = Zci 65) (69)

mit den Entwicklungskoeffizienten C; . Die Beschrinkung des Modellraumes erfolgt durch Vorgabe einer
maximalen Anregungsenergie .. = Npaz fw wobel w die harmonische Oszillatorfrequenz beschreibt.

Das Eigenwertproblem

H |[¢n) = Ey |thy) (70)

lasst sich durch einschieben einer Eins in der Basis |¢;) hinter dem Hamiltonoperator H des A-Nukleonen-

Systems und durch Multiplikation der Gleichung mit (¢;| in ein Matrixeigenwertproblem umwandeln:

3

Die Energien FE,, konnen nun durch Diagonalisierung der Matrix Hj;; = (¢;| H |¢;) bestimmt werden.
Da die von der Wechselwirkung erzeugten kurzreichweitigen Korrelationen einen zu grofen Modellraum
erfordern wiirden, verwendet man effektive Potentiale, die durch Transformationsmethoden, wie z.B.

UCOM, vordiagonalisiert wurden.

Abbildung 14 zeigt die Ergebnisse von NCSM Berechnungen fiir die Kerne 3H und 4He mit dem, von P.
Navréatil et al. entwickelten Code [11]. Input waren Zweiteilchenmatrixelemente des korrelierten chiralen
N3LO Potentials, wobei zur Korrelation die optimierten Korrelationsfunktionen aus Kapitel 5.2 verwendet
wurden. Im Kanal S = 1, T = 0 wurden die Korrelationsfunktionen mit Iy = 0.09 fm® verwendet.
Geplottet ist die Grundzustandsenergie in Abhingigkeit von der Modellraumgrofe, ausgedriickt durch
Noaz, fir drei verschiedene Werte der Oszillatorfrequenz w. Fiir alle Oszillatorfrequenzen scheint die
Energie mit zunehmendem N, . sowohl fiir 3H als auch fiir 4He gegen feste Werte zu konvergieren. Durch
Fit von Exponentialfunktionen an die jeweils letzten Energiewerte ldsst sich die Grundzustandsenergie
abschétzen. Die Ergebnisse sind fiir die verschiedenen Werte von fw in Tabelle 8 dargestellt. Sie liegen in
beiden Féllen leicht unterhalb der experimentell ermittelten Grundzustandsenergie. Der néchste Schritt
ware nun die Anpassung der Grundzustandsenergien an die experimentellen Werte durch Variation der

Reichweitenparameter Iz, und Iy. Dies konnte Gegenstand zukiinftiger Arbeiten sein.
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6 AUSBLICK: NO-CORE SCHALENMODELL FUR 3H UND 4HE

H3 Hed

*
-65) -10p

E [MeV]
E [MeV]

Abbildung 14: Grundzustandsenergien fiir 3H (links) und 1He (rechts) in Abhéngigkeit von der Basisgrofe
fiir verschiedene Werte von fw . Gestrichelt: hw = 20MeV, durchgezogen: hw = 30MeV, fett: hw =
40 MeV. Die horizontale Linie gibt die Lage des experimentellen Wertes an.

| hw [MeV] | Energie 3H [MeV] | Energie “He [MeV] |
20 -8.532 -29.346
30 -8.562 -29.375
40 -8.562 -29.514

’ experimenteller Wert \ -8.482 \ -28.296 ‘

Tabelle 8: Abgeschitzte Grundzustandsenergien fiir 3H und 4He fiir die verschiedenen Werte von hw und
experimentelle Werte aus [14].
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7 ZUSAMMENFASSUNG

7 Zusammenfassung

Wie in der Einleitung beschrieben, bestehen die Hauptprobleme der theoretischen Kernphysik in der
Bestimmung der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung sowie der Lésung des quantenmechanischen Vielteil-
chenproblems. Realistische Potentiale wie das hier verwendete Argonne V18 Potential kénnen unter Ver-
wendung von Symmetrieeigenschaften und experimentellen Daten konstruiert werden. Eine Alternative,
theoretisch besser fundierte Methode bietet die chirale effektive Feldtheorie, welcher das in Kapitel 5
verwendeten N3LO Potential entstammt. Die bei der Losung des Vielteilchenproblems fiir schwere Ker-
ne verwendeten Mean-Field-Verfahren schrinken den Vielteilchenhilbertraum auf Modellrdume ein, in
denen von der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung erzeugte, kurzreichweitige Korrelationen nicht beschrie-
ben werden konnen. In Kapitel 2 wurde die Methode der unitiren Korrelatoren préisentiert. Bei dieser
Methode werden die kurzreichweitigen Zentral- und Tensorkorrelationen durch unitére Transformationen
behandelt, welche je nach Problemstellung auf den Vielteilchenzustand oder den betrachteten Operator
angewendet werden kénnen. In Kapitel 3 wurde beschrieben, wie die Parameter der Korrelationsfunktio-
nen R, (r) und ¥(r) mittels Energieminimierung im Zweiteilchenraum bestimmt werden koénnen. Dazu
wurden Ausdriicke fiir Matrixelemente der Korrelatoren in harmonischer Oszillatordarstellung herge-
leitet. Diese wurden dann verwendet um die diagonalen Matrixelemente eines korrelierten Potentials
sowie der korrelierten kinetischen Energie zu bestimmen. Das in Kapitel 3 beschriebene Verfahren wur-
de anschlieffend dazu verwendet, die optimalen Korrelationsfunktionen fiir das Argonne V18 Potential
sowie fiir das chirale N3LO Potential zu bestimmen. Der Vergleich zeigte, dass die Zentralkorrelations-
funktionen fiir das N3LO Potential in allen Spin-Isospin-Kanilen eine grofere Reichweite haben als die
entsprechenden Korrelationsfunktionen des AV18 Potentials. Auflerdem liegen die Maxima der N3LO
Zentralkorrelationsfunktionen in allen Kanilen bei groferen Abstédnden. Als Grund hierfiir wurde die
schwichere kurzreichweitige Abstokung des N3LO Potentials im Vergleich zum AV18 Potential genannt,
was auf die starken Impulsabhingigkeiten des N3LO Potentials zuriickzufiihren ist. Die Amplituden der
AV18 Tensorkorrelationsfunktionen sind grofser als die der N3LO Tensorkorrelationsfunktionen. Hierfiir
konnte jedoch in dieser Arbeit keine anschauliche Erklirung gefunden werden. In Kapitel 6 wurden die
optimalen Korrelationsfunktionen des N3LO Potentials verwendet um No-Core Schalenmodell Berechnun-
gen fiir 3H und 4He mit dem N3LO Potential durchzufiihren. Die resultierenden Grundzustandsenergien
liegen leicht unterhalb der experimentellen Werte. Durch Variation der Reichweitenparameter Iz, und
Iy miisste man nun die berechneten Energien an die experimentellen Werte anpassen, was Gegenstand
zukiinftiger Arbeiten sein kénnte.
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A MATHEMATICA-CODE

A Mathematica-Code

Energieminimierung im Kanal S=0, T=0, L=1, J=1

(xMatrix des unkorrelierten AVli8-Potentials, E=20 MeV, S=0, T=0, L1=1, L2=1, J=1x)
VMat 0011 =

Drop[Drop[lnport ["av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMI111000. neho", "Table"], 61, -2];
Vivat 0011 = Take [VMat 0011, 120, 120];

(xKonst ant enx)

EE = 20; (xEnergie in MeVx);

hbar C = 197. 326968; (xin MeVfm )

mN = 938. 91897; (*Nukl eonenmasse in MeVx)
nu=nmNEE/ (hbarC"24); (*nu in 1/fm2x)

(xOrtsdarstel lung der HO-Ei genfunkti onenx)
normin_, | _1=Sqgrt[Sart [2nu”3/Pi] (2" (N+2] +3)ntnu”l)/ ((2n+21 +1)11)];
phi[n_, I _, r_]l=normin, I 1r~l Exp[-nur”~2] LaguerreL[n, | +1/2, 2nur”"27;

(xMatrix der unkorrelierten kinetischen Energie mt L1=1, L2=1%)

TMat 0011 = Tabl e[ -hbarC*2 /nNnorm[nl, 1] norm[n2, 1]/ (nuSqrt [2nu])
(Gamma[nl+5/2]1/nl1t ((-1/2n1-5/8) KroneckerDelta[nl, n2] -
1/4nlKroneckerDelta[nl -1, n2]) +
Gama[n2+5/2]/n21! (-1/4n2KroneckerDelta[nl, n2-17)),
{n1, 0, Length[VMat0011] -1}, {n2, O, Length[VMat 0011] -1}];

(*Mbdul zur Bestimmung des Energi eerwartungswertesx)
M[al pha_, beta_, gamma_] : = Modul e [ {MVE},

(xParanetrisierung der Korrelationsfunktion R+ x)
Roll [r_] =r +al pha (1 -Exp[-(r /gamm)]) Exp[-Exp[r /beta]l];
RRpll [r_1=Rpll [r]/r Sqrt [D[Rpll [r], r1];

(xIntegrand fur die Matrixel emente des Korrel atorsx)
holnt [r_, n1_] =r~2RRpl | [r] Conjugate[phi [n1, 1, Rpll [r]1]1] phi [0, 1, r];

(xLi ste der Korrelatormatrixel enentex)
honli st = Tabl e[NI ntegrate[Hol d[holnt [r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyGoal - 7], {nl1, O, Length[VMat 0011] -1}1;

(*Ener gi eerwartungswert )
ME = honli st. (Tvat 0011 + VMat 0011). honli st ;
Ret ur n[ME];

1

41



A MATHEMATICA-CODE

Energieminimierung im Kanal S=0, T=1, L=0, J=0

(xMatrix des unkorrelierten AV1i8-Potentials, E=20 MeV, S=0, T=1, L1=0, L2=0, J=0%)
Vivat 0100 =

Drop[Drop[l nport ["av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMI000010. neho", "Table"], 6] - 2];
VMat 0100 = Take [VMat 0100, 120, 1207];

(#Konst ant enx)

EE = 20; (xEnergie in MeVx);

hbar C = 197. 326968; (*in MeVim =)

mN = 938. 91897; (xNukl eonenmasse in MeVx)
nu=nmNEE/ (hbarC*24) (xnu in 1/fnm2x);

(*Ortsdarstel lung der HO-Ei genf unkti onenx)
normin_, | _1=Sqrt [Sgrt [2nu”"3/Pi] 2" (M+2] +3)ntnu™l)/ (2n+21 +1)11)1;
phi[n_, I _, r_]=normin, I1r~l Exp[-nur”~2] LaguerreL[n, | +1/2, 2nur"2];

(xMatrix der unkorrelierten Kinetischen Energie mt L1=0, L2=0 x)

TMat 0100 = Tabl e[-hbar C*2 / nNnor m[n1l, 0] norm[n2, 0] /Sqrt [2 nu]
(Gamma[nl1+3/2]1/nlt ((-1/2n1-3/4) KroneckerDelta[nl, n2-1] -
(nl +3/4) KroneckerDelta[nl, n2] -nl/2KroneckerDelta[nl -1, n2])),
{n1, 0, Length[VMat0100] -1}, {n2, O, Length[VMat0100] -1}];

(*Mbdul zur Bestimung des Energi eerwartungswertesx)
M[al pha_, beta_, eta_] : = Mdul e[{ME},

(xParametrisierung der Korrelationsfunktion R+ x)
Rpl [r_]1 =r +al pha (r /beta)~etaExp[-Exp[r /beta]ll];
RRpl [r_1=Rpl [r]/r Sqrt [D[Rpl [r], r11;

(*I ntegrand fir die Matrixel emente des Korrel atorsx)
holnt [r_, n1_] =r~2RRpl [r] Conjugate[phi [n1, O, Rpl [r]]] phi [0, O, r1;

(xLi ste der Korrelatornmatrixel enentex)
honii st = Tabl e[NI ntegrate[Hol d[holnt [r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyGoal - 7], {nl, 0, Length[VMat 0100] -1}];

(*Ener gi eerwar t ungswert )
ME = honLi st. (TMat 0100 + Vivat 0100). honli st ;
Ret urn[ME];

1

42



A MATHEMATICA-CODE

EnergieminimierungimKanal S=1, T=0, L=0, J=1

(xMatrizen des unkorrelierten AVi8-Potentials, E=20 MV,
S=1, T=0, J=1 fir die verschiedenen Werte von L1 und L2x)
(¥L1=0, L2=0x)
VMat 1000 =
Drop[Drop[l nport ["av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMI100100. neho", "Table"], 6], -21;
VMat 1000 = Take [VMat 1000, 120, 1207;

(xL1=0, L2=24%)
Vat 1002 =

Drop[Drop[lnport ["av18_120\\av18_hwHC020_JLLSTMI102100. neho", "Table"], 61, -21;
VMat 1002 = Take [VMVat 1002, 120, 1207;

(¥L1=2, L2=2%)
VMat 1022 =

Drop[Drop[lnport ["av18_120\\av18_hwHC020_JLLSTMI122100. neho", "Table"], 61, -2];
VMat 1022 = Take [VMat 1022, 120, 120];

(xKonst ant enx)

EE = 20; (xEnergie in MeVx);

hbar C = 197. 326968; (*in MeVim )

mN = 938. 91897; (xNukl eonmasse in MeVx)
nu=nmNEE/ (hbarC*24) (xnu in 1/fnm2x);

(*Ortsdarstel lung der HO-Ei genfunkti onenx)
normin_, | _]1=Sqrt [Sgrt [2nu”"3/Pi] 2" (M+2]1 +3)ntnu™l)/ (2n+21 +1)11)1;
phi[n_, I _, r_]=normin, I 1r~l Exp[-nur”~2] LaguerreL[n, | +1/2, 2nur"2];

(xMatrizen der unkorrelierten Kinetischen Energiex)

(xL1=0 L2=0x)

TMat 1000 = Tabl e[-hbar C*2 /nNnorm[nl, 0] norm[n2, 0] /Sqrt [2 nu]
(Gamma[nl +3/2]1/nl1t ((-1/2n1-3/4) KroneckerDelta[nl, n2-1] -
(nl +3/4) KroneckerDelta[nl, n2] -nl/2KroneckerDelta[nl -1, n2])),
{nl, 0, Length[VMat 1000] -1}, {n2, O, Length[VMat1000] -1}1];

(¥L1=2 L2=2%)

TMat 1022 = Tabl e[-hbar C*2 norm[nl, 2] norm[n2, 2] / (nu”2Sqrt [2nu])
(1/8Gamal[nl +7/2]1/nl!
((-2n1-7/2) KroneckerDel ta[nl, n2] -nl KroneckerDelta[nl -1, n2]) -
1/8CGmma[n2+7/2]/n2! (n2KroneckerDelta[nl, n2-1])),
{n1, 0, Length[VMat 1000] -1}, {n2, O, Length[VMat 1000] -1}1];
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A MATHEMATICA-CODE

(*Modul zur Bestimmung des Energi eerwartungswertesx)
M[al pha_, beta_, eta_, al phal_, betal_, gammal_] : = Modul e [ {ME},

(xParametrisierung der Korrelationsfunktion R+ x)
Rpl [r_]1 =r +al pha (r /beta)~etaExp[-Exp[r /beta]l];
RRpl [r_1=Rpl [r]/r Sqrt [D[Rpl [r], r1l;

(xParametrisierung der Tensorkorrelationsfunktion thetax)
thetaf[r_] =al phal (1 -Exp[-r /gammal]) Exp[-Exp[r /betal]];
thetadJ[J_, r_]1=3Sqgrt[J (J+1)]thetalr];

(I ntegranden fir Matrixel emente der Korrelatorensx)

(xL1=0, L2=0x)

holnt00[r_, n1_] =

r~2 RRpl [r] Conjugate[phi [n1, O, Rpl [r]1]1] phi [0, O, r] Cos[thetal[l, Rpl [r]]];

(*L1=2, L2=0%)
holnt20[r_, nl1_] =
r*2 RRpl [r] Conjugate([phi [nl, 2, Rpl [r]1]1] phi [0, O, r]Sin[thetalJ[1, Rpl [r]1]];

(xLi sten der Korrel atormatrixel ementex)

honli st 00 = Tabl e[NI nt egrat e[Hol d[hol nt00[r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyCGoal - 7], {nl, 0, Length[VMat 1000] -1}];

honli st 20 = Tabl e [NI nt egrat e [Hol d[hol nt 20 [r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyGoal - 7], {nl, 0, Length[VWMat 1000] -1}];

(*Ener gi eerwartungswert =)

ME = honli st 00. TMat 1000. honLi st 00 + honli st 00. VMat 1000. honli st 00 +
honli st 00. VMat 1002. honli st 20 + honLi st 20. Transpose [VMat 1002]. honli st 00 +
homnli st 20. VMat 1022. honli st 20 + honLi st 20. TVat 1022. honli st 20;

Ret urn[ME];
1
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A MATHEMATICA-CODE

EnergieminimierungimKanalS=1, T=1, L=0,J=0,1,2

(xMatrizen des unkorrelierten AVi8-Potentials, E=20 MV,
S=1, T=1, fir die verschiedenen Werte von L1, L2 und Jx)

(xJ=0, L1=1, L2=1x)
VMat 01111 =

Drop[Drop[l nport ["av18_120\\av18_hwH0020_JLLSTMI011110. reho", "Table"], 6], -21;
VMat 01111 = Take[VMat 01111, 120, 1207;

(#J=1, L1=1, L2=1x)
VMat 11111 =

Drop[Drop[l nport ["2av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMI111110. neho", "Table"], 61, -2];
VMvat 11111 = Take[VMat 11111, 120, 1207;

(#J=2, L1l=1, L2=1%)
Viat 21111 =

Drop[Drop[l nport ["2av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMr211110. neho", "Table"], 6], -21;
VMat 21111 = Take [VMat 21111, 120, 1207;

(xJ=2, L1=1, L2=3%)
VMat 21113 =

Drop[Drop[l nport ["2av18_120\\av18_hwHC020_JLLSTMr213110. neho", "Table"]1, 6], -21;
VMat 21113 = Take [VMat 21113, 120, 1207;

(#J=2, L1=3, L2=3%)
VMat 21133 =

Drop[Drop[l nport ["2av18_120\\av18_hwHO020_JLLSTMI233110. neho", "Table"], 61, -2];
VMat 21133 = Take [VMat 21133, 120, 1207;

(xKonst ant enx)

EE = 20; (xEnergie in MeVx);

hbar C = 197. 326968; (*in MeVim =)

mN = 938. 91897; (xNukl eonennasse in MeVx)
nu=nmNEE/ (hbarC*24) (xnu in 1/fnm2x%);

(*Ortsdarstel lung der HO-Ei genf unkti onenx)
normn_, I _1=Sqrt [Sqrt [2nu”3/Pi] (2" (N+21 +3)ntnu™l) / ((2n+21 +1)11)7;
phi[n_, I _, r_]=normin, I1r~l Exp[-nur”~2] LaguerreL[n, | +1/2, 2nur"2];

(xMatrizen der unkorrelierten kinetischen Energie x)

(*L1=1, L2=1%)

TMat 1111 = Tabl e[ -hbar C"2 / mNnorm[n1, 1] norm[n2, 1]/ (nuSqrt [2nu])
(Gamma[nl +5/2]1/nl1t ((-1/2n1-5/8) KroneckerDelta[nl, n2] -
1/4nlKroneckerDelta[nl -1, n2]) +
Ganmma[n2 +5/2]/n21! (-1/4n2KroneckerDelta[nl, n2-11)),
{nl, 0, Length[VMat01111] -1}, {n2, O, Length[VMat01111] -1}1];
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A MATHEMATICA-CODE

(xL1=3, L2=3%)
TMat 1133 = Tabl e[hbarC*2/nN 1/ (4nu”~3Sqrt [2 nu]) norm[nl, 3] norm[n2, 3]
(Gamma[n1+9/2]1/nl1! ((1/2nl1+9/8) KroneckerDelta[nl, n2] +
1/4nlKroneckerDelta[nl -1, n2]) +
Gamma[n2+9/2]1/n2! (1/4n2KroneckerDelta[n2 -1, nl]))
, {nl, 0, Length[VMat01111] -1}, {n2, 0, Length[VMat01111] -1}1];

(*Modul zur Bestimmung des Energi eerwartungswertesx)
M[al pha_, beta_, ganmma_, al phal_, betal_, gammal_] : = Modul e [ {ME},

(xParametrisierung der Korrelationsfunktion R+ x)
Rpll [r_]1 =r +al pha (1 -Exp[-r /gamm]) Exp[-Exp[r /beta]];
RRpll [r_1 =Rpll [r]/r Sqrt [D[Rpll [r], r11;

(xParametri si erung der Tensorkorrel ati onsfunktion thetax)
theta[r_] =al phal (1 -Exp[-r /gammal]) Exp[-Exp[r /betal]l;
thetad[J_, r_]1=3Sqgrt[J (J+1)]thetalr];

(I ntegranden fir die Matrixel emente der Korrel atorenx)
(*»J=0/1, L1=1, L2=1«%)
holnt011[r_, n1_] =r~2RRpl | [r] Conjugate[phi [n1, 1, Rpll [r]1]1] phi [0, 1, r];

(#J=2, Ll=1, L2=1x)
hol nt211[r_, nl_] =
r*2 RRpl I [r] Conjugate([phi [nl, 1, Rpll [r1]1] phi [0, 1, r] Cos[thetald[2, Rpll [r]]1];

(#J=3, L1=3, L2=1x)
hol nt231[r_, nl1_] =
r"2 RRpl I [r] Conjugate([phi [nl, 3, Rpll [r11] phi [0, 1, r]1Sin[thetal[2, Rpll [r]]1];

(xLi sten der Korrel atormatri xel enentex)

honli st 011 = Tabl e [NI nt egrat e [Hol d[hol nt 011 ([r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyGoal - 7], {nl, 0, Length[VMat 01111] -1}1;

homnli st 211 = Tabl e [NI nt egrat e [Hol d [hol nt 211 [r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyCGoal - 7], {nl, 0, Length[VMat 01111] -1}];

honli st 231 = Tabl e [NI nt egrat e [Hol d [hol nt 231 [r, n1]], {r, O, 10},
MaxRecur si on » 16, AccuracyGoal - 7], {nl1, O, Length[VMat01111] -1}1;

(*Ener gi eerwartungswert )
ME=1/9 (honii st011. (Tvat 1111 + VMat 01111). honli st 011) +
3/9 (honLi st011. (TMat 1111 + VMVat 11111). honli st 011) +
579 (honList211. (TMat 1111 + VMat 21111). honli st 211 +
homli st 211. VMat 21113. honli st 231 + honLi st 231. Transpose [VMat 21113]. honli st 211 +
honLi st 231. (Tvat 1133 + VMat 21133). honli st 231);

Ret urn[ME];
1

46



LITERATUR

Literatur

1
2]

3]

4]

[5]

[6]
[7]

18]
19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

R. Roth. Theoretische Kernphysik, Vorlesungsskript WS 2006/07

R. Roth. Die Methode der unitéren Korrelatoren und ihre Anwendung auf kurzreichweitig abstofiende
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkungen, Diplomarbeit, TH Darmstadt, 1997

H. Feldmeier, T. Neff, R. Roth, and J. Schnack. A unitary correlation operator method, Nucl. Phys.
A 632, 61 (1998)

R. Roth, T. Neff, H. Hergert, and H. Feldmeier. Nuclear Structure based on Correlated Realistic
Nucleon-Nucleon Potentials, Nucl. Phys. A 745, 3 (2004)

R. Roth, H. Hergert, P. Papakonstantinou, T. Neff, and H. Feldmeier. Matrix elements and few-body
calculations within the unitary correlation operator method, Phys. Rev. C 72, 034002 (2005)

A. Zapp. Kernstruktur mit effektiven Dreiteilchenpotentialen, Diplomarbeit, TU Darmstadt, 2006

R. B. Wiringa, V.G.J. Stoks, and R. Schiavilla. Accurate nucleon-nucleon potential with charge-
independence breaking, Phys. Rev. C 51, 38 (1995)

U. G. Meifner. Modern theory of nuclear forces, Nucl. Phys. A 751, 149 (2005)

E. Epelbaum. Few-nucleon forces and systems in chiral effective field theory, Progress in Particle
and Nuclear Physics 57, 654 (2006)

H. Hergert. Correlated NN-Interactions and Phenomenological Corrections for Nuclear Structure
Calculations, Diplomarbeit, TU Darmstadt, 2004

P. Navratil, et al. Few-Nucleon Systems in A Translationally Invariant Harmonic Oscillator Basis,
Phys. Rev. C 61, 044001 (2000)

S. C. Pieper. Quantum Monte Carlo Calculations of Light Nuclei, Nucl. Phys. A 751, 516 (2005)

R. Machleidt and I. Slaus. The Nucleon-Nucleon Interaction, J. Phys. G: Nucl. Part. Phys. 27, R69
(2001)

G. Audi and A.H.Wapstra. The 1995 update to the atomic mass evaluation, Nucl. Phys. A 595, 409
(1995)

B.Barrett, et al. Ab Initio Calculations of Light Nuclei, Nucl. Phys. News 13 (2003)

S.Reinhardt. Comparison and Connection of the Similarity Renormalization Group and the Unitary
Correlation Operator Method, Diplomarbeit, TU Darmstadt (2008)

47






Danksagung

An erster Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Robert Roth fiir die hervorragende Betreuung bedan-
ken. Er hat mich mit viel Geduld durch diese Arbeit begleitet und hat damit nicht zuletzt entscheidend
dazu beigetragen, dass mir die Arbeit an diesem Thema sehr viel Spafs gemacht hat.

Ich danke Dr Heiko Hergert fiir das Korrekturlesen dieser Arbeit und fiir die Hilfe bei den unterschied-
lichsten Problemen. Aufserdem mochte ich mich bei Sabine Reinhardt bedanken, die immer ein offenes
Ohr fiir meine Fragen hatte.

Ich danke meinem Kommilitonen Joachim, der mir bei vielen technischen sowie physikalischen Problemen

oft eine grofte Hilfe war.

Ein ganz besonderer Dank geht an meine Eltern Christel Wagner und Bruno Wagner fiir ihre moralische
und finanzielle Unterstiitzung vor und wihrend meines Studiums.
Vielen Dank an Saranya fiir ihr Verstdndnis und ihre Geduld und dafiir, dass sie mein Leben aufierhalb

der Uni so schon macht.






Hiermit erklare ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbststindig verfasst und keine anderen Hilfsmittel,

als die im Literaturverzeichnis angegebenen, verwendet habe.

Ort Datum Unterschrift



