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Zusammenfassung

An ultrakalten Quantengasen in optischen Gittern lassen sich grundlegende quan-
tenmechanische Phanomene experimentell studieren. In der Thoerie werden sie
seit einiger Zeit mit Hilfe des, aus der Festkorperphysik stammenden, Hubbard
Modells beschrieben. Dieses hat sich, dank seiner vielseitigen Anwendbarkeit und
gleichzeitigen relativen Einfachheit, schnell als addquate Beschreibung fir diese
Systeme etabliert.

Auch wenn das urspriingliche Hubbard Modell in der Wannierbasis formuliert wird,
liegt es aufgrund der Periodizitat des optischen Gitters nahe, das Hubbard Modell
mit Blochfunktionen als Basis zu betrachten. Aus Symmetriegrinden kommt nach
der Transformation von der Wannier- in die Blochbasis eine grof3e Anzahl Zustande
nicht vor, so daf3 sich die Basisdimension erheblich reduzieren laf3t. Mit dieser redu-
zierten, aber das System vollig exakt beschreibenden Basis werden zunachst einige
Observablen berechnet.

Wegen des, mit der Systemgrof3e fakultativen Anwachsens der Basisdimension, ist
selbst mit der reduzierten Basis eine exakte numerische Losung der Schrddinger-
gleichung nur fir kleine Systeme moglich. Es wird daher ein Trunkierungsschema,
das fur die Wannierbasis entworfen wurde, in der Blochbasis angewendet. Die Er-
gebnisse werden mit den friiheren Ergebnissen in der Wannierbasis verglichen und
kombiniert. So kdnnen Systeme beschrieben werden, die aufgrund ihrer Grol3e mit
der exakten Diagonalisierung nicht zugénglich sind.
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Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel wird zunachst diese Arbeit motiviert. Dann wird ein kurzer histo-
rischer Uberblick Uiber die experimentellen Entwicklungen auf dem Gebiet der ultra-
kalten Quantengase in optischen Gittern gegeben.

1.1 Motivation

Um Systeme auf mikroskopischen Skalen zu beschreiben, wird die Quantenmecha-
nik verwendet. Sei es bei der Beschreibung von Atomen, dem Spin oder dem An-
regungsspektrum von Atomkernen. Quantenmechanische Effekte sind aber auch
auf makroskopischer Ebene beobachtbar. Dies zeigt sich zum Beispiel beim Laser,
der Selbstorganisation von Teilchen beim Kristallwachstum und der Leitfahigkeit von
Festkorpern. Meist werden quantenmechanische Effekte von klassischen Effekten
uberlagert. Daher laf3t sich das Verhalten eines makroskopischen Systems, wie zum
Beispiel einem Festkorper, oft nicht auf triviale Weise nachvollziehen. Untersuchun-
gen von ultrakalten Quantengasen auf optischen Gittern kdnnen helfen, das kom-
plexe Zusammenspiel zu verstehen. Da diese im Idealfall auf dem absoluten Tempe-
raturnullpunkt, im Experiment immerhin bei wenigen hundert pK, gehalten werden,
sind alle kinetischen Freiheitsgrade eingefroren und man kann Quanteneffekte ma-
kroskopisch sichtbar machen, ohne den stérenden Einflul? klassischer Phanomene.
Dank ihrer vielfaltigen physikalischen Eigenschaften bilden sie somit eine Moglich-
keit, Grundlagenforschung im Bereich der Quantenphysik zu betreiben. Vom theo-
retischen Standpunkt aus betrachtet, sind diese Systeme eine perfekte Realisati-
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Kapitel 1 - Einleitung

on des, urspriinglich fiir die Festkdrperphysik entwickelten, Hubbard Modells [I]. In
der einfachsten Formulierung geht das Hubbard Modell davon aus, daf} die Elek-
tronen des Festkorpers an den Atomrimpfen lokalisiert sind, sich im Bloch Band
der niedrigsten Energie befinden und die Wechselwirkung zwischen den Elektronen
kurzreichweitig ist. Die sehr gute Anwendbarkeit des Hubbard Modells auf ultrakalte
Quantengase auf optischen Gittern wird auch durch die Experimente bestatigt [2}, 3].

Da in dieser Arbeit die ultrakalten Quantengase aus Bosonen bestehen, wird ei-
ne Modifizierung des Hubbard Modells, das Bose-Hubbard Modell verwendet. Um
das Bose-Hubbard Modell fir ultrakalte Quantengase auf optischen Gittern exakt
zu losen, wird die Hamiltonmatrix des Systems diagonlisiert. Da die Dimension
des betrachteten Hilbertraums fakultativ mit der Teilchenzahl und der Gitterlange
wéachst, ist die rechenbare Losung auf kleine Systeme limitiert. Um groRere Syste-
me betrachten zu kdnnen, missen deswegen Naherungen verwendet werden. Eine
Maoglichkeit bietet die physikalisch motivierte Trunkierung der Basis. Hierbei werden
nur Basiszustdnde, die einen grofRen Beitrag zum Gesamtzustand leisten, betrach-
tet. Die Basiszustande des ursplinglichen Hubbard Modells sind Wannierfunktionen
welche an den Gitterplatzen lokalisiert sind. Bei stark lokalisierten Wellenfunktionen
sind Trunkierungen des Hilbertraums in dieser Basis sehr erfolgreich anwendbar.
Wenn die Wechselwirkung der Teilchen untereinander aber zu schwach wird, sind
die Teilchen nicht mehr an einem Gitterplatz lokalisiert. Es missen dann in der Wan-
nier Basis viele Basisfunktionen tberlagert werden, um den Zustand des Systems
zu charakterisieren. Die Naherung der Trunkierung wird deshalb in der Wannier Ba-
sis bei schwacher werdender Wechselwirkung immer unpraziser, bis sie schlief3lich
das exakte Ergebnis nicht mehr reproduziert [4]]. Ziel ist es, eine Trunkierung fiir
alle Wechselwirkungsstarken mit gutem Erfolg durchfiihren zu kbnnen. Da der Be-
reich starker Wechselwirkung bereits von der Wannier Basis abgedeckt wird, wird
nun eine Basis gesucht, in der sich der Zustand des Systems bei kleinen Wechsel-
wirkungen mit wenigen Basisfunktionen maoglichst prazise darstellen Iasst. Dieses
Kriterium erflllen die Blochfunktionen. Sie haben den weiteren Vorteil, Eigenfunktio-
nen zu einem Hamiltonoperator von Teilchen ohne Wechselwirkung in einem peri-
odischen Potential zu sein. Aus diesen Gruinden, werden in der vorliegenden Arbeit
Blochfunktionen als Basis verwendet.

Nach der Transformation des Bose-Hubbard Modells in die Bloch Basis, wird zunachst

die reduzierte Basis eingeflhrt. Diese bildet keine vollstdndige Basis, beschreibt
aber, aus Symmetriegriinden, den Grundzustand exakt. Es werden in dieser Basis
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die wesentlichen Eigenschaften von ultrakalten Quantengasen auf optischen Git-
tern, die schon aus Berechnungen mit der Wannier Basis bekannt sind [3, 5, 6, [7],
reproduziert. Schlielich wird der Hilbertraum zuséatzlich zu der Reduzierung der
Basis trunkiert, um zu grof3eren Systemen Ubergehen zu kbnnen.

1.2 Bosegase in optischen Gittern

Im Jahre 1911 wurde von Kamerlingh Onnes das Verschwinden des elektrischen
Widerstandes von Quecksilber bei Temperaturen unter 4.4K beobachtet [8]. Dies
war die Entdeckung der Supraleitung. Ungefahr finfundwanzig Jahre spater wur-
de von Kapitza, Allen und Misener die Superfluiditat von “He gefunden [9]. Dies
sind makroskopisch beobachtbare, aber rein quantenmechanische Prozesse. Eine
weitere Moglichkeit quantenmechanische Vorgange auf makroskopischer Ebene zu
beobachten, ist das Bose-Einstein Kondensat. Dabei werden schwach wechselwir-
kende Bosonen, also Teilchen die der Bose-Einstein Statistik unterliegen, soweit
gekdhlt, dafd sie alle in denselben quantenmechanischen Einteilchenzustand kon-
densieren. Gut siebzig Jahre nach der theoretischen Vorhersage von Bose-Einstein
Kondensaten durch Einstein [10] und Bose [11] im Jahre 1924, gelang 1995 die
erste experimentelle Realisierung durch Cornell und Wieman et al. [12] und un-
abhangig davon auch Ketterle et al. [13]. 2001 wurde ihnen fiir diese Leistung der
Nobelpreis fur Physik verliehen. Zur Herstellung von Bose-Einstein Kondensaten
werden Alkaliatome verwendet, weil diese aufgrund ihres Valenzelektrons ein ma-
gnetisches Moment besitzen und sich somit in einer magnetischen Falle einfangen
lassen. Dort werden sie zundchst mit einem Laser gekuhlt. Dann werden sie in ei-
ner magnetischen Falle durch Verdampfung weiter gekuhlt. Hierbei werden nur die
kaltesten Atome in der Falle belassen, so dal3 die mittlere Temperatur des Gesamt-
systems sinkt, bis ab einer bestimmten Temperatur das Kondensat entsteht. Nach-
dem es nun die Moglichkeit gab Bose-Einstein Kondensate zu erzeugen, wurden
diese weitergehend erforscht. Das Kondensat wurde zum Beispiel mit Hilfe eines
Lasers in Rotation versetzt und die Entstehung superfluider Wirbel ("vortices”) beob-
achtet [14]. Man untersuchte auch Fermion-Boson Mischungen und sogar Fermion-
Fermion Mischungen, auRerdem stark korrelierte bosonische Systeme [15]. 1998
wurde von Jaksch et al. ein weiterer Phasenibergang flr Bose-Gase im Gitter vor-
ausgesagt [3] und 2001 von Greiner et al. realisiert [2]. Es wird dafiir an das Bose-
Gas ein aulReres Feld angelegt, welches in den Atomen einen elektrischen Dipol er-
zeugt. Dieser Dipol kann dann mit einem externen elektrischen Feld wechselwirken.
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Im Allgemeinen wird hierfur Laserlicht verwendet, welches einerseits den Dipol in
den Atomen induziert und andererseits mit diesem Dipol wechselwirkt. Dieses elek-
tromagnetische Feld kann, je nach dem ob die Frequenz des Lasers grol3er oder
kleiner als die Rensonanzfrequenz der Atome ist, abstof3end oder anziehend sein
[16]. Aus zwei gegenlaufigen Laserstrahlen mit der Wellenlange A kann eine ste-

Abbildung 1.1:
Schematische Darstel-
lung der Erzeugung
des optischen Gitters
mit  interferierenden,
l ' einander entgegenlau-
fenden Laserstrahlen
a) zweidimemsionales
Gitter, b) dreidimen-
sionales Gitter Quelle:
http://www.quantum.

physik.uni-mainz.de/

bec/gallery/index.html

. i\“i e s‘i‘ioc..%

hende Welle erzeugt werden, welche dann ein periodisches Potential mit der Peri-
odenlange 1/2 bildet. Man nennt dieses Potential optisches Gitter. Wie in Abbildung
L1 dargestellt, kann dasselbe Verfahren auch zur Erzeugung von zwei- und drei-
dimensionalen optischen Gittern angewendet werden. Diese Art der periodischen
Potentiale hat den Vorteil, dal3 sich die Potentialtiefe problemlos tber die Frequenz
des Laserlichtes variieren laf3t. Fir Details zum experimentellen Aufbau siehe [16].
Durch variieren der Amplitude des Lasers wird implizit die Wechselwirkungsstarke
der Teilchen untereinander und die Tunnelwahrscheinlichkeit verandert. Bei sehr
kleiner Wechselwirkung Uberwiegt das Tunneln und das System befindet sich im
superfluiden Zustand. Er ist durch eine vdllige Delokalisierung der Teilchen und ei-
ne langreichweitige Phasenkorrelation zwischen den Gitterplatzen gekennzeichnet.
Durch Erhdhen der Amplitude des Lasers wird die Wechselwirkung der Teilchen
untereinander ebenfalls grofer, ab einem bestimmten Wert dominiert sie Uber das
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Abbildung 1.2: Interferenzmuster
der Materiewelle eines Bose-
Gases in einem dreidimen-
sionalen Gitter mit ungeféhr
100.000 besetzten Gitterplatzen.
Links: Interferenzmuster im Su-
perfluid; Rechts: Mott-Isolator
ohne Phasenkorrelation Quelle:
http://www.quantum.physik.uni-

mainz.de/bec/gallery/index.html

Tunneln. Das System wechselt dann vom superfluiden in den Mott-Isolator Zustand.
Die Phasenkorrelation der Gitterplatze untereinander geht dabei vollstandig verlo-
ren. Die Teilchen kdnnen sich nicht mehr frei durch das Gitter bewegen. Es mufl3
namlich eine gewisse Energie aufgebracht werden, damit sich zwei Teilchen auf
demselben Gitterplatz befinden kdnnen.

In Abbildung ist das Interferenzmuster der Materiewellen eines Bosegases in
einem dreidimensionalen Gitter zu sehen. Es wurde mit der Methode des "time-of-
flight-imagings” (TOF) aufgenommen. Dabei wird sowohl das Gitter als auch das
Fallenpotential plotzlich abgeschaltet und die Teilchen kdnnen sich frei ausbreiten.
Mit Hilfe von einer kurzen Bestrahlung mit Licht in der Resonanzfrequenz der Teil-
chen, kann eine Momentaufnahme der expandierenden Wolke gemacht werden.
Diese gibt Aufschluf Gber die Impulsverteilung der Teilchen. In Abbildung ist
links der superfluide und rechts der Mott-Isolator Zustand gezeigt. Man sieht den
Verlust der Phasenkorrelation und damit des Interferenzmusters beim Ubergang in
die Mott-Isolatorphase. Wird die Wechselwirkung wieder verringert, so stellt sich die
Phasenkorrelation zwischen den Gitterplatzen vollstandig wieder her.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen gelegt, um die Anwendung
des Hubbard Modells auf bosonische Gase verstehen zu kdnnen.

2.1 Formalismus der zweiten Quantisierung

Der Formalismus der zweiten Quantisierung ermaoglicht es, sehr effizient Rechnun-
gen fur Systeme aus vielen identischen Teilchen durchzufihren. Es wird zunachst
die Besetzungszahldarstellung von Zustanden eingefihrt. Weiterhin werden Opera-
toren im Formalismus der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausgedrickt.

2.1.1 Vielteilchenhilbertraum und
Besetzungszahldarstellung

Es wird ein System aus N Teilchen betrachtet. Wenn die Teilchen identisch sind, so
kann man den Gesamthilbertraum .77y als Kroneckerprodukt der Hilbertrdume der
einzelnen Teilchen J# darstellen:

I =00 TR ...Q . (2.1)

Wenn jeder der .77 durch eine vollstandige Basis | @i ) beschrieben wird, so wird
eine Basis im Gesamthilbertraum .74 durch die Produkte der Einteilchenbasen be-

7



Kapitel 2 - Theoretische Grundlagen

schrieben

Pars Pazs Paz - - - Pon ) = |¢al>® |‘Paz>® |¢as>®'-'® |‘PaN )- (2.2)

Da das Kroneckerprodukt nicht kommutativ ist, muf3 auf die Reihenfolge der | oy )
geachtet werden. Die Produktzustande | ays Pazs Pas - - - Payy » Dilden eine vollstéandi-
ge Basis im gesamten N-Teilchenhilbertraum .7#y. Man kann jeden allgemeinen N-
Teilchenzustand | Y ) durch eine Linearkombination der Produktzustande darstellen

| Yy = Z Clay, az, as,...ay) | Gars Pays Pag - - - Pany - (2.3)

@i

In der Quantenmechanik existieren aufgrund der Unschéarferelation keine von vorn-
herein festgelegten Teilchenbahnen. Deshalb tberlappen die Wahrscheinlichkeits-
dichten von miteinander wechselwirkenden, identischen Teilchen, so dal3 diese prin-
zipiell nicht unterscheidbar sind. In Gleichung (Z1) bis Z3) darf es also keinen Un-
terschied machen, ob sich Teilchen 1im Zustand | ®a, ) befindet und Teilchen 2 im
Zustand | ®a, » oder umgekehrt. Da das Kroneckerprodukt aber nicht kommutativ
ist, sind zunachst alle Permutationen von Einteilchenzustanden in Gleichung 1))
bis (Z3) verschieden. Man Iost das Problem, indem man fordert, daf3 alle Erwar-
tungswerte von Observablen unter Vertauschung zweier Teilchen invariant sind. Die
einfachste Observable ist die Wahrscheinlichkeitsdichte. Es mul3 gelten:

|<‘)0(11"""pai""’(pa/j""’(pﬂ/N |'7[’>|2
;| <90(11""’Soai,"',spaja"'aSDaN | Ii\)Ij |lﬂ>|2 (24)

Der Transpositionsoperator I5i,- vertauscht dabei die Teilchen i und j. Dies laf3t sich
formal ausdriicken durch:

Pilu)=+|uv) Viij (2.5)

Der Gesamthilbertraum zerfallt dadurch in drei Unterraume: erstens den Raum, der
unphysikalischen Zustande, die keine Eigenzustande zum Transpositionsoperator
F3ij sind, zweitens den Raum der symmetrischen Eigenzustande des Transpositions-
operators If’ij zum Eigenwert +1 und drittens den, der antisymmetrischen Eigen-
zustande des Transpositionsoperators I5i,- zum Eigenwert —1. Das Spin-Statistik-
Theorem [17] stellt einen Zusammenhang zwischen der Symmetrie der Vielteil-
chenzustande beziiglich des Austauschs zweier Teilchen und dem Verhalten dieser
Teilchen im Vielteilchensystem her. So gehorchen Teilchen mit halbzahligem Spin
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2.1 - Formalismus der zweiten Quantisierung

der Fermi-Dirac-Statistik, sind also Fermionen und werden durch antisymmetrische
Zustande beschrieben, wahrend Teilchen mit ganzzahligem Spin der Bose-Einstein-
Statistik unterliegen, also Bosonen sind und symmetrische Zustande haben. In die-
ser Arbeit werden nur Bosonen betrachtet, daher beschranken wir uns auf den Un-
terraum der symmetrischen Zustande | Pars Pass - - -»Pay Vs Der Gesamtzustand
lant sich dann eindeutig durch Angabe der Besetzungszahlen n; der Einteilchen-
zustande | ¢i ) charakterisieren

|<,oal,goaz,...,goaN )s = | N, No, ... ). (2.6)

Man nennt dies die Besetzungszahldarstellung oder den Fockzustand.

2.1.2 Operatoren in zweiter Quantisierung

Wir definieren Erzeuger &' und Vernichter & eines Einteilchenzustandes | @i )in
einer festgelegten Einteilchenbasis durch:

& [nu...on. )=+l | n,n+1.0) (2.7)
beziehungsweise
& |nu...om )= ni—100). (2.8)
Fur Bosonen gelten die Vertauschungsrelationen
4.8 =[&.4]] =0, (2.9)

E A,T] = 0ij. (2.10)

Der Teilchenzahloperator i gibt die Besetzungszahl in einem Einteilchenzustand
| @i ) an. Erist durch die Erzeuger und Vernichter definiert

=24 4. (2.11)

Die Wirkung des Teilchenzahloperators auf den Vielteilchenzustand ist deshalb

A num,...y= &a|num,...)
= Vmyn [ n,ng,..)
= [ nen,... ). (2.12)
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Der Vakuumzustand | 0 ) ist definiert durch

4(0)=0 Yi. (2.13)

Man kann jeden Fockzustand durch Erzeuger und den Vakuumzustand ausdriicken:
1 At ny At nz

N,Ny,... )= = (al) (az) .| 0). (2.14)

Fur einen allgemeinen Einteilchenoperator B auf dem Hilbertraum 4, gilt:

N
ézza (2.15)

i=1
b=191®...0b®...®1 (2.16)

Dabei wirkt der Operator f)i auf den i-ten Einteilchenzustand. Der Operator ist in
zweiter Quantisierung durch Erzeuger und Vernichter ausgedrtickt

B=) (k|b|I)&a. (2.17)
kI

Mit dieser Schreibweise laf3t sich in der Besetzungszahldarstellung besonders leicht
rechnen.

Fur Zweiteilchenoperatoren D, wie zum Beispiel dem Wechselwirkungsoperator, gilt
analog:

ZN‘J di ;. (2.18)

i,j=1

D=

NI =

Der Operator wirkt nun auf die beiden Unterrdume i und j. Man erhalt in zweiter
Quantisierung

D=)> > «(kl|[d]mn)s&aaan (2.19)

k<l m<n

2.2 Blochfunktionen

Ursprunglich wurde die Blochtheorie 1928 von Felix Bloch zur Beschreibung von
Festkorpern entwickelt [16]. Es wird dabei ein Kristallgitter betrachtet, das aus raum-
lich streng periodisch angeordneten und ruhenden lonen besteht. Jedes Elektron
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im Kristallgitter bewegt sich im Potential der lonen und aller Gbrigen Elektronen. Es
handelt sich dabei also um ein komplexes Vielteilchenproblem. In der Bloch’schen
Theorie wird das Problem folgendermalR3en auf ein Einteilchenproblem reduziert:
Die Wirkung der lonen und der tbrigen Elektronen auf ein herausgegriffenes Elek-
tron wird zusammengefasst und durch ein effektives Potential U(r) beschrieben. Da
in dieser Arbeit nur eindimensionale Potentiale betrachtet werden, wird U(r) eben-
falls eindimensional angenommen. Da die lonen streng periodisch angeordnet sind
und die Ubrigen Elektronen in guter Naherung im Gitter gleichverteilt sind, mul3 das
Potential die Gitterperiodizitat besitzen:

u(r) =U(r +9), (2.20)

dabeiist ¢ die Gitterperiode. Die stationare Einteilchenschrédingergleichung ist durch

Hlg)= (—+U(r))|¢> Elo) (2.21)

gegeben. Aufgrund der Periodizitat von U (f) (GI. .20)), lassen sich Aussagen Uber
den Eigenzustand | ¢ ) des Hamiltonoperators treffen. Daflr wird der Translations-
operator T definiert. Dieser verschiebt den Zustand im Ortsraum um die Gitterkon-
stante ¢:

(r|Tle)y=(r+sl¢). (2.22)
Wegen Gleichung (Z.20) gilt
[UF).T]=0. (2.23)

Da p? invariant gegen Verschiebungen im Ort ist folgt damit
[H,T]=0. (2.24)

Der Hamiltonoperator vertauscht mit dem Translationsoperator und daher haben H
und T eine gemeinsame Elgenba3|s Man kann also die | 1) ) so wahlen, dal sie
nicht nur Eigenzustand zu H sondern auch Eigenzustand zu T sind:

Tlo)=2]¢). (2.25)
Wendet man T n-mal auf | ¢ ) an so erhalt man
T [¢)=2"]¢). (2.26)

Da (r+d | ¢ ) normierbar ist, folgt mit Gl. @22), dall 2" { r | ¢ ) ebenfalls
normierbar und damit beschrankt sein mu. Da (r | ¢ ) nicht fir alle (r | gleich
null sein darf, muf3

<1 (2.27)
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sein. Andererseits muf3 die Normierung auch fir Translationen in negativer Richtung
erhalten bleiben (n = —n), also darf |1| auch nicht kleiner als 1 sein. Daraus folgt:

1] = 1. (2.28)
Diese Bedingung ist erfullt wenn
A1=¢% (2.29)

ist.
Die Gleichungen (Z.22), 225 und (Z.29) liefern folgende Bedingung fiir die Eigen-
zustande von H:

(r+61¢)y=€Y(rl¢). (2.30)
Die Gleichung ([2.30) ist erfullt, wenn | ¢ ) in der Form
(rl¢q)=eTuyr), (2.31)
mit
Ug(r) = Ug(r + ) (2.32)

geschrieben werden kann. Es gilt also:

Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators in einem unendl ich ausgedehn-
ten periodischen Potential haben die Form ebener Wellen, di e mit der Periode
des Potentials moduliert sind.

Man nennt dies, das Bloch’sche Theorem und GIl. Z3]) eine Blochfunktion. Das
Bloch’'sche Theorem findet zwar in erster Linie in der Festkorperphysik seine An-
wendung, gilt aber allgemein fir periodische Potentiale, also auch fir optische Git-
ter. Die zu den Blochfunktionen, den Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fir
periodische Potentiale, gehtrenden Eigenwerte Eq sind abhéangig vom Parameter q.
Wir werden deshalb im Folgenden | ¢ ) mit einem Index q versehen, um zwischen
Zustanden unterschiedlicher Parameter q unterscheiden zu konnen. Ist das System
raumlich beschrankt, so gibt es diskrete

G = (2.33)

I—,
6
sowie ein diskretes Spektrum von Eigenzustanden | ¢q ) mit Eigenwerten Eg. Der
Parameter g; hat noch eine anschauliche Bedeutung. Bei Stol3en zweier Teilchen
innerhalb des periodischen Potentials ist der g; bis auf ganzzahlige Verschiebun-
gen um die reziproke Gitterkonstante ¢ erhalten. Wenn das periodische Potential

12



2.3 - Besetzungszahldarstellung in der Blochbasis

konstant null ist, wird uq(r) konstant und ( r | ¢4 ) damit zu einer ebenen Welle
mit dem Impuls g. Man nennt g; in der Blochtheorie daher den Quasiimpuls. Die
Blochfunktionen stellen damit eine Verallgemeinerung der ebenen Wellen dar. Ei-
genfunktionen eines hermiteschen Operators, also einer Observablen, bilden eine
vollstandige orthonormierte Basis. Der Hamiltonoperator ist eine Observable und
daher erfillen die Blochfunktionen die Orthognalitats- und Vollstandigkeitsrelation:

< bq | bg > = 5qq’ (2.34)
Z | ¢q ) ( Do | =1L (2.35)
q

Die aus den Blochfunktionen gebildete Basis wird Blochbasis genannt. Man kann,
aufgrund der Vollstandigkeit, mit der Blochbasis jeden beliebigen Einteilchenzu-
stand | ¢, ) darstellen:

| ¢a)=Ca | ¢a) (2.36)
mit

Cq = (g | ¥a) (2.37)
als Entwicklungskoeffizienten.

2.3 Besetzungszahldarstellung in der
Blochbasis

Zur Beschreibung von ultrakalten Quantengasen auf optischen Gittern, reicht die
Kenntnis tUber das Verhalten eines einzelnen Bosons in einem optischen Gitter nicht
aus, sondern man muf3 die Wechselwirkung zwischen den Teilchen mitbertcksich-
tigen. Daher wird das System am einfachsten durch den Formalismus der zweiten
Quantisierung beschrieben (siehe Kapitel Z1)). In Kapitel 2T wurde erlautert, dai3
man einen allgemeinen Vielteilchenzustand, eindeutig durch die Angabe der Beset-
zungszahlen der einzelnen Einteilchenzustande darstellen kann, wenn die Einteil-
chenbasis vollstandig ist. In der Blochbasis werden die Einteilchenzustande | bq )
durch die Angabe der Quasiimpulse g; charakterisiert und auch als Blochzustéande
oder Quasiimpulszustande bezeichnet. Der Gesamtzustand | ¥ ) ist durch die An-
gabe der Besetzungszahlen n, der Quasiimpulszustande ¢; als eine Uberlagerung
der Fockzustande | Ngy> Noy» - - - €indeutig bestimmt:

| "l’ > = Z Cj | {nfh’ nQ2’ .. -}j > (238)
j
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Kapitel 2 - Theoretische Grundlagen

Die Erzeuger &, und Vernichter &, von Quasiimpulszustéanden sind definiert durch:

&l | Ny Moo Mg o ) = \fNg + 1| Ny Ny +1,...) (2.39)

und
Cy | Nows Negs - -2 Mg - ) = Vg | Ngya Ny g = 1,000 ). (2.40)
Der Besetzungszahloperator fy von Quasiimpulszustéanden ist

A

Py = €, &4 (2.41)

Es ergibt sich
g |¥)=nq |¥) (2.42)

2.4 Wannierbasis

Die Eigenschaften bosonischer Quantengase auf optischen Gittern werden im Hub-
bard Modell urspriinglich in der Wannierbasis beschrieben [3]. Um den zugehdrigen
Hamiltonoperator verstehen zu kbnnen, werden deshalb zunachst die Wannierfunk-
tionen eingeflhrt.

In der Quantenmechanik sind Wellenpakete, die aus einer Uberlagerung von ebe-
nen Wellen bestehen, gut bekannt. Die Wellenfunktion eines Teilchens erscheint
dadurch lokalisiert auf einen bestimmten raumlichen Bereich. Eine Basis aus sol-
chen lokalisierten Wellenfunktionen ist, auch bei einem vorhandenen periodischen
Potential, fir viele Anwendungen nitzlich. Da Blochfunktionen eine Verallgemeine-
rung von ebenen Wellen auf periodische Potentiale darstellen, liegt es Nahe, diese
ebenfalls zu einem Wellenpaket, bestehend aus Blochwellen, zu Uberlagern. Tut
man dies in folgender Weise:

w(f ~R) = \—1f| e 1), (2.43)

mit ¢q,(r) als Blochfunktionen, nennt man das dadurch entstehende Wellenpaket
w(r — R), mit einem Maximum bei R, Wannierfunktion. Definiert man ein effektiven
Quasiimpuls

2n
0 =T =qo. (2.44)

14



2.4 - Wannierbasis

der dem Quasiimpuls g; multipliziert mit dem Gitterabstand ¢ entspricht, so kann
man Gleichung [Z.43) schreiben als

|
w(r —1) = % Z &9 g, (). (2.45)
j

Im Folgenden werden die Quasiimpulse in dem Sinne effektiver Quasiimpulse q;
verwendet. Wie in Abb. 21l schematisch gezeigt, haben die Wannierfunktionen ein
ausgepragtes Maximum und sind stark gedampft. Gleichung (Z.43) ist eine Form

Abbildung 2.1: Schematische
Darstellung einer  Wannier-
funktion (a) Querschnitt durch
eine  zwedimensionale Dar-
stellung, (b) eindimensionale
Darstellung, (c) zweidimen-
sionale  Darstellung  Quelle:
http://Idsd.group.shef.ac.uk/
theory/wannier.php

der Fouriertransformation und damit eine Basistransformation von der Blochbasis in
die Wannierbasis. Da die Blochbasis vollstandig ist, ist auch die, durch diese Trans-
formation definierte Wannierbasis, vollstdndig. Man sagt, ein Teilchen, das sich mit
der Wannierfunktion w(r — R) beschreiben laf3t, befindet sich im Wannierzustand
| R ). Wannierfunktionen die an verschiedenen Orten R ihr Maximum haben, ste-
hen orthogonal aufeinander. (Zum Beweis siehe [18].)

Analog zu Gleichung [Z.43) vermittelt die Fouriertransformation ebenfalls den Zu-
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Kapitel 2 - Theoretische Grundlagen

sammenhang zwischen Erzeugern
1 O g«
a=—> e, (2.46)
beziehungsweise Vernichtern
1O
&= ; ' g, (2.47)

von Blochzustanden und Wannierzustanden. Wéahrend éf und & Teilchen im Wan-
nierzustand | R ) erzeugen, beziehungsweise vernichten, erzeugen und vernichten
(“:Ih. und &y, Teilchen im Quasiimpulszustand | q;j ). Der Teilchenzahloperator i in
der Wannierbasis ergibt sich damit zu

| |
1 . S
A=afa == -i@-ap)1 &t @
N =aa; = I ZZe T Gy Gy, - (2.48)
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Kapitel 3

Bose-Hubbard Modell

In diesem Kapitel wird zun&chst das Hubbard Modell erlautert. Dann wird die An-
wendung des Hubbard Modells auf bosonische Teilchen beschrieben und der Bose-
Hubbard Hamiltonoperator in der Wannierbasis eingefihrt. Schliel3lich wird dieser
in die, fur diese Arbeit relevante, Blochbasis transformiert.

3.1 Hubbard Modell

Das Hubbard Modell wurde 1963 von J. Hubbard [1] entwickelt, um die Bewegung
von Elektronen in dem als starr angenommenen Gitter von Atomrimpfen eines
Festkorpers zu beschreiben. Es stellt die einfachste Méglichkeit dar, die Bandstruk-
tur im Energiespektrum von Festkorpern, Isolator-Leiter-Phaseniibergange, ferro-
magnetische Ph&dnomene und in neuerer Zeit auch Hochtemperatursupraleitung
gualitativ zu beschreiben [19]. Das System wird hierbei durch einen Hamiltonope-
rator charakterisiert, der sich aus zwei Termen zusammensetzt. Dem Tunnelterm,
der das Tunneln der Elektronen von einem Gitterplatz zum nachsten beschreibt und
dem Wechselwirkungsterm, der die Wechselwirkung der Elektronen untereinander
charakterisiert. Die abstoRenden Coloumbkrafte werden dabei als reine Kontakt-
wechselwirkung angenommen. Das Hubbard Modell wurde inzwischen vielfach wei-
terentwickelt. Beispiele hierfur sind die Annahme einer langerreichweitgen Wech-
selwirkung ("extended Hubbard model”) oder die Anwendung auf bosonische Teil-
chen ("Bose-Hubbard Modell”) [20]. 1998 wurde das Modell von Jaksch et al. [3]
angewendet, um ultrakalte bosonische Quantengase in optischen Gittern zu be-
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Kapitel 3 - Bose-Hubbard Modell

schreiben. Da flr gentgend niedrige Temperaturen nur das niedrigste energetische
Band besetzt ist, liefert das Bose-Hubbard Modell dort sehr gute Ergebnisse. Durch
die Einschrankung auf das niedrigste Energieband ist die Dimension des Einteil-
chenraumes endlich und zwar so grol3 wie die Anzahl | der Gitterplatze. Die Fock-
zustande | ng, Ny, ... ) aus Kapitel 2Tl vereinfachen sich dann zu | ng, ny, ..., N ).
Unter anderem wurde mit dem Bose-Hubbard Modell der Phaseniibergang vom Su-
perfluid zum Mott-Isolator vorhergesagt [3].

3.2 Bose-Hubbard Hamiltonoperator

Bei der Beschreibung von einem Bosegas auf einem optischen Gitter, kann man
die Teilchen zum Beispiel durch Wannierfunktionen w(r — R) beschreiben, welche
stark auf einen Gitterplatz R lokalisiert sind. Hierbei ist die Besetzungszahldarstel-
lung besonders anschaulich, da hier ein besetzter Einteilchenzustand | R ), ein
vorhandenes Teilchen am Gitterplatz R, bedeutet.

Im Hubbard Modell konnen die Teilchen ausschlie3lich durch Tunneln ihre Position,
das heil3t den lokalisierten Wannierzustand, verandern. Die Tunnelwahrscheinlich-
keit ist hoher, je niedriger die Potentialschwelle ist. Gleichzeitig bedeutet eine nied-
rige Potentialschwelle eine schwache Wechselwirkung der Teilchen untereinander.
Die Wechselwirkung ist eine Van-der-Waals Wechselwirkung. Die Van-der-Waals
Wechselwirkung ist kurzreichweitig, hat einen kleinen Bereich anziehenden Poten-
tials und bei kleinen Abstéanden ist sie stark abstof3end. Die Wannierfunktionen sind
sehr viel ausgedehnter sind als der Bereich der Wechselwirkung. Deswegen kann
die Detailstruktur der Wechselwirkung nicht aufgelost werden. In dieser Arbeit wird
die Wechselwirkung immer als abstol3end angenommen.

Der stationdre Hamiltonoperator fir miteinander wechselwirkende Teilchen in einem
externen Potential V(r) ist

2
A= [or 50 (-7 + VO) i) + 50 [ FOIOIOI0O. G

%(r) und y(r) sind dabei die Feldoperatoren. V(r) ist in unserem Fall das Potenti-
al, welches durch das optische Gitter erzeugt wird. Der erste Term beschreibt die
Bewegung der Teilchen im Gitterpotential. Der zweite Term beschreibt die Wechsel-
wirkung der Teilchen untereinander, wobei der Faktor g die Starke dieser Wechsel-
wirkung angibt.
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3.2 - Bose-Hubbard Hamiltonoperator

Das Gitterpotential wird durch einen Laser der Wellenlange A erzeugt und hat daher
die Form:

V(r) =V, sinz(%”r). (3.2)

Man kann die Feldoperatoren ¢(r) und ¢ (r) in der Wannier Basis (siehe Kapitel ZZ2)
schreiben als

|
d(r) = wolr -R) &
=1
und

|
J) =) wir-R) Y, (3.3)
=1

wobei | die Anzahl der Gitterplatze angibt. Da wir nur Bosonen betrachten, sind
éf und & Erzeuger und Vernichter, die die Kommutatorrelationen (Z9) und (Z.10)
erfillen. wo(r — R) sind Wannierfunktionen im Grundzustand, mit ihrem Maximum
auf dem Gitterplatz R. Die Breite der Wannierfunktionen hangt von der Form des
Gitterpotentials ab. Mit Gleichung B2), B3), on-site-Wechselwirkung und der An-
nahme, dal die Teilchen nur zu benachbarten Gitterplatzen tunneln kénnen, kann
man Gleichung @) schreiben als

|
A=Y (@ +8,8) [ dras - RIVEwo(r - R -0)
=1

1
+ a,*qTala;ngdr lwo(r — R)I*
=1

= Y @A +8,8) [ droglr - RV - R -9)

=1

NI =

+

|
A —1) g | drlwe(r - R) (3.4)
; I\ f 0

¢ ist hierbei der Abstand zwischen zwei Gitterplatzen. Da das Potential, das durch
das optische Gitter erzeugt wird periodisch ist, sind alle Gitterplatze identisch und
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Kapitel 3 - Bose-Hubbard Modell
die Integrale in Gleichung ((.4) sind unabhangig vom Index |. Wir definieren

J fdr wd(r —R) V(r) wo(r — R —6)

U

g f dr fwo(r - R (35)

Die Parameter U und J hangen beide von der Form der Wannierfunktionen ab. Die-
se wiederrum hangt von dem optischen Gitter, erzeugt durch einen Laser, ab. Das
bedeutet, durch Andern der Amplitude des Lasers @ndern sich sowohl U als auch J.

Der Hamiltonoperator fir ein Bose-Gas im Hubbard Modell ergibt sich mit obigen
Annahmen im Formalismus der zweiten Quantisierung in der Wannier Basis zu
| U |
o at 3 o ATA et an
A=) (@80 8am) + 5 ) - 1) (3.6)

Er wird Bose-Hubbard Hamiltonoperator genannt.

Es kann nur zu benachbarten Platzen getunnelt werden. Dazu erzeugt 5‘111 ein Teil-
chen am Gitterplatz | + 1, das vorher am Platz | vom Operator & vernichtet wurde.
Diese beiden Operatoren missen immer als Parchen auftreten, da Teilchenzahler-
haltung gilt. Au3erdem werden zyklische Randbedingungen angenommen, so dai3
ein Teilchen vom Gitterplatz | zum Gitterplatz 1 tunneln kann. Es kann natirlich
in beide Richtungen getunnelt werden, deshalb gibt es den zweiten Term mit ver-
tauschten Indizes.

Der zweite Term wird Wechselwirkungsterm genannt. Da die Wannierfunktionen
sehr schmal gegenuber der Breite eines Gitterplatzes sind, wird in sehr guter Nahe-
rung on-site-Wechselwirkung angenommen. Der Wechselwirkungsterm wird daher
nur verschieden von Null, wenn sich mehr als ein Teilchen auf einem Platz befindet.
Bei einer verschwindenden Wechselwirkungsstarke U/J = 0, sind die Teilchen nicht
an einem Gitterplatz lokalisiert. Die Tunnelwahrscheinlichkeit der Teilchen ist sehr
grol3, deshalb sind die Phasen der Wellenfunktionen tber viele Gitterplatze hinweg
korreliert. Alle Teilchen befinden sich in demselben Einteilchenzustand. Dies ist die
superfluide Phase. Wenn die Wechselwirkung sehr grol3 ist, wird jedes Teilchen
einen eigenen Platz besetzen. Dabei ist es, wegen der on-site-Wechselwirkung, un-
erheblich ob sie einen oder mehrere Platze voneinander entfernt sind. Bei einem
System mit genausovielen Potentialtopfen wie Teilchen wird dann auf jedem Git-
terplatz ein Teilchen sitzen. Die Fluktuation ist klein, da keines der Teilchen seinen
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3.3 - Bose-Hubbard Hamiltonoperator in der Bloch Basis

Platz verlassen wird, weil es dann die stark abstoRende Wechselwirkung mit sei-
nem Nachbarn spuren wirde. Man nennt dies die Mott-Isolatorphase.

Wenn es mehr Platze als Teilchen gibt, bleibt in der Mott-Isolatorphase selbst bei
unendlicher Wechselwirkung ein superfluider Anteil erhalten. Das liegt daran, dal3
es immer freie Gitterplatze gibt, auf die die Teilchen ungehindert tunneln kénnen.
Das Gleiche passiert, wenn es mehr Teilchen als Platze im System gibt. Man kann
dies fogendermal3en erklaren: es gibt genausoviele lokalisierte Teilchen wie Gitter-
platze. Alle tGbrigen Teilchen sind delokalisiert. Fur die Teilchen die nicht auf einen
Gitterplatz lokalisiert sind, macht es keinen Unterschied auf welchem Gitterplatz sie
sich befinden, da sie auf jedem Gitterplatz mit den lokalisierten Teilchen gleicher-
mafien wechselwirken.

Fur den Phasenubergang vom Superfluid zum Mott-Isolator ist ausschlief3lich der
Quotient aus Wechselwirkung und Tunnelwahrscheinlichkeit entscheidend.

3.3 Bose-Hubbard Hamiltonoperator in der
Bloch Basis

In Kapitel B2 wurde der Hamiltonoperator des Bose-Hubbard Modells
|

|

~ R e U A

H=-J E @& & +aa.,)+ > § (- 1) (3.7)
=)

I=1
in der Wannier Basis eingeftihrt. Dieser wird im Folgenden in die Bloch Basis trans-
formiert.

Mit |

A 1 o] A

a = — Z e el (3.8)
und

N 1 il A
8 = WZéqJ'cqj (3.9)

|
U= %Zﬁ(ﬁ, - 1) (3.10)
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Kapitel 3 - Bose-Hubbard Modell

des Bose-Hubbard-Hamiltonoperators geschrieben werden als

|
~ U A
U= EZW(W —1)
=1
|
U Afa Ata  AtA
=3 (&'aa'a - a'a)
=1
U [ | | 1
—— —ata okl dajlat A = ol dgilat A
= ZZ S dae dedleie, - T e ke'chkcqj)
=1 j=1 k=1
U [ | | | [ 1
- = - —|Qn le okl dajlat & At a (9j—a)! &7
- 2 ZZ 2 e - é ch QmCQKCqJ é o CQKCQJ)
I=1 j=1 k=1 \m=1 n=1
| | | | |
U 1 1
- = = A@j+0m—tk—an)l AT AT = d@-adl at &
=3 B e < B CanCay Coy — I g% chcqj). (3.11)
I=1 j=1 k=1 \m=1 n=1
Mit

1 |
2N\ dmni

vereinfacht sich 317 zu

(3.12)

é(qj Qk)l CT A

)

Ok ~qj

(3.13)

(3.14)

| | |
~ U 1
0=32, D> e g e, ELe, -
I=1 j=1 k=1 \m=1 n=1
| | | |
= U 1 | AT 1 [ AT A
- E Z |_2 6qJ(QmQKQn) C C qucq I 6CIjq1< quCqJ'
j=1 k=1 \m=1 n=1
| | |
-2 lee ee - ¢ ¢
- 2 | O Gm Ok G+ On—Cm Ok ~Ck
k=1 \m=1 n=1
| | |
U 1 ~i A
-2 T ConCanCaCacean-an — N
k=1 \m=1 n=1
| | |
U 1 A A
i) TCCCqu+qnqm I
k=1 m=1 n=
Wendet man noch die Kommutatorrelationen
A a71_raf at _
[&. &] =[&,a]=0
und
a at
(4. 8] = dij
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(siehe Kapitel Z1.2) an, so ergi

3.3 - Bose-Hubbard Hamiltonoperator in der Bloch Basis

ibt sich der Wechelwirkungsterm zu

| | |
] DI L
2 | Gn7Om TGk “Ok*tGn=CGm
k=1 m=1 n=1
[
U 1
_ = — AT (AT A _
) Z | O (CQkCQm +5qk(1m) Ok+0n—Clm |
k=1 m=1 n=1
| | | | | |
U 1 AT af a A 1 AT A
T2 Z 1 o Cai Com S+ an—cm T Z Z Z T 0am Cap, Coper g — |
k=1 m=1 n=1 k=1 m=1 n=1
[ [
_ U 1 ata A 1 At A I
Y |_ ok Cam G+t —am T Z T oo~
k=1 m=1 n=1 m=1 n=1
[ I
_ U 1 a4 1., |
) ZZZT tn Ok QmCQk+Qn—Qm+ZZI_ N, —
k=1 m=1 n=1 m=1 n=1
[ I
_ U 1 At af 1 | |
) Z 7 Ca CacCamCacran-am Z T
k=1 m=1 n=1 m=1
| | |
U 1 . 1
S DR RLCLENE
2 | On 7Ok ~Om ~Okt0n—0m I
k=1 m=1 n=1
[
U ;
_ = AT AT A A
Y o Cak Cam Catcran—am- (3.16)
k=1 m=1 n=1

Fur den kinetischen Anteil des Bose Hubbard Hamiltonoperators, in Wannierbasis

(3.17)
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ist die Transformation analog:

=-J Z (ZI: ZI“ eiQJ'(|+l)e—iqy|é'}'éj,+ Z Z gl gricie (I+l)él

i=1 j’— k=1 k=

| |
I} (Z Z d@-a) o CTC n Z Z glGka)lgride i
I=1 =1 k=1 k=

Il

|

(@]
_»—\ _»—\

=1 k=1 k=1

| |
j0; i & it
( E eucc, + E e ckck).
j=1 k=1

Il
|
(o)

3

‘)

|
PIINECELDELLRD IHTCRLRLLLLY
=

(3.18)

Da der zweite Term das komplex konjugierte zum ersten Term sein muf3, kann man

die beiden Summen zusammenfassen:

:—JZ éqlcc +e'qlcrc)

=1
|
=] Z (€9 +e7™) ge,.
Mit _ _
dx 4 gix

cosf) = >

ergibt sich der kinetische Anteil zu

- 1« i
J= —JI— ; 2cos(q; — 1) ¢ ¢

1y 3
= —JI— ; 2 cos(l; — 1) fg,.

Der gesamte Bose-Hubbard Hamiltonoperator
H=J+U
ergibt sich in Blochbasis aus Gleichung &.18) und Gleichung @21) zu

H=-J Z 2 cosfl; — 1) Ay, + o Z Z Z el CTkCQmC(QJ‘*'Qk ~Cm)-

j=1 k=1 m=1
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Kapitel 4

Reduzierte Basis

In diesem Kapitel wird die reduzierte Basis hergeleitet. Daflr wird verwendet, dal3
sich in der Bloch Basis der Grundzustand mit einem Unterraum des Hilbertraumes,
namlich der reduzierten Basis, korrekt beschreiben laf3t. Der Gesamtzustand | )
des Bose-Gases wird hierbei durch eine Uberlagerung aus Fockzustdnden darge-
stellt:

|w>:ZCi|{nq1""’nq|}i> (41)

(siehe Kapitel 21T und Kapitel Z-3). Die dafiir verwendete Einteilchenbasis ist die
Blochbasis. Durch die Angabe der Koeffizienten C; der Fockzustande | {Ngys - Ng Ji )
ist der Zustand | ¥ ) bei jeder beliebigen Wechselwirkungsstarke zwischen den
Teilchen eindeutig bestimmt. Die Koeffizienten erhélt man durch Losen des Eigen-
wertproblems

Hly)=E|v). (4.2)

Hierfir wird die Bose-Hubbard Hamiltonmatrix in der Blochbasis diagonalisiert. Bei
der exakten Losung stellt man fest, daf3 viele der Koeffizienten im Grundzustand fur
alle Wechselwirkungsstarken U/J gleich null sind. Diese Beobachtung laf3t sich mit
Hilfe der Storungstheorie erklaren.

Der Grundzustand des Bose-Hubbard Modells wird, insbesondere fuir kleine Wech-
selwirkungsstarken U/J, stark von einem einzigen Fockzustand dominiert. (Siehe
Abbildung und BE5l) Dieser Zustand, bei dem alle Teilchen den Einteilchen-
quasiimpuls g = 0 haben, wird als ungestorter Zustand betrachtet, | Yy ) =
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Kapitel 4 - Reduzierte Basis

N,0,0,... ). Es wird nun, ausgehend von diesem Zustand, eine stérungstheo-
retische Entwicklung durchgefihrt. Der kinetische Anteil,

|
J=-3J Z 2 cosfj - 1) fiy,, (4.3)
=1

des Hamiltonoperators
H=J+0 (4.4)

wird als ungestorter Anteil, der Wechselwirkungsanteil,

.U L
Y= 2_ Z Z k CornCla k-t (4.5)
1 k=1 m=1

wird als Storung betrachtet. Man erhalt dann fur die Stérungsreihe mit A als Ord-
nungsparameter

(J+20)(J@)y+a|p®y+ 22| v@)+..) (4.6)
:(E(°)+E(1)+E(2)+...)(|¢(0)>+ |y® )+ |¢(2)>+...). (4.7)

Es gilt, mit | {ng,,....Ng}, ) und | {Ng,...,Ng}n ) als Fockzusténde mit Blochfunk-
tionen als Einteilchenbasis, die rekursive Formel:

K K
[06) = D e [N a ), (4.8)
n#0
mit
B =Y e (g Ng b | U [ {Ng,. ... g b Zc“““ g) o)
0 1

n+0

wobei die c&]) und Eg) gegeben sind durch

C(l): <{nq1,..,,nql}‘u|0 |w(0)>
Ju

oo (4.10)
und
EY = Z Cgp_l) ({Ngy, ... Ng }y s -+ N )+ (4.11)

HFY
Die Fockzustande bilden eine orthonormierte Basis, das heil3t Skalarprodukte zwi-
schen verschiedenen Fockzustanden sind immer null. In Gleichung (&9) bis @11)
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sind daher die Matrixelemente nur dann verschieden von null, wenn der Operator U
den Ket-Zustand mit dem Bra-Zustand verknapft.

Man kann nun zeigen, dal’3 der Storanteil U des Hamiltonoperators mit dem Ge-
samtimpulsoperator eines Fockzustandes Q kommutiert. Dies bedeutet, daR bei
Anwendung von U auf einen Fockzustand dessen Gesamtimpuls erhalten bleibt.
Q ist definiert als die Summe der Impulse mal deren Besetzungszabhil:

|
Q=> af,. (4.12)
i=1
FiUr den Kommutator
[U.QI=UQ-QU (4.13)
ergibt sich:
U | | |
JQ = AF At A
UQ - E Z Z qj Ok qu(ql+Qk —0m) Z q| 0 (414)
=1 k=1 m=1
U | | | |
= SIPNS N
. Z O Co; Cop o G +ak—am) M- (4.15)

Um zu beweisen, dal’ der Kommutator [U, Q] null ist, muR man zeigen, daf g mit
&, €4 CqnCiay+aan TUr beliebige Indizes i, j, k, mvertauscht.
Unter Verwendung der allgemeinen Kommutatorrelation:

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B (4.16)

und der Eigenschatft fiir Bosonen

[Cy éaj] = 0ij» (4.17)
erhalt man
[N, Cq] = [eT Cy» G
_ A F P
- [ Q|’ QJ] +[C|’ QJ] CQi]
und
Ay 8] = [cT L

= 5”- cT. (4.19)
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Wendet man Gleichung @I8) und @I9) auf die Summe

Z Z Z Z & Czlkcqu(QJ +ag—m) D (4.20)

=1 k=1 m=1 i=1

an, so erhalt man

Z|j=1 ZII(=1 Z:n=l Zil=1 A; Aa Aqmé(qj +0k— qm)nq.
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G q (;k Qme(qj"'QK—CIm)) (4.21)
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.

woraus sich direkt

[CT Cakcqu(qJ +qk_qm), ﬁql] = O (4.22)

ergibt.

Da der Storanteil U des Hamiltonoperators mit dem Gesamtimpulsoperator Q eines
Fockzustandes, der ja Eigenzustand zu Q ist, vertauscht, dndert sich durch Anwen-
den von U auf einen Fockzustand dessen Gesamtimpuls nicht.

In Gleichung @3) bis (@.I1) sind nur Matrixelemente zwischen Zustanden, die sich
durch Anwenden des Storanteils des Hamiltonoperators U auf den ungestorten Zu-
stand | @ ) erzeugen lassen, ungleich null. Dies bedeutet fiir die Stérreihe, daR
alle Fockzustande, die einen nichtverschwindenden Beitrag liefern, identische Ge-
samtquasiimpulse haben. Entwickelt man die Stérung in unendlicher Ordnung, so
ist diese identisch mit der Diagonlisierung. Das heil3t, dal3 alle Eigenzustdnde zum
Hamiltonoperator aus Fockzustdnden zusammengesetzt sind, die identische Ge-
samtquasiimpulse haben. Der ungestorte Zustand | N,0,0,... ) hat, wie sich leicht
uberprifen lasst, einen Gesamtquasiimpuls von null:

Q|N,0,0,...) G- Ay |N,0,0,... )

INg

I
o

(4.23)

Da der Storanteil des Hamiltonoperators den Gesamtquasiimpuls der Fockzustande
nicht verandert, missen im Grundzustand also alle beitragenden Fockzustande
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einen verschwindenden Gesamtquasiimpuls haben. Alle Gibrigen Fockzustande leis-
ten keinen Beitrag zum Grundzustand. Dies gilt flr beliebige Wechselwirkungs-
starken U/J.

In Abbildung Tl ist links ein Beispiel fiir einen Fockzustand zu sehen, dessen Ge-
samtimpuls gleich null ist, sein Beitrag zum Grundzustand verschwindet also nicht
fur alle Wechselwirkungsstarken U/ J:

Q=-2-1+-1-0+0-2+1-2+2-0=0 = Koeffizient £ 0.

Rechts in Abbildung 1] ist ein Beispiel flr einen Basiszustand zu sehen, dessen
Koeffizient im Grundzustand verschwindet, da der Gesamtimpuls verschieden von
null ist:

Q=-2-2+-1-0+0-1+1-2+2-0=-2+#0 = Koeffizient = 0.

Da man direkt an den Basiszustdnden erkennt, welche einen verschwindenden Bei-
trag zum Grundzustand leisten, kann man diese fur alle Berechnugen, bei denen
nur der Grundzustand benétigt wird, ausschliessen. Durch die so erhaltene, un-
gefahr eine Grossenordnung kleinere Basis, laf3t sich der numerische Aufwand flr
Berechnungen von Grundzustandseigenschaften deutlich reduzieren.

Fur alle Rechnungen, bei denen angeregte Zustande betrachtet werden, ist diese
Reduzierung nicht anwendbar (siehe Kapitel E.4). Zwar kdnnen mit der reduzierten
Basis auch hoher angeregte Zustédnde betrachtet werden, jedoch nur solange die
beitragenden Fockzustéande alle einen Gesamtquasiimpuls von null haben. In Ab-
bildung sind die Energieeigenzustande mit einem Kreuz markiert, die mit der
reduzierten Basis erzeugt werden kdonnen.

In der reduzierten Basis hat jeder der Fockzustande einen Gesamtquasiimpuls von
null und der damit erzeugte Eigenzustand zum Hamiltonoperator hat ebenfalls einen

e\ _\eNe\ | e e e\

G: 2 4 o 1 2 G- 2 4 0o 1 2

Abbildung 4.1: Links: Beispiel fur einen Basiszustand mit Gesamtimpuls gleich null, also Ko-
effizient im Grundzustand ungleich null, wenn die Wechselwirkung grof3er null ist, rechts:
Basiszustand dessen Gesamtimpuls ungleich null ist, dessen Koeffizient also fiir alle Wech-
selwirkungsstérken verschwindet.
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Kapitel 4 - Reduzierte Basis

Gesamtquasiimpuls von null. Dies trifft insbesondere auf den Grundzustand zu. Alle
folgenden Rechnungen werden, soweit dies mdglich ist, mit der reduzierten Basis
durchgefihrt.
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Kapitel 5

Observablen

In diesem Kapitel werden Observablen eingefiihrt, mit deren Hilfe sich das Verhalten
des Bose-Hubbard Modells bei verschiedenen Wechselwirkungsstéarken beschrei-
ben lalt.

5.1 Mittlere Besetzungszahl

Der Eigenzustand | ¥ ) des Bose-Hubbard-Hamiltonoperators fiir eine bestimmte
Wechselwirkung setzt sich, wie in Kapitel beschrieben, aus einer Uberlagerung
von Fockzustanden zusammen. Die mittlere Besetzungszahl

Ng = (¥ |fg |¥) (5.1)

gibt fir den Eigenzustand | ¥ ) des Bose-Hubbard-Hamiltonoperators an, wie stark
der Quasiimpuls g; im Mittel besetzt ist. Die maximale mittlere Besetzungszahl ist
dabei gleich der Gesamtteilchenzahl. Mit den Gleichungen .3) und .8) 1aRt sich
ng umschreiben zu:

D D
— * ~
nqi = E CkCl<k{nql,nqz,...,nqk,...,nql}|nqi |{nql,nqz,...,nql,...,nql}l >,
|

k

(5.2)
wobei die Summe Uber alle Fockzustande bis zur Dimension D des Vielteilchenhil-
bertraums lauft. Da die Fock-Zustande eine orthogonale Basis bilden, vereinfacht
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Kapitel 5 - Observablen

sich Gl (&2 zu
D
Ny = Z IC?nd. (5.3)
k

Dabei gibt ngi‘) die Besetzungszahl des Quasiimpulses g; im Fockzustand

| {Ngs, Ny, - ., Ng Jk ) an. Bei einer verschwindenden Wechselwirkung gilt fiir den
Grundzustand, daf? die mittlere Besetzungszahl ny, des niedrigsten Quasiimpulses
gegen N geht. Da die Teilchen nicht miteinander wechselwirken und das Modell am
absoluten Temperaturnullpunkt betrachtet wird, befinden sich alle Bosonen in dem-
selben Einteilchenzustand mit dem niedrigsten Quasiimpuls. Das heil3t die Impuls-
verteilung der Teilchen ist sehr scharf, im Rahmen dieses Modells, ein Peak. Die
Transformation in eine Basis mit Ortsraumquantenzahlen, zum Beispiel der Wan-
nier Basis ist eine Fouriertransformation (siehe Kapitel B:3). Deshalb ist der scharfe
Peak der Quasiimpulsverteilung gleichbedeutend mit einer volligen Delokalisierung
der Teilchen im Ortsraum. Sie kdnnen also ungehindert von einem Gitterplatz zum
nachsten tunneln. Diesen Zustand des Systems nennt man superfluiden Zustand.
Bei groRer Wechselwirkungstérke sind die Teilchen stark an einzelne Gitterplatze
gebunden. Man nennt dies den Mott-Isolator Zustand. In der Bloch Basis bedeu-
tet das, dal3 bei groRer Wechselwirkungsstarke Fockzustande mit héheren Impul-
sen verstarkt zum Grundzustand beitragen. In Abbildung ist die mittlere Beset-
zungszahl Uber der Wechselwirkungstarke U/J aufgetragen. Eine Mdglichkeit den
Phaseniibergang zu bestimmen, ist ihn an der Stelle der grof3ten Steigung von ng,
anzunehmen.
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5.2 - Besetzungszahlfluktuationen

10 Superfluid ' Mott-Isolator .

Abbildung 5.1: Mittlere Besetzungszahlen ng der Quasiimpulse g; Gber U/J in einem Sys-
tem aus 10 Teilchen auf 10 Gitterplatzen. Von oben nach unten: qi, g2, 93, da, 0s, Js. Beset-
zungszahlen der Q9 bis g; verhalten sich wie die der g; bis q4. Die gestrichelte Linie deutet
den Phaseniibergang an der Stelle der groRten Steigung von ng, an.

5.2 Besetzungszahlfluktuationen

Eine weitere Observable ist die Varianz der mittleren Besetzungszahl ny des Qua-
siimpulses @, die Fluktuation o. Sie ist definiert durch:
2\3

o= (o R [v)- (ol ]v)) (54)
Die Fluktuation des niedrigsten Quasiimpulses o, hat fur 10 Teilchen auf 10 Gitter-
platzen bei U/J ~ 6 ein globales Maximum onay (Sieche AbbildungB.2). Dieses Maxi-
mum verschiebt sich fur gro3ere Systeme zu kleineren Wechselwirkungsstarken. In
Abbildung B3 ist die Position des Maximums in Abhangigkeit von der SystemgroRRe
N aufgetragen. Diese Abhangigkeit Iaf3t sich mit der Funktion

f(N) =a-exp(bN°) (5.5)

beschreiben. Um den Fehler der durch die Beschrankung auf kleine Systemgrof3en
entsteht abzuschéatzen, werden die Parameter a, b und ¢ zunéchst fiir 3 Teilchen auf
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Kapitel 5 - Observablen

Abbildung 5.2: Fluktuation der Besetzungszahlen der Quasiimpulse o in einem System aus
10 Teilchen auf 10 Gitterplatzen. Von oben nach unten: o, 01, 02, 03, 04, 05. 010 bisS g
verhalten sich wie o1 bis 04.

3 Gitterplatzen bis 11 Teilchen auf 11 Gitterplatzen bestimmt (siehe auch Abbildung
b.4(a)) und dann die kleinen Systemgrof3en nach und nach weggelassen (siehe Ab-
bildung [6.4(b)| bis [5.4(d)). Es ergeben sich folgende Parameter:

Fitpunkte/ Gitterlange | 3-11 | 4-11 | 5-11 | 6-11 | 7-11 | 8-11 | 9-11
a 500 | 461 | 445 | 434 | 4,24 | 4,43 | 3,19
b 6,60 | 489 | 431 | 3,92 | 3,62 | 438 | 2,25
c -1,56 | -1,28 | -1,17 | -1,09 | -1,02 | -1,17 | -0,56

Nimmt man also alle exakt berechenbaren Systemgrof3en mit, so wird der Wert
fir omax flr unendlich groRe Systeme zu U/J ~ 5 approximiert. Man erkennt aber
auch, dal sich, wenn man nur die gro3eren Systeme mitberiicksichtigt, die approxi-
mierte Position von ok flr unendlich groRe Systeme zu deutlich kleineren Werten
verschiebt. Nimmt man nur die gréf3ten drei Systeme mit, so hat man genauso vie-
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5.2 - Besetzungszahlfluktuationen
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10 .

U/JI(Omax)

Abbildung 5.3: (+) Position des des Maximums von o in Abhangigkeit von der Systemgrof3e
N. (——) angefittete Exponentialfunktion.

le Parameter wie Datenpunkte. Das bedeutet natirlich, dal3 die Parameter die nur
durch die drei oder auch vier gréf3ten Systeme bestimmt wurden nicht sehr verlass-
lich sind. Trotzdem wird deutlich, dafl3 sich die approximierte Position von o gy fur
unendlich grol3e Systeme zu niedrigeren Werten U/J verschoben wird, je grof3er die
zugrundegelegten Systemen sind. Das Bosegas im optischen Gitter kann in zweli
Phasen vorliegen, in der superfluiden Phase und der Mott-Isolator Phase. Der Pha-
senibergang tritt nach Berechnungen mit einem Monte-Carlo Verfahren fir unend-
lich groRe Systeme bei (U/J)yans = U/J ~ 4.65 auf [21]. Mean Field Berechnungen
ergeben fiir den Ubergang wesentlich héhere Werte im Bereich von (U/J)gans ~ 7
[3]. Der Wert fur (U/J)yans ist fur kleinere Systeme zu hoheren Werten verscho-
ben [6, [7], siehe Abbildung BI21 Daher ist eine weitere Moglichkeit die Position
des Phaseniibergangs zu bestimmen, das Maximum von o gy als Phasenibergang
anzunehmen.
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161
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12-

U/J(Omax )
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(a) Fit fur 3 Teilchen auf 3 Gitterplatzen bis
11 Teilchen auf 11 Gitterplatzen
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(c) Fit fur 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen bis

11 Teilchen auf 11 Gitterplatzen
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(b) Fit fur 5 Teilchen auf 5 Gitterplatzen bis

11 Teilchen auf 11 Gitterplatzen
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(d) Fit fir 9 Teilchen auf 9 Gitterplatzen bis
11 Teilchen auf 11 Gitterplatzen

Abbildung 5.4: Vergleich des Fits an das Maximum der Besetzungszahlfluktuation fir ver-
schieden viele SystemgréRen. (+) Position des des Maximums von o in Abhangigkeit von

der Systemgrofie N.
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5.3 - Maximaler Koeffizient

5.3 Maximaler Koeffizient

Der maximale Koeffizient Cyax €ines Grundzustandes des Bose-Hubbard Modells
|w>:ZCi|{nq1,nq2,...,nq|}i> (5.6)

ist definiert durch

Crnax = max ([Cil ). (5.7)

Wenn Chax = 1 ist, bedeutet dies, dall der Grundzustand nur aus einem Fockzu-
stand | {Ng,, Ngys - - ., Ng }i ) besteht. Je kleiner Cpux wird, desto mehr Fockzustande
tragen zum Grundzustand bei. In Abbildung ist der maximale Koeffizient Cpayx
des Grundzustandes Uber der Wechselwirkungsstarke aufgetragen.

1 T T T T T T T T T

09r

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
W/A

Abbildung 5.5: Maximaler Koeffizient C,ax des Grundzustandes fiir ein System aus 10 Teil-
chen auf 10 Gitterplatzen, aufgetragen tber der Wechselwirkungsstarke U/J.

5.4 Energie

Eine weitere Observable ist die Energie. Die Energieeigenwerte sind in Abbildung
B.d fur zwei verschiedene Wechselwirkungsstarken U/J = 2 und U/J = 10 fur 8
Teilchen auf 8 Gitterplatzen aufgetragen.
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mEO
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Abbildung 5.6: Die niedrigsten 50 Energieeigenwerte des Bose-Hubbard Hamiltonoperators
aufgetragen Uber den Energieeigenzustéanden fur ein System aus 8 Teilchen auf 8 Gitter-
platzen. ¢: Wechselwirkungsstarke U = 2J, @ Wechselwirkungsstarke U = 10J. Die mit
+ gekennzeichneten Zustande sind die Energieeigenzustande des Hamiltonoperators, die
auch mit der reduzierten Basis errechnet werden kdnnen.

Zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand des Bose-Hubbard
Modells gibt es eine sogenannte Energiellicke

Beim Ubergang von der superfluiden Phase in den Mott-Isolatorzustand wird die
Lucke im Anregeungsspecktrum erheblich gro3er. Auch fir hoher angeregte Ener-
giezustande ist die VergroRerung der Energiellicke ab einer bestimmten Wechsel-
wirkungsstarke erkennbar (Abbildung 5.6)).

Die Energieliicke ist zwar gut geeignet, um eine Anderung im Verhalten des Sys-
tems bei steigender Wechselwirkunsstarke U/J beobachten zu kénnen, fur das
Definieren eines scharfen Phaseniibergangs ist sie jedoch ungeeignet. Die Ener-
giellicke existiert bereits bei kleinen Wechselwirkungen und tritt nicht sprunghatft ab
einem bestimmten Verhaltnis U/J auf. Man kann allerdings in Abb. gut erken-
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5.4 - Energie

Superfluid Mott-Isolator

12r

Eg ap

0 5 10 15
u/d

N
(@)

Abbildung 5.7: Lucke im Anregungsspektrum Egop bei 8 Teilchen auf 8 Gitterplatzen in
Abhangigkeit von U/J, (- — ——) Phasenlbergang.
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Abbildung 5.8: Ableitung der Energiellicke, (Egap)” fur 8 Teilchen auf 8 Gitterplatzen in
Abhangigkeit von U/J

nen, dal® im Mottisolatorbereich die Energiellicke wie das Verhaltnis von U/J mit
der Steigung eins wéachst, wahrend im superfluiden Regime das Wachstum deutlich
schwécher ist. Daher liegt es Nahe sich die Ableitung der Energieliicke nach der
Wechselwirkungsstarke U/J anzuschauen. Diese ist in Abbildung B8 fur 8 Teilchen

39



Kapitel 5 - Observablen

auf 8 Gitterplatzen tber der Wechselwirkungsstarke U/J aufgetragen. Man erkennt
deutlich einen Sprung in der Ableitung bei U/J ~ 6. Um zu erklaren woher dieser
Sprung kommt, wurden in Abbildung die zur Berechnung der Energieliicke not-
wendigen GrolRen und deren Ableitungen tber U/J aufgetragen. Man sieht, dal3
auch bei der Ableitung des Energieeigenwertes des ersten angeregten Zustandes
dieser Sprung auftritt. Ein Sprung kommt auch bei den Ableitungen nach U/J von
manchen hoéher angeregten Energien vor. Diese Berechnungen wurden zusétzlich
mit einem anderem Diagonlasierungsprogramm tberprift um numerische Ursachen
ausschliel3en zu kdnnen. In Abbildung ist die Ableitung der Energiellicke Eg,p
nach U/J flr verschieden Teilchenzahlen N aufgetragen. Man erkennt, dal3 sich
der Sprung in der Ableitung flr grof3ere N zu kleineren Wechselwirkungsstarken
verschiebt. Dieser Zusammenhang wurde in Abbildung aufgetragen. Analog
zu dem Maximum der Besetzungszahlfluktuation, siehe Kapitel wurde auch
hier eine exponentielle Funktion an die Daten angepal3t. Die Spriinge in der Ener-
gielickenableitung liegen bei gleicher Teilchenzahl bei hoheren U/J als bei dem
Maximum der Besetzungszahlfluktuation. Mit der extrapolierten Exponentialfunktion
ergibt sich fiur unendlich gro3e Teilchenzahlen die Stelle des Sprungs in der Ablei-
tung der Energiellicke zu U/J = 5.2. Auch hierin liegt eine mdgliche Definition des
Phasenlbergangs. Legt man hier die Exponentialfunktion nur an die grof3ten Werte
an, so erhalt man groR3ere Werte fur die Stelle des Sprungs in der Ableitung. Fir
jeden weggelassenen Datenpunkt erhodht sich die extrapolierte Stelle des Sprungs
der Ableitung um ungefahr 0.2 U/J. Die Ableitung der Energiellicke kann nur fur
relativ kleine Teilchenzahlen berechnet werden, da man zur Berechnung der Ener-
gielicke den ersten angeregten Zustand bendtigt und dadurch die reduzierte Basis
nicht verwendbar ist (vergleiche Kapitel ). Hierdurch ergibt sich eine Unsicherheit.
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Abbildung 5.9: Die niedrigsten zwei Energieeigenwerte und deren Ableitungen aufgetragen
Uber der Wechselwirkungsstarke U/ J fir 8 Teilchen auf 8 Gitterplatzen.
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Egap

Abbildung 5.10: Ableitung von Egap nach U/J fir N Teilchen auf N Gitterplatzen in Abhangig-
keit von U/J. N = 5: links oben, N = 7: Mitte, N = 9: links unten
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Abbildung 5.11: Position des Sprungs der Ableitung der Energieliicke U/J(Eéapsp,) fur 8
Teilchen auf 8 Gitterplatzen in Abhangigkeit von U/J

5.5 Kondensatanteil

Nach Penrose und Onsager [22] befindet sich ein System im Bose-Einstein Konden-
sat, wenn die "Natural Orbitals” makroskopisch besetzt sind. Diese sind definiert, als
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5.5 - Kondensatanteil

die Eigenvektoren der Einkdrperdichtematrix p. Deren Besetzungszahlen sind also
gerade durch die Eigenwerte A der Einkorperdichtematrix gegeben. Die Matrixele-
mente von p berechnen sich durch

pi = (0| &g [0) (5.9)

mit | ) als Eigenzustanden des Bose-Hubbard Hamiltonoperators und &" und Cq;
den Erzeugern und Vernichtern von Einteilchenblochzustanden (siehe Kapitel Z.3).
Von einer makroskopischen Besetzung in einem System der Gréf3enordnung von
10 Teilchen zu sprechen ist allerdings problematisch. Man kann aber trotzdem die
Besetzungszahlen der Natural Orbitals berechnen, deren grof3ter Wert Ay iden-
tisch ist mit der Anzahl der, im Zustand | ¥ ) des Systems, kondensierten Teilchen.
Der Kondensatanteil f; ergibt sich dann direkt durch Division durch die Teilchenzahl:

fo = Amax/N. (5.10)
Da die Dichtematrix immer eine Spur von N hat,
Tr(p®) =N, (5.11)

liegt der grofdte Eigenwert der Dichtematrix immer zwischen eins geteilt durch die
Gitterlange | und der Teilchenzahl geteilt durch die Gitterlange

1/1 < Ay < N/I. (5.12)

In Abbildung sieht man, dal} der Kondensatanteil bei Systemen mit genauso-
vielen Teilchen wie Gitterplatzen sich immer zwischen 1/N und 1 befindet und auch
fur grofRe Wechselwirkungen nicht null wird. Mit Blochfunktionen als Basis ist diese
Observable besonders einfach zu berechnen, da die Eigenfunktionen der Einkorper-
dichtematrix fur Systeme mit periodischen Potentialen immer Blochfunktionen sind.
Die Einkoperdichtematrix ist daher in dieser Basis immer diagonal und gibt die mitt-
leren Besetzungszahlen der Quasiimpulse (Kapitel B.1)) an:

pij= (| Ee | ¢ ) =6ing. (5.13)

Der Kondensatanteil ist daher identisch mit der grof3ten mittleren Besetzungszahl
ng der Quasiimpulse dividiert durch die Teilchenzahl N. In der Wannierbasis ist die
Einkorperdichtematrix o™ nicht diagonal. Mit der Transformation ZZ43) ist

. , 1< o
P = (x| &8, | X ) =T ) ng €0, (5.14)
=1
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Liegt kein Kondensat vor, so liegen die mittleren Besetzungszahlen ny, der Quasi-
impulse alle in derselben GroRenordnung. Es folgt dann mit Gleichung (&13):

ol 0 fur |l - I'| = co. (5.15)
Im Gegensatz dazu gilt im Bose-Einstein Kondensat:
Ng = Na, (5.16)

wobei a einen Bruchteil der Teilchenzahl bezeichnet, der in der Gro3enordnung von
N liegt. Fur die Einkorperdichtematrix im Ortsraum gilt dann:

i N
pluamien _, I—“ fur I =1 - co. (5.17)
Die Existenz eines Kondensates ist gekennzeichnet durch einen makroskopisch be-
setzten Natural Orbital, das heil3t, dal3 die mittlere Besetzungszahl des niedrigsten
Quasiimpulses in der GroRenordnung der Gesamtteilchenzahl N liegt. Aquivalent
dazu befindet sich das System im Kondensatzustand, wenn die Aul3erdiagonalen

der Einkorperdichtematrix im Ortsraum nicht verschwinden [23].

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
u/J

Abbildung 5.12: Kondensatanteil f. eines Systems aus 9 Teilchen auf 9 Gitterplatzen (obere
Kurve) und eines mit 10 Teilchen auf 10 Gitterplatzen (untere Kurve).

5.6 Interferenzmuster

Das Interferenzmuster ist eine besonders wichtige und interessante Observable,
da sie direkt experimentell beobachtbar ist. In dem, durch die Laser erzeugten, opti-
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5.6 - Interferenzmuster

Abbildung 5.13: Links: Experimentelles Interferenzmusters von mehr als 100 000 besetzten
Gitterplatzen eines 3D Gitters, aufgenommen mit der Methode des time-of-flight-imagings.
Hinten: Superfluide Phase mit starker Phasenkorrelation zwischen den Gitterplatzen. Vorne:
Mott-Isolator ohne Phasenkorrelation. Rechts: Errechnetes Inteferenzmuster fur 9 Teilchen
auf 9 Gitterplatzen bei einer Wechselwirkung von U/J = 2 (obere Kurve) und U/J = 10
(untere Kurve).

schen Gitter befinden sich die Bosonen, im Experiment im einfachsten Fall #Rb Ato-
me. Da der Abstand zweier Gitterplatze gleich der halben Wellenldnge des Lasers
ist, kann man die Materiewellen der Bosonen an zwei benachbarten Gitterplatzen
nicht mit herkdmmlichen Absorptionsaufnahmen sichtbar machen. Deshalb wen-
det man die Methode des "time-of-flight imagings” an. Hierftr wird das Potential,
also der Laser, plotzlich abgeschaltet, so dal3 die Quasiimpulse der Atome erhal-
ten bleiben. Die Quasiimpulse werden dann auf Impulse freier Teilchen abgebildet.
Wahrend die Materiewellen sich frei ausbreiten, interferieren sie miteinander. Sie
werden dann mit Licht bestrahlt, dessen Frequenz identisch mit der Anregungsfre-
quenz der Atome ist. Dort wo das Licht auf ein Atom trifft wird es absorbiert. In
dem dadurch entstehenden Schattenbild ist die Impulsverteilung der Teilchen er-
kennbar (Abb. links). Im superfluiden Regime beweisen die diskreten Peaks in
der Impulsverteilung die Phasenkorrelation der Materiewellen tber viele Gitterplatze
hinweg. Im Mott-Isolator Bereich sind keinerlei Peaks in der Impulsverteilung mehr
zu erkennen. Mathematisch kann die Intensitatsverteilung am Ort X geschrieben
werden als

1) = (v |AQAX) |v) . (5.18)
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Dabei ist der Ampiltudenoperator A(X), in Abhangigkeit der Phasendifferenz &(x)
vom Gitterplatz k zum Ort X, definiert als

|
AX) = % > ena (5.19)
k=1

In Abbildung kann man erkennen, dal} man bei groBem Abstand vom Beob-

Abbildung 5.14: Ist der Abstand vom Potential zum Beobachter sehr grof3, so kann man a =
a’ setzen und damit 6 = ¢’. Das heil3t der Phasenunterschied zwischen zwei benachbarten
Gitterplatzen ist immer gleich grof3, namlich gerade 6.

achter zum optischen Gitter, die genaue Geometrie die zur Interferenz fuhrt ver-
nachléassigen kann. Der Winkel « geht bei sehr gro3em Abstand vom Beobachter
zum optischen Gitter gegen den Winkel o’ und damit geht 6 gegen ¢’. Die Pha-
senverschiebung der Materiewelle an zwei verschiedenen Gitterplatzen, hangt bei
groBem Abstand des Beobachtungspunktes zum Gitter also nur von dem Abstand
zwischen den Gitterplatzen ab. Die Phasenverschiebung zwischen Gitterplatz k und
Gitterplatz k’ ist dann genausogrof3 wie die Phasenverschiebung zwischen Gitter-
platz k' und k”. Fir benachbarte Gitterplatze kann man also im Rahmen dieser
Néaherung fur die Phasenverschiebung einen konstanten Wert 6 annehmen. Damit
erhalt man fur die Intensitatsverteilung:

_ (k-K) ¢ (Wannler)
60) =7 ;é P : (5.20)

[ (6) entspricht fir alle 6, die ganzahlige Vielfache von 2r/1 sind, gerade der Beset-
zungszahl der Quasiimpulse (vgl. Kapitel B1). Im Gegensatz dazu ist das Interfe-
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renzmuster allerdings kontinuierlich in der Phasendifferenz 6. Um diese Kontinuitat

zu erreichen, wurde die Einkorperdichtematrix zunéchst in die Wannierbasis trans-
formiert und dann GI. (&.20) angewandt.
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Kapitel 6

Trunkierung der Blochbasis

Um den numerischen Aufwand gering zu halten, bietet es sich an, die Rechenba-
sis nur aus wenigen relevanten Zustanden aufzuspannen. Eine solche physikalisch
motivierte Beschneidung der Basis, Trunkierung genannt, ermdéglicht somit auch
die Beschreibung groRRerer Gittersysteme. Diese Methode wurde zunéchst fur die
Beschreibung des stark korrelierten Regimes in der Wannierbasis angewandt [4].
Das System wird hierbei mit einer kleineren Basis, die nur die Fockzustande mit
den groRten Koeffizienten enthalt, beschrieben. Um diese zu erhalten, muf3 die
Hamiltonmatrix erst diagonalisiert werden. Das mochte man aufgrund der langen
Rechenzeit aber gerade vermeiden. Es wird daher eine Moglichkeit gesucht, ohne
die Diagonalisierung der Hamiltonmatrix, auf die Koeffizienten der Fockzustande zu
schlieBen. Daher wird fiir die Beschneidung das Matrixelement des Hamiltonopera-
tors als Kriterium verwendet

(olNgps- .- N} | H | (g, ....Ng te ) = (H),. (6.1)

Dieses Diagonalmatrixelement stiinde in einer Stérungsrechnung fur die Koeffizien-
ten als Energie im Nenner (vergleiche auch Kapitel 5.4). Der zugehdrige Koeffizient
ist also dann grol3, wenn das Matrixelement klein ist. Deshalb wird der Fockzustand
| {Ng, ..., Ng }o ) der trunkierten Basis hinzugefligt, wenn der Wert des Matrixele-
ments kleiner ist, als eine zuvor gewahlte Trunkierungsenergie E yn:

~ !
<H>a < Etrunk- (6.2)
Liegt der Wert des Matrixelements (I:I)a Uber der gewahlten Trunkierungsenergie
Etunk, SO wird der Fockzustand | {Ng.....Ng}o ) verworfen. Ist die Trunkierungs-
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energie groRer als das grofite Matrixelement, so ist der trunkierte Hilbertraum iden-
tisch mit dem vollen Hilbertraum.

Die Trunkierung ist besonders gut anwendbar, wenn der betrachtete Zustand von
nur wenigen Fockzustanden dominiert wird, also nur wenige Fockzustande einen
grof3en Koeffizienten besitzen. Dies ist mit einem grof3en maximalen Koeffizienten
Crax Verbunden. In der Wannierbasis, in der die Trunkierung bisher angewandt wur-
de, ist diese Vorraussetzung fur den Mott-Isolator Zustand gegeben. Je kleiner die
Wechselwirkungsstarke ist, desto mehr Fockzustande tragen in der Wannierbasis
zum Gesamtzustand bei und umso groRere Fehler liefert die Trunkierung. Um den
superfluiden Zustand ebenfalls effektiv beschreiben zu kdnnen, wird im nachsten
Abschnitt die Trunkierung in der Blochbasis eingeflhrt.

6.1 Trunkierung in der Blochbasis

Die Trunkierung in der Blochbasis wird nach demselben Prinzip wie in der Wan-
nierbasis durchgeflihrt. Die Basiszustande | {Ng,,....Ng}, ) werden auch in der
Blochbasis nach der GroRR3e der zugehdrigen Diagonaleintrage der Hamiltonmatrix
sortiert. Wenn das Matrixelement (I—AI)Q kleiner ist als eine vorher gewahlte maxima-
le Energie, wird der Zustand | {Ng,,....Ng}e ) in die trunkierte Basis aufgenom-
men. Entsprechend sollten nur wenige Fockzustande | {Ng, ..., Ng}e ) Mit groBen
Koeffizienten zum untersuchten Zustand beitragen. Vorraussetzung dafir, daf3 das
Kriterium aus Gleichung ([€2) eine gute Mdglichkeit ist, nur die Fockzustande mit
grof3en Koeffizienten in die trunkierte Basis aufzunehmen, ist ein eindeutiger Zu-
sammenhang zwischen dem Matrixelement und dem Koeffizienten C,. Es wird da-
her zunachst der Bereich der Wechselwirkungsstarke U/J bestimmt, in dem das
System in der Blochbasis von wenigen Fockzustdnden dominiert wird. Das Matrix-
element (H)_ des Hamiltonoperators im Fockzustand | {Ng,, ..., Ng }o ) Wird dann in
der Blochbasis berechnet und versucht ein eindeutiger Zusammenhang mit dem zu-
gehdorigen Koeffizienten C, herzustellen. Anschliel3end werden einige Observablen
mit verschieden stark trunkierten Basen berechnet und mit den exakt berechneten
Observablen verglichen.

In der Wannierbasis setzt sich im superfluiden Bereich der Zustand des Systems
aus sehr vielen gleichgewichteten Basiszustanden zusammen. Da man aber als
Vorraussetzung fir eine erfolgreiche Trunkierung die Dominanz einiger weniger Ba-
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Ui

Abbildung 6.1: Die Koeffizienten der Basiszustande der reduzierten Basis in Abhangigkeit
der Wechselwirkungsstéarke U/J. | = N = 4 Die Position des, mit einem Monte-Carlo Ver-
fahren berechneten, Phaseniibergangs vom Superfluid zum Mott-Isolator [21]] ist durch die
gepunktete Linie dargestellt.

siszustande braucht, ist die Trunkierung in der Wannierbasis flr den superfluiden
Bereich nicht geeignet und sie muf} in der Blochbasis durchgefiihrt werden.

In Kapitel und B8 sieht man anhand des maximalen Koeffizienten Cax und des
Kondensatanteils f., da im superfluiden Bereich der Grundzustand des Systems in
der Blochbasis von einem einizigen Fockzustand dominiert wird. Der Beitrag der an-
deren Basiszustande muf3 aber noch untersucht werden. In Abbildung und
sind deshalb die Betrage aller Koeffizienten der Basiszustande in Abhangigkeit von
der Wechselwirkungsstarke U/J fir ein System mit 4 Teilchen auf 4 Gitterplatzen
und ein System aus 5 Teilchen auf 5 Gitterplatzen aufgetragen. Die Systemgrof3e ist
hierbei so klein gewahlt, weil die Dimension der Basis fakultativ mit der Teilchenzahl
anwéchst und bei groReren Systemen eine entsprechende graphische Darstellung
unubersichtlich ware. Es wird deutlich, dal’ der Grundzustand des Systems, bis weit
in den Mott-Isolator Bereich hinein von einem einzigen Basiszustand dominiert wird.
Normalerweise bestimmt man aus Effizienzgrinden die trunkierte Basis bei einer
festen Wechselwirkungsstarke U/J und berechnet damit die Observablen fir einen
groRBen Wechselwirkungsbereich. Da man in den Abbildungen &1l und erkennt,
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1 T T T T T T T T T

Ui

Abbildung 6.2: Die Koeffizienten der Basiszustande der reduzierten Basis in Abhangigkeit
der Wechselwirkungsstarke U/J. | = N = 5. Die Position des Phaseniibergangs ist durch
die gepunktete Linie dargestellt.

dal’ einige Koeffizienten einander in Abhangigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J
schneiden, bedeutet dies, dal’ es moglich ist, dal3 fur einen Teil dieses Wechselwir-
kungsbereiches verworfene Fockzustande einen grol3en Beitrag zum Grundzustand
leisten. Fur eine Trunkierung, die die Ergebnisse im superfluiden reproduzieren soll,
muld also auch das Trunkierungskriterium im superfluiden Bereich, das heil3t fir
U/J < 4.6, angewand werden.

Wie bereits erwdhnt, mul3 der Zusammenhang zwischen dem Matrixelement des
Hamiltonoperators und dem Koeffizienten des zugehdrigen Fockzustandes maoglichst
eindeutig sein, um mit dem Trunkierumskriterium (&.2) die Zustande mit einem grofRen
Koeffizienten auszuwahlen. Um den Zusammenhang zwischen dem Matrixelement
(I:I)a und dem Koeffizienten darstellen zu kdnnen wird ein Maf3 y,, definiert

(H), = Min ((H))
Max ((H)) - Min ((H))’

so dafd y, immer zwischen O und 1 liegt. Grol3e y, bedeuten grol3e Matrixelemen-
te und kleine y, kleine Matrixelemente. In Abbildung ist der Koeffizient C, fur
8 Teilchen auf 8 Gitterplatzen bei verschiedenen Wechselwirkungsstarken tber y,

Xa (6.3)
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aufgetragen. Fur kleine Wechselwirkungsstéarken sind viele Koeffizienten null, und
tauchen deshalb in der Graphik nicht auf. Die Vorraussetzungen fir die Trunkierung
sind besser, je eindeutiger von y, auf den Koeffizienten geschlossen werden kann.
Fir U/J = 2und noch besser fir U/J = 4 ist dies, in unserem Fall, am besten erfillt.
Fur wachsende Matrixelemente sollte y, monoton abnehmen. Die Trunkierung wird
daher im Folgenden bei einer Wechselwirkungsstarke von U/J = 4, also knapp un-
terhalb des Phasenubergangs zum Mott-Isolator, durchgefiihrt.

Die nachste wichtige Frage ist, wieviele Basiszustande man in der trunkierten Basis
braucht, um die exakten Ergebnisse in der gewtinschten Genauigkeit zu reprodu-
zieren. Hierzu wird die Trunkierungsstarke

_ Dimension der trunkierten Basis

~ Dimension der reduzierten Basis
bezogen auf die reduzierte Basis (siehe Kapitel H)) definiert. Zum Vergleich werden
Observablen mit verschieden stark trunkierten Basen berechnet und mit dem exak-
ten Ergebnis verglichen. In den folgenden Abbildungen werden die Observablen
(siehe Kapitel B) Energie (Abbildung &4), maximaler Koeffizient (Abbildung E5),
Kondensatanteil (Abbildung und Besetzungszahlfluktuation (Abbildung B.7) fir
7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen aufgetragen. Deutlich ist zu erkennen, dal3 alle hier
betrachteten Observablen, die mit den trunkierten Basen erzeugt wurden, fir sehr
kleine Wechselwirkungsstarken U/J gut mit den exakten Ergebnissen tbereinstim-
men. FUr wachsende Wechselwirkungsstarken weichen die Ergebnisse immer starker
von dem exakten Ergebnis ab. Dies geschieht umso friher, je starker die Basis
trunkiert wurde. Fir eine Basis die 70% der Basiszustande der exakten reduzier-
ten Basis (siehe Kapitel @) enthalt, werden die Ergebnisse bis zu einer Wechsel-
wirkungsstarke von U/J =~ 5 gut reproduziert. Fir eine Basis mit 10% der Basis-
zustande der exakten reduzierten Basis trifft dies nur noch bis zu einer Wechsel-
wirkungsstarke von U/J ~ 2 zu. Bei der Berechnung der Observablen in den Ab-
bildungen bis wurde das Trunkierungskriterium (Gleichung €2)) bei einer
Wechselwirkungsstarke von U/J = 4 angewandt, um dann mit der trunkierten Ba-
sis Observablen fir einen breiten Bereich der Wechselwirkungsstarke auszurech-
nen. Wie in den Abbildungen und zu sehen ist, sind einige Koeffizienten
bei anderen Wechselwirkungsstarke groRer als bei U/J = 4. Es kann also passie-
ren, dal3 Fockzustande einen grofl3en Koeffizienten bei der Wechselwirkungsstarke
haben bei der das Trunkierungskriterium angewandt wird, nicht aber in dem gesam-
ten Spektrum der Wechselwirkung fur die die Observable erzeugt wird. Es kdnnen
Fehler auftreten, die daher rihren, dafl3 die Koeffizienten in Abhangigkeit der Wech-

(6.4)
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Abbildung 6.3: Logarithmische Darstellung des Koeffizienten C, in Abhangigkeit von y,, bei
verschiedenen Wechselwirkungsstarken U/J.
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0 2 4 6 8 10 12 14

Abbildung 6.4: Die Energie E des Grundzustandes fiir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in
Abhangigkeit der Wechselwirkungsstéarke U/ J fir verschiedene Trunkierungsstarken: ——-
T=1000, + T =700, x T =500, x T = 30%, @ T = 10%. Die Position des Phasentber-
gangs ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

selwirkungsstarke einander schneiden oder ihre Gré3e &ndern. Um diesen Fehler
abzuschéatzen, wird die Basis dynamisch trunkiert. Das heif3t, fur jede Wechselwir-
kungsstéarke wird das Trunkierungskriterium neu ausgewertet und damit eine trun-
kierte Basis erzeugt. Dann werden Observablen fir beide Formen der Trunkierung
berechnet und verglichen. Die dynamische Trunkierung hat einerseits den Vorteil,
dal3 die Fockzustande | {Ng,,....Ng}o ) die ausgewahlt werden, fur diese Wech-
selwirkungsstarke auch tatséachlich ein kleines Diagonalmatrixelement <I:IQ> haben
und andererseits kann man fur sehr kleine Wechselwirkungsstarken eine wesentlich
kleinere Basis verwenden. Die bisherige Form der Trunkierung wird im Folgenden
auch als statische Trunkierung bezeichnet. Fur die dynamische Trunkierung wurde
der maximale Koeffizienten C,.x und der Kondesatanteil f. in Abhangigkeit von der
Wechselwirkungsstarke U/J fir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen berechnet. Die Er-
gebnisse sind, zusammen mit den Ergebnissen der statischen Trunkierung und der
exakten Rechnung in Abbildung und dargestellt. Die statische Trunkierung
hat dabei, genauso wie die dynamische Trunkierung, eine Trunkierungsstarke von
T = 0.5. Die Basis der dynamischen Trunkierung enthalt allerdings nicht fir alle
Wechlsewirkungsstarken dieselben Basiszustande. Man sieht, daR fur U/J < 4.6,
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Abbildung 6.5: Der Maximale Koeffizient Cyax flr 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in
Abhangigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J, fir verschiedene Trunkierungsstarken:
—— T =1006, x T = 70, Xx T =500, + T = 30%, @ T = 10%. Die Position des
Phasentbergangs ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

u/d

Abbildung 6.6: Der Kondensatanteil f; fir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abhangigkeit der
Wechselwirkungsstarke U/J, fir verschiedene Trunkierungsstarken: —— T = 10Q%, *
T =70, xT =500, +T =30, @ T = 10%. Die Position des Phaseniibergangs ist
durch die gepunktete Linie dargestellt.
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Abbildung 6.7: Die Fluktuation der mittleren Besetzungszahl des nullten Quasiimpulses o g,
fur 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abh&angigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J, fur ver-
schiedene Trunkierungsstarken: —— T =100, + T = 70%, X T =50%, % T = 30%, ©
T = 10%. Die Position des Phasenibergangs ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

57



Kapitel 6 - Trunkierung der Blochbasis

1 ’)g\ ]
X
*
0.8 x .
X
X
X
%
. 06| . ]
S xx

O \x,

%
04 | \\\*"xx i

\\ X
%X
\ X
. XKXXXXXXXXXXXXXXXX
+ X
0.2 - ++++*++++ XXXXXXXXX{
- b,
++ 4+
Il Il Il Il Il 777777
0 2 4 6 8 10 12 14
u/J

Abbildung 6.8: Vergleich der statischen Trunkierung (+ T = 50%) mit der dynamischen
Trunkierung (x T = 50%) am Beispiel des maximalen Koeffizienten Cax flir 7 Teilchen auf
7 Gitterplatzen in Abhangigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J. Berechnung mit der vollen
Basis:

also im superfluiden Regime, die dynamische Trunkierung minimal bessere Ergeb-
nisse liefert als die statische. Dies gilt allerdings nicht fiir den Mott-Isolator Bereich.
Dort weicht, entgegen den Erwartungen, das Ergebnis der dynamischen Trunkie-
rung starker vom exakten Ergebnis ab, als das der statischen Trunkierung. Dies laf3t
sich durch die Verkipfung zwischen dem Matrixelement und dem Koeffizienten flr
groRe U/J erklaren. Man erkennt in Abbildung[6.3(f)} daR der Koeffizient dem y, Ma-
trixelement <I:I(,> nicht eindeutig zuordenbar ist. Fur groRe Wechselwirkungsstarken
liefern viele Basiszustande einen grof3en Beitrag (siehe auch Abblidung und
E.2). Daher kann es natirlich passieren, daf ein Basiszustand mit einem grofRen
Koeffizienten und einem etwas grof3eren Matrixelement der trunkierten Basis nicht
hinzugefugt wird, wahrend ein anderer Fockzustand mit einem moglicherweise klei-
neren Koeffizienten aufgrund seines etwas kleineren Matrixelementes in die trun-
kierte Basis aufgenommen wird. FUr kleine Wechselwirkungsstarken passiert dies
auch. Allerdings liefern hier nur sehr wenige Basiszustande einen grof3en Beitrag.
Solange diese in der trunkierten Basis vorhanden sind, fallt es nicht ins Gewicht,
wenn einige Basiszustande aufgrund ihres groReren Matrixelements nicht in die
trunkierte Basis aufgenommen werden. Diese tragen, wie man in Abbildung &3 fiir
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Abbildung 6.9: Vergleich der statischen Trunkierung (+ T = 50%) mit der dynamischen Trun-
kierung (x T = 50%) am Beispiel des Kondensatanteils f; fiir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen
in Abhangigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J. Berechnung mit der vollen Basis:

kleine U/J und in Abbildung und sehen kann, kaum zum Gesamtzustand
bei. Fur eine Stérungsreihe bedeutet dies, daf’ die Stérung im Mott-Isolatorbereich
nicht mehr als klein gegentiber dem ungestorten Term annehmbar ist. Deshalb ist
im Mott-Isolator Bereich das sehr einfache Argument der Trunkierung, namlich der
Abschatzung tber den Energienenner in der Storungsreihe, nicht mehr anwendbar.
Also ist das Diagonalmatrixelement nicht mehr geeignet um den Beitrag eines Fock-
zustandes zum Gesamtzustand abzuschatzen. Da man fur die dynamische Trunkie-
rung auf3erdem fir jede untersuchte Wechselwirkungsstarke U/J den komplizierten
Wechselwirkungsteil U der Hamiltonmatrix neu erzeugen mul3, ist dies zusatzlich
auch noch sehr viel zeitaufwendiger als die statische Trunkierung. Die dynamische
Trunkierung ist also nicht praktikabel.

In Abbildung ist der sich aus den Berechnungen mit der trunkierten Basis
ergebende Fehler

. |Ergebnis der trunkierten BasisErgebnis der exakten Ba{sis
B Ergebnis der exakten Basis

(6.5)

fur den maximalen Koeffizienten C,ax und fiir den Kondensatanteil f. fiir 7 Teilchen
auf 7 Gitterplatzen aufgetragen. Es wurde hierbei die Abhangigkeit des Fehlers von
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(b) Kondensatanteil, f.
Abbildung 6.10: Farblich kodierter Fehler F fiir zwei Observablen, mit trunkierten Basen fir

7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen berechnet, aufgetragen in Abhangigkeit von der Trunkierungs-
starke T und der Wechselwirkungsstarke U/ J.
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der Wechselwirkungsstarke und von der Trunkierungsstarke untersucht. Der Feh-
ler von Cax, beziehungsweise f. vom exakten Wert ist farblich kodiert. Fir stark
trunkierte Basen weicht der Wert, wie zu erwarten war, schon fur kleine Wechsel-
wirkungsstarken stark vom exakten Wert ab, fir schwacher trunkierte Basen erhalt
man bis weit Gber den Phasenilibergang hinaus nur geringe Abweichungen vom ex-
akten Ergebnis. Man sieht, daf3 selbst bei einer Basis, die nur 1% der Basiszustande
der vollen Basis enthalt, bis zu einer Wechselwirkung von U/J = 2 nur ein Fehler
von F =~ 0.1 auftritt. Will man allerdings bis hin zum Phasenlbergang bei U/J ~ 4.6
einen Fehler von F < 0.1 erreichen, so mul3 die trunkierte Basis mindestens 70%
der Basiszustande der reduzierten Basis enthalten.

6.2 Kombination der Trunkierung in der Bloch-
und der Wannierbasis

Kombiniert man die Trunkierung in der Blochbasis mit der Trunkierung in der Wan-
nierbasis, kann man damit das gesamte Spektrum der Wechselwirkungsstarke U/J
abdecken. Dazu mul3 man zuné&chst abschatzen, welche Trunkierungsstarke in der
jeweiligen Basis geeignet ist. In der Blochbasis bezog sich bisher die Trunkierungs-
starke auf die reduzierte Basis (siehe Kapitel &1)). In der Wannierbasis gibt es keine
reduzierte Basis und deswegen mul3 die Starke der Trunkierung auf die volle Basis
bezogen werden. Die reduzierte Basis ist aber ungefahr eine GroRenordnung klei-
ner als die volle Basis. Daher mul3 man zusatzlich zu der Trunkierugsstarke T aus
Gleichung (&.2) eine Trunkierungsstarke

~ Dimension der trunkierten Basis
T= : . — (6.6)
Dimension der vollen Basis

definieren, die sich auf die volle Basis bezieht. In Tabelle ist dies am Beispiel
von 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen gegentibergestellt. Fir andere Systemgrof3en er-
geben sich ahnliche Zahlen.

In Abbildung B 1Tl ist die Grundzustandsenergie und in AbbildungB.12 der Konden-
satanteil in Abhéngigkeit von der Wechselwirkungsstérke U/J fur 7 Teilchen auf 7
Gitterplatzen aufgetragen. Die Observablen wurden einerseits mit der vollen Basis
(durchgezogene Linie) und verschieden stark trunkierten Wannierbasen berechnet.
Man sieht, sowohl fur die Grundzustandsenergie als auch fir den Kondensatan-
teil, daf® der mit den trunkierten Basen berechnete Wert starker von dem exakten
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Anzahl Basiszustande T T

(% der reduzierten Basis, | (% der vollen Basis,
246 Basiszustande) 1716Basiszustande)

246 100 14.3

172 70 10.0

123 50 7.2

74 30 4.3

25 10 14

Tabelle 6.1: Die Trunkierungsstarke T und die Trunkierungsstarke T fur 7 Teilchen auf 7

Gitterplatzen.

6 8 10
U/

12 14

Abbildung 6.11: Die Grundzustandsenergie E fiir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abhangig-

keit der Wechselwirkungsstarke U/J berechnet mit der trunkierten Wannierbasis:

T= 1000, + T = 50%, x T = 15%, * T = 2,5%. Die Position des Phaseniibergangs vom
Superfluid zum Mott-Isolator ist durch die gepunktete Linie dargestellt.
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Abbildung 6.12: Der Kondensatanteil f; fiir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abhangigkeit der
Wechselwirkungsstarke U/J berechnet mit der trunkierten Wannierbasis: ——- T = 100%,
+T =50%, xT =15%, x T = 2,5%. Die Position des Phaseniibergangs ist durch die
gepunktete Linie dargestellt..

Ergebnis abweicht, je niedriger die Wechselwirkungsstarke U/J ist. Fur die Grund-
zustandsenergie a3t sich mit der trunkierten Basis der Trunkierungsstarke T =50%
der gesamte Wechselwirkungsbereich mit nur einer geringfiigigen Abweichung vom
exakten Ergebnis darstellen. Diese Trunkierungsstarke liefert allerdings auch keine
groRe Rechenzeitersparnis. Da die Werte die mit der Trunkierungsstarke T = 15%
berechnet wurden bei grofRen U/J bis hin zum Phaseniibergang (angedeutet durch
die gestrichelte Linie) keinen grof3en Fehler F zeigt, sind diese flr die Berechnung
der Energie vorzuziehen.

Fur den Kondensatanteil mul3 die Basis etwas grof3er sein, um ahnlich kleine Fehler
zu erhalten wie fur die Grundzustandsenergie. Auch hier ist der Fehler der sich mit
der Basis der Trunkierungsstarke T = 50% ergibt, fast iber den gesamten Wechsel-
wirkungsbereich hinweg klein. Fiir T = 15% weicht der Wert der Observablen am
Phaseniibergang schon stark vom exakten Wert ab. Trotzdem wird wegen dem we-
sentlich geringeren Rechenaufwand fir kleinere Basen hier ebenfalls eine starkere
Trunkierungsstarke von T ~ 15% gewahlt. Bei gleicher Trunkierungsstéarke T wer-
den in der Blochbasis, wie in Tabelle zu erkennen ist, die Observablen exakt
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reproduziert, ndmlich mit der reduzierten Basis. Wie in Abbildung zu erken-

oFf g -

-10r

-12

0 2 4 6 8 10 12 14
U/

Abbildung 6.13: Die Grundzustandsenergie E flr 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abhangig-
keit der Wechselwirkungsstarke U/J. volle Basis, x trunkierte Wannierbasis mit
T ~ 15%, + trunkierte Blochbasis mit T ~ 30% beziehungsweise T ~ 4,3%. Die Positi-
on des Phasenlibergangs ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

nen ist und in Kapitel bereits erwahnt wurde, braucht man in der Blochbasis
mindestens 60 — 70% der reduzierten Basis, um das Ergebnis mit zehnprozenti-
ger Genauigkeit bis zum Phasenibergang bei U/J ~ 4.6 zu reproduzieren. Dies
entspricht, wie man Tabelle entnehmen kann, ungefahr 10% der vollen Basis.
In Abbildung ist die exakte Grundzustandsenergie und die mit der trunkierten
Bloch- beziehungsweise Wannierbasis fiir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen berechne-
te aufgetragen. Die Trunkierungsstarke liegt hier fiir die Wannierbasis bei T ~ 15%
und fur die Blochbasis bei T ~ 4%. Fir die Grundzustandsenergie liefert diese
Trunkierungsstarke gute Ergebnisse. In Abbildung ist der exakte und der mit
den trunkierten Basen berechnete Kondensatanteil aufgetragen. Die Trunkierungs-
starke in der Blochbasis ist hier etwas geringer als bei der Grundzustandsenergie.
Sie betragt T = 6%. Man erkennt, daR die Grundzustandsenergie bei gleicher Trun-
kierungsstarke exakter berechnet werden kann als der Kondensatanteil. An Abbil-
dung und E.I4 kann man erkennen, daf3 sich, mit Hilfe der aus beiden Basen
zusammengesetzten Trunkierung, Observablen im gesamten Wechselwirkungsbe-
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Abbildung 6.14: Der Kondensatanteil f; fir 7 Teilchen auf 7 Gitterplatzen in Abhangigkeit
der Wechselwirkungsstarke U/J. volle Basis, x trunkierte Blochbasis mit T ~ 40%
beziehungsweise T~ 6%, + trunkierte Wannierbasis mit T ~ 15% . Die Position des Pha-
senubergangs ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

reich recht genau darstellen lassen. Damit spart man deutlich an Rechenzeit und
kann damit Observablen fur groRere Systeme, die einer exakten Rechnung nicht
mehr zuganglich sind, berechnen. Dies wurde, wie in Abbildung zu sehen ist,
fur die Grundzustandsenergie fur 15 Teilchen auf 15 Gitterplatzen dargestellt. Da
fur diese GittergrofRe die Trunkierungstarke wesentlich gréf3er sein muf3, ist die Ab-
weichung vom exakten Wert natirlich groBer als in den Abbildungen&13 und 614
Ein exakter Vergleichswert, der mit der vollen Basis berechnet wurde, 1ai3t sich hier
natdrlich nicht mit einer vertretbaren Rechenzeit erstellen. Man erkennt allerdings,
dal3 sich die Kurven die mit der trunkierten Blochbasis und die mit der trunkierten
Wannierbasis erzeugt wurden, wie erwartet, ungefdhr am Pasenlbergang schnei-
den. Eine Kurve fir die Grundzustandsenergie laf3t sich also fiir alle Wechselwir-
kungsstarken auf diese Art und Weise approximieren.
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30 f .

20 | 1

0 2 4 6 8 10 12 14
U/

Abbildung 6.15: Die Grundzustandsenergie Eg flr 15 Teilchen auf 15 Gitterplatzen in
Abhangigkeit der Wechselwirkungsstarke U/J. x trunkierte Blochbasis mit T ~ 0.003%, +
trunkierte Wannierbasis mit T ~ 0.01% . Die Position des Phasentiibergangs vom Superfluid
zum Mott-Isolator ist durch die gepunktete Linie dargestellt.

66



Kapitel 7

Ausblick

Ultrakalte Quantengase auf optischen Gittern bestehen im Experiment aus mindes-
tens einigen hundert Teilchen. Das grof3te, zur Zeit theoretisch exakt diagonalisier-
bare, System besteht aus etwa 12 Teilchen. Eines der aktuellen Ziele in diesem For-
schungsgebiet ist daher, die Systemgrdol3en einander anzugleichen. Fur die Theorie
bedeutet dies, groRere Systeme beschreiben zu mussen. Hierzu gibt es verschie-
dene Mdoglickeiten. Eine ist die, in Kapitel [@ erlauterte, Trunkierung der Basis. Bei
diesem Verfahren muf3 die Basis, um wesentlich gro3ere Systeme beschreiben zu
konnen, sehr stark beschnitten werden. Die Ergebnisse weichen dann stark von
denen mit der vollen Basis berechneten ab. Es missen daher Methoden gefunden
werden, bei denen die Basis auch fir grof3e Systeme klein bleibt und die Abwei-
chungen vom exakten Wert nicht zu grof3 werden.

Maoglichkeiten hierfir sind die numerische Renormierungsgruppe (NRG) [28,
und die Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) [30]. Dies sind iterative Ver-
fahren, bei denen in jedem Schritt die Gitterlange erhoht wird. Gleichzeitig wird in
jedem lterationsschritt die Basis so trunkiert, daf3 die Dimension des Hilbertraums
erhalten bleibt. Hierzu wird bei der NRG die Basis auf eine Eigenbasis des Ha-
miltonoperators projiziert. Bei der DMRG wird das Gitter zunachst gespiegelt um
realistischere Randbedingungen zu erhalten, dann wird auf eine Eigenbasis der
Dichtematrix projiziert und schlie3lich wird die Spiegelung durch Spurbildung wie-
der herausgerechnet. Der Vorteil dieser Verfahren ist, dal’ der Rechenaufwand nicht
mehr fakultativ sondern nur noch linear mit der Teilchenzahl wachst. Der Nachtell
ist, daf3 durch die Trunkierung der Basis in jedem lIterationsschritt, die Losung auch
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hier immer starker von der exakten Losung abweicht. Durch die Projektion auf die
Eigenbasis des Hamiltonoperators ist diese Abweichung, insbesondere flir groRere
Systeme, jedoch geringer als bei einer Trunkierung wie sie in Kapitel @ vorgestellt
wurde.
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