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∫

dx VT (x) |w0(x− ξi)|2

+

I∑

i=1
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†
i âi +
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â†i â
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i âi âi
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���#"(0���!������ *��! ,��d"��?���0�9�aq��Y���0/M �/2>@���6"(0&Y����&�/f�(>rm0,X���)/ � F��XS0�!Y���0/M�)/5,X����q�(>
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	� ���
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� �

c2 m
a
x

� �������-	��D������]�����B+ ���
	'!
��	'+]��� C>	$� (����-����+�16	
σ
��+�7�!
��	B�����u 16�]	�� 1.��	$+�!

C2
max

(D�.�!
��	
��+,!
	.�^��16!
����+ �|!-�
	$+���!-�

U
��/ � ��\D��!
	$�*��/

6
C>�,����+��'��+

6
�
��!
	$� PL����4��@7 4���+�	$�^S9��+�7

8
CY���
��+��

��+
8
�
��!
	$� PX7����
��	$7 4���+�	$�^SZ ����	 4���!�!-��1.	 HY��!-	.+,!
�@��4 ��� !-�-��+���4@��!-����+���4���+](����-�@��+,!��>!
�]��� !
��	

+]��� C>	$�B()���
�@��+>16	
σ
�@�B�
�5!-	 ��+�7�	.HY	.+�7D	$+,!$

���0/l8��6"��)/l���#"(0���!������
(U/J)cr = 4.65

Sh�a����$#����"��|&�/5�)/5��*+�!0/%&yDENspq��.�)/21 7W"(�� ��
$9"( �$5�� :"(������0� *��1�LS � � ,�S����0/<k0�0$5���6"(������0�=$)�6"(�,L/� !�!0/9"(�� !Nc�a�!���'���0/Y�!E�)/5�#"�$5������
�����)/5�,X���q"(0&Y&��+0���a�!0&3��$9"(�)/v"l���#"(0�)�!������Y8R���!E�9F

� 
 ��� ����� � ��"!#!�� �����"���$# zE�!*+�! :"(�d$#�6"(�#"�$5�)/5����������$%���(>R���0/W,X�)����0&����#"(�)/;"(�)/W�)/21
KL/9"( �/%&-DEN<���0/M*e" [��!*v��* $%��/�(e$5��/5.�

c2max = max
(
{|c(0)i |2}

) $ � F ��% &

�(>7���0/=/2[386"(0������ $ � F��!��&2F � KX"( !�0/
c2max ≈ 1

�!0&3��$9"(�)/%�����6"(�l���0/e,X�)����0&����#"(�)/
∣
∣ψ0

〉 $%��0�����)�)���(>A"v���!�,X �/;.��*vDR/5�a���#"(�)/21��!<$%��.���#"����9S0"v��*e"( ! PKX"( !�0/
c2max

*4/9"(0�
���6"(�����0/f���#"(�)/C���7"�����8P/5��8R�X�)�!��������(>r*e"(EN<.��*fDP/5�?�)�#"(�)/%�9F

$����"!&%(')%�
���# � 0�����0/5�=�)�!*+8� �/s��D0�)/5��KX"(D� �/s���e���0/q/50/5��,XN',."(8TSa�a����$#�n���<"
>_/9"(�����)/g�(>?���0/gpq�����v�!0�)�� :"(�)���v8��6"��)/XFy�o�f���l&�/2m00/%&c"��f���0/</50/5��,XN}&3�\�h/5�)/50$%/
DP/5����/%/5����0/M,X�)����0&����#"(�)/v/50/5��,XN

E0
"(0&Y���0/Mm0�)����/2[3$5�!�)/%&����#"(�)/

E1
S0"(0&��)�+�!�

$9"(YDP/M/5KX"( !�6"(�)/%&Y&3�!�)/%$5�� !N=> �)��* ���0/;m0�)�)�������4/50/5��,XN-/5�!,L/5.KX"( !�0/%�9�

Egap = E1 −E0
$ � F �1A &

Zr�!,X���)/ � F � $  �/2> � &I&�/58���$5�)�	���0/�/50/5��,XN+�(>h���0/Wm0�)��� A  |/50/5��,XN4/5�!,L/50���#"(�)/%�d�(>O"M��N3�^1
�)/5* �(>

6
DP�X�)��0�u��

6
�)�!�)/%�d"(�d&3�\�h/5�)/5.�d�)/58��� ��)�!KL/��!.�)/5�#"�$5������<�����)/5�,X���0�

U
F $?0/
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	 �D��D� ����	 ���^��H�� ��+ !-��	 4�	./Q!B�
����� �z!
��	����^��! ��E 	.+�	.�-��\�	.����	$+]()��4���	$�9��/�� ��\D��!
	$�
��/

6
C>�,����+�� ��+

6
�
�5!-	$� /0����7D���u	.�-	.+,!���+,!
	$�-��1Z!-����+ ��!
�-	.+���!
���

U
 ����	 4���+�	$�=�
�����*!
��	

��+,!
	$�-��1Z!-����+ �|!-�
	$+���!-��� PXC>��!�!-���G!
��!
��H>S
U = J, 5J, 20J, 50J


	 +�	 1$��+ �
	.	 !
��	 �
�@�
��+��
	.+�	$�
��\ ����HVC>	.!|�9	$	.+V!-��	����
����+�7 ��+>7 !
��	����^�|! 	 ��16��!
	$7 �|!^��!
	 P0��+ !
��	 (�	.�-\ 4�	6/Q! ��/ !-��	
H�4���!^S���+ !
��	 UV��!�! 1$���
	$� P

U/J > 4.65J
�������� � ���0SZ��B�����,! ����+�7V�
��7D	 ������� �'!-��	�	$+�	.�-��\

����H
Egap

(D�. !
��	 ��+,!-	.�^��1Z!-����+ �|!-�
	$+���!-�
U
/0��� � �
\D�|!-	.� ��/

6
CY���
��+>� ��+

6
����!
	F� PL����4��@7

4���+�	FS���+�7
8
CY���
��+>����+

8
�
�5!-	$� PL7����
��	F7 4���+�	FSZ

$5 �/9"(�� !Ne�)/%/%�����6"(�a�)/5KL/5�#"( h/50/5��,XN4,."(80�a��8R/5=��8Y"(�	���!,X�0/5�W�!E�)/5�#"�$5������������)/5�,X���0�
$ m0,X���)/ � F � &2FtbW�0/s,X�#"(8�����`���0/s���!,X�.�-�6"(0&n����&�/q���0�9���=���0/y/50/5��,XN',."(8��(>
���	��DP�X�)�����$C��N3���)/5*4�a�(>A$%��*+*4/50�����#"(�)/Mm0 ! !�!�,�>_"�$5�)���)�4$

6
"(�)��*4�a��

6
���!�)/%��"(0&

8
"(�)��*4�v��

8
���!�)/%��&?KL/5�)���0�|���0/+�!E�)/5�#"�$5������������)/5�,X���

U
F+bW�0/4DP/5�6"%K��������f�(>�"

,X�)�9�a�!�,J/50/5��,XN},."(8]�a�!�����!0$5�)/9"����!�,��#"(�����
U/J

$9"(�DR/=/2[�8� :"(�!0/%&]DEN�$%��0����&�1
/5���!�,}"s�)N����)/5* �a�!���c$%��*+*4/50�����#"(�)/<m0 ! !�!�,y>G"�$5�)���9Sd/XF ,0F�.��*vDR/5�g�(>786"(������$5 �/%�
/%w.�6"( ��aE��*fDP/5�;�(>Q���!�)/%�

N = I
F � ��&3���)$5�0�)�)/%&�/9"(�� !��/5���!Y�������7�#/%$5������TS3>@���?��*e"( ! 

K�"( !�0/%�+�(>
U/J

���0/-��N3���)/5* �����!]���0/-�)��8R/5�^k0����&�8��6"��)/Y"(0&'"( ! WE��*fDP/5�e���#"(�)/%�
$%��.�����!D����)/Y�)�J���0/-,X�)����0&����#"(�)/XF`H`�!���'�!0$5�)/9"��)�!�,}�#"(�����

U/J
Sd���0/-�!E�)/5�#"�$5������

DR/5�o�	/%/5q���0/f"(�)��*4�7DP/%$%��*4/%��*4���)/l"(0&Y*4���)/|&���*+�!6"(E�|"(0&-���.�0�;Z0��$)�-���#"(�)/%�
�a�!���g*4���)/?���6"(=��0/;"(�)��* 8R/5�����!�)/?"(�)/;����8�8��)/%�)�)/%&hSEDP/%$9"(�0�)/7���0/5Ne"(�)/;/50/5��,L/5���\1
$9"( ! !N|��3>_"9KL�����#"(D� �/XFQ��l���0/	 !�!*+�!�I�(>P"(l�!3m0��!�)/��!E�)/5�#"�$5������4�����)/5�,X���

U
SX��� !N|���0/

Z0�E$#�-���#"(�)/|�a�!���q��0/f"(�)��* 8P/5�7���!�)/f�)/5*e"(�!0�9S0�a����$#�s�6"��;"�,X�)����0&����#"(�)/l/50/5��,XN

E0 = 0
F �;�0/|�)�="�&3*+�\[������)/%�C�(>dZ0��$)�Y�)�#"(�)/%�7�a�!���q�����g���?*4���)/l"(�)��*4�?8R/5�;���!�)/

�!]���0/gm0�)���+/2[�$5�!�)/%&c���#"(�)/-"(0&����0/<�����)���,��!.�)/5�#"�$5��������)���)/5�,X���
U
"(�/50/5��,XN

,."(8s"(8�8R/9"(�)�iF	bW�0/M8� ����;��Y���0/|���!,X�E�?�(>rm0,X���)/ � F � ���0�9���9S0���6"(�7���0/|/50/5��,XN-,."(8

Egap
���|�!0$5�)/9"��)�!�,s�� ��i�a !N��a�!���}���0/4�!E�)/5�#"�$5������]�)���)/5�,X���

U
�!����0/e����8P/5�^k0����&

8��6"��)/XS0D����?�!����0/M�)/5,X����y�(>Q���0/|8��6"��)/f���#"(0���!������q"(�
U/J ≈ 5

S0���0/v�� ���8R/f���#"(���)�

¶ �



���������
	���� · � ������������� ���5		�

�)�M�!0$5�)/9"��#/a��84�)�
1
�!4���0/apq�����u�!0���� :"(�)���u�)/5,X�!*4/XFQbW�����d�!0&3��$9"(�)/%�u���6"(�u���0/am0�)���

/2[�$5�!�)/%&��)�#"(�)/e�!]���0/gpq�����l�!0���� :"(�)�����)/5,X�!*4/e���l&���*+�!6"(�)/%&�D.NJE��*fDP/5�+���#"(�)/%�
�a�!���J/2[0"�$5�� !Ns��0/�&�����D� !Ns��$%$5��8���/%&����!�)/XFvzE�!0$%/����0/�/50/5��,XNy�(>d���0/+Z0��$)�q���#"(�)/%�
�a�!������0/l&�����D� !N��E$%$5��8���/%&y���!�)/v���C"(8�8��)�%[3�!*e"(�)/5 !N

U
SVKX"(���:"(������y�(>

U
DENs"g$%/5�^1

�#"(�!�"(*4����E��$)�6"(�,L/%�a���0/C/50/5��,XN=,."(8
Egap

DENe���0/C�#"(*4/M"(*4����.�9F	��<$%��.���#"��)�9S
>_���f��N3���)/5*4�M�!J���0/e����8R/5�^k0����&}�)/5,X�!*4/+�!J�a����$#��"( ! dZ6�E$#�y�)�#"(�)/%�f$%��.�����!D����)/g�)�
���0/v,X�)����0&����#"(�)/l���0/v/50/5��,XNq��8P/%$5������* $  �/2>@�7�6"(0&y����&�/v�(>um0,X���)/ � F � &7���?�#"(���0/5�
��*4�������TF

$����"!&%(' ��! 
��� !��"!$# bW�0/g/50/5��,XNy���#"(0�^>@/5�
∆E

���l"=K�"( !�6"(D� �/g��D0�)/5��K�"(D� �/e�!
$9"��)/��(>d���!*4/21�&�/58P/50&�/5.�vB;"(*+�! !�)����:"(0�

Ĥ(t)
SR�a����$)�}"(�)/l�����! !���)/%&q�!�$)�6"(8��)/5�)� %

"(0& A F-bW�0/g/50/5��,XN����#"(0�^>_/5�
∆E

���l&�/2m00/%&]"��f���0/e/2[38R/%$5�#"(������]K�"( !�0/g�(>a���0/
�!��!���:"( rB;"(*+�! !�)��q��8R/5�#"(�)���

Ĥ0 = Ĥ(t = 0)
"(0&Y���0/|$5�����)/5E�;���#"(�)/ ∣

∣ψ, t
〉 *+�!E�0�

���0/</50/5��,XN��(>7���0/-���#"(�����!�,����#"(�)/XF}�o��!���:"( aB;"(*+�! !�)��'��8P/5�#"(�)���+*4/9"(0���!����6"(�
$9"��)/XS0���6"(�����0/M���#"(�����!�,e���#"(�)/ ∣

∣ψ, 0
〉 ���7"(Y/5�!,L/50���#"(�)/f�(>

Ĥ0
�

∆E =
〈
ψ, t

∣
∣ Ĥ0

∣
∣ψ, t

〉
−
〈
ψ, 0

∣
∣ Ĥ0

∣
∣ψ, 0

〉 $ � F � 6�&

bW�����<��D0�)/5��KX"(D� �/q8��)�9K���&�/%�g���0/y/50/5��,XN'�a����$#�����g�#"(�L/5nD.N����0/q�)N����)/5*���0&�/5�
8P/5��������D6"(������TSV"(0&-���E�0���!0&3��$9"(�)/%�?/2[3$5�!�)/5*4/5E�?�(>I���0/|��N3���)/5*YF

� ������"��� 
���� !�! 
�� ������ # UW�X�)/|ju�!0���)/5�!s$%��0&�/50�#"(������s�#"(�L/%��8� :"�$%/fDR/5 ��i� "
��8P/%$5�\m6$;���#"(0���!������<�)/5*+8R/5�#"(�����)/XS0�\>O���0/; ��9�	/%�)�����!�,X �/;86"(������$5 �/M/50/5��,XNe �/5KL/5 ��a"(�)/
��$%$5��8���/%&hFdzE�!0$%/?�)N����)/5*4�	&�/%�)$5���!DP/%&4D.N+���0/?B7��D�D6"(�)&e*4�E&�/5 P"(�)/?"��)�)��*4/%&4�)�|DP/
"(�M�9/5�)�-�)/5*+8P/5�#"(�����)/XSA���0/+$%��0&3�!������}�(>�DP/5�!�,- ��9��/5�f���6"(J���0/����#"(0�)�!������J�)/5*�1
8P/5�#"(�����)/�����"( !��"%N3�W�#"(�����^m6/%&hFI�oe���)&�/5�d�)�v&�/2m00/?" "6LI#DC*�7#;/M�I8<�'�7�W��"M8B�BLI#-�	/��)/2>_/5�
��q���0/|>_����*f�� :"(������J�(> 4r/5��)�X�)/+"(0& $?0�#"(,L/5� *��!"/,�S6�a����$#���#"%N3�;���6"(�C"g$%��0&�/531
�#"(�)/����Q8��)/%�)/5.�	�\>P��0/7�(>R���0/O#?�I8 ���E�� .L��M4��=8S�� �/����_����"��EL(/�"6L !D�
"6�� = �A4��$%$5��8���/%&hFIbW�0/
6"(�����#"( I����D��!�#"( ��M"(�)/|���0/f/5�!,L/5EKL/%$5�)���)�M�(>u���0/�L�#.�7)W4EL
C�A C*�7#;/7�=8BA����I8B�!���q&�/2m00/%&
DEN=���0/C*e"(�����\[Y/5 �/5*4/5E�)�

ρ
(1)
ij =

〈
ψ0

∣
∣ â†j âi

∣
∣ψ0

〉 $ � F � �2&

�!q�a����$)� ∣
∣ψ0

〉 ���7���0/f,X�!KL/5s,X�)����0&��)�#"(�)/XF?bW�0/l�E$%$5��86"(������yE��*fDP/5�C�(>	"46"(���31
�#"( d����D��!�#"( d���M���0/+$%�����)/%��8P��0&3�!�,s/5�!,L/5.KX"( !�0/XF4bW�0/+*e"�$5�)�X�#$%��8���$e��$%$5��86"(������J���
�#"(������m6/%&��\>V���0/W�#"(�����|�(>R���0/a�E$%$5��86"(������4E��*fDP/5�	"(0&����0/W�)���#"( V"(�)��*�E��*fDP/5�u�)/21
*e"(�!0��m0��!�)/M�!Y���0/C���0/5��*4��&3NE6"(*+��$9"( r !�!*+�!� $

N, I −→ ∞ �a���! �/
N/I = const.

&2F
bW�E�0�9ST��/+&�/2m00/+���0/+$%��0&�/50�#"(�)/�>@�#"�$5������

fc = NC/N
FlZ��)��* ���0/����#"�$%/+�(>����0/

¶ �
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��0/21GDR��&3Nl&�/50�)�!��Nl*e"(�����\[l���
Trρ

(1)
ij = N

>_�� ! ��9���u&3�!�)/%$5�� !NLSE���6"(�Q�!�m0��!�)/���N3���)/5*4�
���0/M :"(��,L/%���7/5�!,L/5EK�"( !�0/v���� �/%�)�7���7/%w.�6"( 

N/I
F	bW�����7�!*+8� !��/%�����6"(�?���0/|$%��0&�/50�#"(�)/

> �#"�$5������Y���?"( !��"%N3�� :"(��,L/5�7���6"(
1/I
"(0&Y�)/5*e"(�!0�am0��!�)/XF

� ���"�"! !�� � � � !�! 
�� ��� �� # py"�$5�)�X�)$%��8���$9"( ! !NLSr����8P/5�^k0����&3�!��Ny���C���0/+8��)��8P/5����N��(>
"���N��)�)/5*~�)�lk6�9� �a�!���0�����7> ����$5������TFubW�0/M�)��8R/5�^k0����&<>@�#"�$5��������(>u"l !��w.����&�$9"(YDR/
&�/2m00/%&y�a�!�����!J���0/������(1_k0����&J*4��&�/5 G�CHJ/+$%��0����&�/5�v"gk0����&y�!}"=����DP/��a����$)�J���
*4�9K��!�,g�a�!����"4KL/5 ���$5�!��N

v
F7�o����0/v�)/%���?> �#"(*4/l�(>u���0/f����DP/f��� !N����0/v����8P/5�^k0����&

> �#"�$5������<�(>T���0/�k0����&g����*4�9K��!�,0FQ��g�������	> �#"(*4/?���0/7���!0/5����$;/50/5��,XNe�(>T���0/?�)��8R/5�^1
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i âi+1B̂θ + B̂†

θâ
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Ĥθ = −J
∑

i

(
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&�/58P/50&�/5.�?D������!.KX"(���:"(.�?��0&�/5��K�"(���:"(������s�(>r���0/M�#"(�����

U/J
F

� ������"��� 
���� !�! 
�� ������ # �oc���0/Y$9"��)/-�(>|"�Z0/5��*+�\1�Z0/5��*+�?*+�\[������)/s$%��0&�/531
�#"(������J�(>�"<���!�,X �/+��8P/%$5��/%�M�a�! ! Q0���|��$%$5���f���!0$%/����0/4"(�)��*4�|��DP/5NyZ0/5��*+�\1 �;�!�#"�$21
���#"(�����)����$%�9FOB;�9��/5KL/5�9S ���0/d$%��0&�/50�#"(������v�(>3�����a>_/5��*+����0�9Si���0/Q�#�(1�$9"( ! �/%& "6L�� ! L�/!�B8<�
4EL�/�L�#;/5SR���?�����! ! r8P�X�)���!D� �/XF;ju��8P/%$5�:"( ! !NY���0/f�!EKL/%�����!,."(������J�(>u���0/l8��6"��)/v���#"(0���!������
>@�)��* "�$%��0&�/50�#"(�)/-�(>7>@/5��*+�����86"(�!�)�l�)��" J3���EC*�6�7#�)��:L|L !;���!)<> "7'*�7�}���3�7� $@U 7az &

6 �



� ��� · � ��	���	������ � � ����� � ��� � ���5		�

����8R/5�^k0����&����7$5�����)/5E�� !NY�(>I,X�)/9"(�?�!.�)/5�)/%��� *�� % S�� A ,�FWbW�����7����8P�X�)���!D� �/MDENY$%��.���)�� \1
 !�!�,?���0/W"(�)��*�1o"(�)��*��!.�)/5�#"�$5������0�IK��:"?"7*e"(,X0/5����$21_m6/5 �&+Z0/%���ED6"�$)�+�)/%�)��6"(0$%/ *��!6 ,�F
bW�0/%�)/M�)/%�)��6"(0$%/%�?�E$%$5���?"(�?$%/5���#"(�!s�����)/5�,X���0�?�(>I���0/|*e"(,X0/5����$Mm6/5 �&hF�U	N<��*e"( ! 
K�"(���:"(������0�l�(>a���0/�m6/5 �&�"(�)����0&����0/%�)/+KX"( !�0/%�f��0/g$9"(�$)�6"(�,L/g���0/+�!E�)/5�#"�$5������0�
> �)��* "(�����#"�$5���!KL/f�)���)/58��� ����!KL/v"(0&<K���$%/MKL/5�)�#"3F

� ! ��� ��� �"��%����$#�bW�0/s"(6"( ���,]�)�J���0/s����8P/5�^k0����&c>@�#"�$5��������!����0/s$9"��)/��(>f"
DR�X�)�����$g��N3���)/5* ���|���0/��H���;C*�?� �7�³%('�8_Sr�a����$)��$)�6"(�#"�$5�)/5�����#/%��"Y���#"(0��8P�����v8��)��831
/5����N-�!s>@/5��*+����y��N3���)/5*4�9F�bW�0/ �?���0&�/v�	/5�!,X�E�M���?"g&3�!�)/%$5�?8��)��DP/f>@���?���0/|*4/5�#"( \1
�!0���� :"(�)���	8��6"��#/����#"(0���!�)��=�!="f��N��)�)/5* �(>O/5 �/%$5������$9"( P$)�6"(��,L/%&g>@/5��*+����0�W"(0&g���.�0�
8��)��8R����������6"( T�)�4���0/|$%��0&3�0$5���!KE�!�oNLF

bW�0/4�;���0&�/M�	/5�!,X�E��>_���7"l*+�\[������)/f�(>r�o�	�+>_/5��*+�������$|��8P/%$5��/%�a����&�/2m00/%&YD.N

f
(c)
D =

I2

JNc

E
(0)
θ −E

(0)

θ2

S $ � F#6��5&

�a�!���
f

(c)
D

���0/ �;���0&�/s�	/5�!,X�.�Y�(>f�)8R/%$5��/%�
c
"(0&

Nc
���0/s.��*fDP/5�-�(>|86"(������$5 �/%�9F

E
(0)
θ

"(0&
E(0) "(�)/+���0/e,X�)����0&����#"(�)/e/50/5��,X��/%�l�(>a���0/4���a���)�)/%&�"(0&�0��31G�o�a�����)/%&

B;"(*+�! !�)����:"(TFQbW�0/5Ne"(�)/���D��#"(�!0/%&gD.N+�)�� !K��!�,f���0/;z�$)������&3�!�,L/5��/%wE�6"(������0�	�(>h���0/
0��31G���a�����)/%&s��N��)�)/5* $ � F A1A &a"(0&

ĤFF,θ = −J
∑

i

(

eiθ/I ĉ†i ĉi+1 + e−iθ/I ĉ†i+1ĉi

)

− J
∑

i

(

eiθ/I d̂†
i d̂i+1 + e−iθ/I d̂†

i+1d̂i

)

+ Ucd

I∑

i=0

n̂
(c)
i n̂

(d)
i

F

�a����$)�����r���0/	Z0/5��*+��B?��D�D6"(�)&�B;"(*+�! !�)����:"(l>_���I"?��N3���)/5* �a�!���4"(�/2[��)/5��6"( 38��6"��)/
���a�����

θ
F
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 3 ���� "& �L�)�! "�

�!#�8='*��/ "7'&� !.8<�7� 8=' � 8B�=� � ��
gL� � 8B�BL�# L^��� � ��#D8 ���q/7Ag/�8<�7��/�� �!/ !;��"��}�� = �A �0�;4
4E���EC
/!A(/78<�7��/�� �$/ CI��/�"��*/!/M�EC � � �$�!/78�� ��# L�
(�7��
|�S�F� L�
(�7�28B�$� �7)E��
gL� �&8B�}L�# L^�	��� �I#²8 ���
/!A(/78<�7��/ �=# %*��#?�7�E�� ;��/ %�� 
��7# � � ' �-8<��"7'�#��#",�� ²C*��8S���= �/-L^����
gL� 
|�=#�%3�0�;4
4E���ECH/7A(/78<�7��/
�(/ � �� $ ��(/-8=' �346�(/!�
"�� ��"�'&��#��$/!��/�L^� � ��"��B8S�I8B�}L�# ���6�3C���/�"���/,/M�6C� �]�=#D�� = "A
��C�� �3�7�6�7#²8
#���� �7�7�
"6�� �� ��8='&L
C(/ �:�$ = s46��L�� 8B ��=#?�EC �

� ��� � �	� �h�O�*)� � �����

���w.�6"(E����* *4/%$)�6"(���$%�-���0/s�)/5*+8R���#"( |/5KL�� !����������(>l"����#"(�)/q���g,X�!KL/5nDEN����0/
���!*4/21�&�/58R/50&�/5E�Cz�$)������&3�!�,L/5�C/%w.�6"(������

i~
∂

∂t

∣
∣ψ, t

〉
= Ĥ

∣
∣ψ, t

〉 S $ "3F��5&

�a�0/5�)/ ∣
∣ψ, t

〉 ���r���0/����!*4/21�&�/58R/50&�/5E�d���#"(�)/W�(>V���0/W��N3���)/5*�"(0&
Ĥ
���A���0/WBC"(*+�! !�)��

��8R/5�#"(�)���9FQ�o4���0/am0�)�)�u86"(�#"(,X�#"(8��=�(>h�������	�)/%$5������e���0/7���!*4/21�/5KL�� !��������<�(>T��N3���)/5*4�
&�/%�)$5���!DR/%&4D.N 8B�=����)<�=#DC*� !;��#DC*�7#²8dB;"(*+�! !�)��=��8R/5�#"(�)���)�	�a�! ! 6DP/�&3���)$5�0�)�#/%&e"(0&4���0/
,L/50/5�#"( a>@����* �(>M"q���!*4/21�/5KL�� !��������n��8P/5�#"(�)���4�a�! ! aDP/<,X�!KL/5TF�HJ/-$%��0����&�/5�4���0/
�!��!���:"( T���#"(�)/C�(>A���0/C��N3���)/5* ∣

∣ψ, t0
〉 "(�a���!*4/

t = t0
F $?0/;8P�X�)���!D� �/;��"9Ng�)��&�/5���!KL/

"(y/2[38� !��$5�!�M/2[�8��)/%�#������q>@���C���0/����!*4/�/5KL�� !��������}��8P/5�#"(�)���;���C�)�=8� !��,-���0/+"(0�#"(���
>@���a���0/M���#"(�)/ ∣

∣ψ, t
〉 "(�7���!*4/

t

∣
∣ψ, t

〉
= Û(t, t0)

∣
∣ψ, t0

〉 S $ "3F � &

�a�!���
Û(t, t0)

����!�#"(��Nl���!*4/21�/5KL�� !��������=��8R/5�#"(�)���9SE�!.�)�|���0/?z�$)������&3�!�,L/5�	/%wE�6"(������
$ "3F��5&2F=bW�����f �/9"�&��f�)�s"Y&3�\�h/5�)/5.���:"( W/%w.�6"(������}>@���|���0/e���!*4/21�/5KL�� !��������]��8P/5�#"(�)���
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Û(t, t0)

∂

∂t
Û(t, t0) = − i

~
ĤÛ(t, t0)

S $ "3F#"�&

�a�!���Y���0/f�)�� !��������

Û(t, t0) = exp

(

− i

~
Ĥ

∫ t

t0

dt′
) F

Z0���7���0/|���#"(�)/ ∣
∣ψ, t

〉 >_�� ! ��9���a���0/5
∣
∣ψ, t

〉
= Û(t, t0)

∣
∣ψ, t0

〉 $ "3F % &

= exp

(

− i

~
Ĥ (t− t0)

)
∣
∣ψ, t0

〉 F

Z0���|"e,X�!KL/5���N��)�)/5* �a�!���J"(yB;"(*+�! !�)����:"(
Ĥ
��0/v�6"��;�)�=&�/5���!KL/l���0/v���!*4/�/5KL�(1

 !��������'��8P/5�#"(�)���9F�Z6���+"q���!*4/21G�!0&�/58P/50&�/5.�g��N��)�)/5*����0/<*4�X�)����DEKE�����0�4��"%N]�)�
�)/9"( !���)/|�������a���a�)�+�#"(�L/f"�&3KX"(.�#"(,L/f�(>r���0/|/5�!,L/5ED6"������7�(>I���0/|BC"(*+�! !�)����:"(

Ĥ
�

Ĥ
∣
∣n
〉

= En

∣
∣n
〉 $ "3F A &

$ ���!*4/21G�!0&�/58P/50&�/5.�lz�$#�����E&3�!�,L/5�M/%wE�6"(������ &7�a�!���s���0/ljQ�!,L/50���#"(�)/%� ∣
∣n
〉 "(0&s���0/

/50/5��,XN]/5�!,L/5.KX"( !�0/%�
En
FqbW�0/g�!��!���:"( ����#"(�)/ ∣

∣ψ, t0
〉 ����/2[386"(0&�/%&��!]���0/</5�!,L/531

D6"������ { ∣∣n〉} DENy�0���!�,Y���0/+D6"������v&�/%$%��*+8R�X�)�!��������(>W���0/+��&�/5.���!�oN}��8R/5�#"(�)��� 1̂ =
∑

n

∣
∣n
〉〈
n
∣
∣
�

∣
∣ψ, t

〉
=
∑

n

∣
∣n
〉〈
n
∣
∣ψ, t

〉
=
∑

n

cn
∣
∣n
〉
.

$ "3F#6�&

�a�!���|���0/d$%��*+8� �/2[M$%��/�(e$5��/5.�)�
cn :=

〈
n
∣
∣ψ, t

〉 F��;�9�J���0/u���!*4/u/5KL�� !��������v��8P/5�#"(�)���
$9"(JDP/4"(8�8� !��/%&}/9"��)�! !NR�M�!��a����$#�}���0/+���!*4/21G�!0&�/58P/50&�/50$5NJ�(>

Ĥ
�W"��|�0�)/%&hF4U�N

�!E���)�E&3�0$5�!�,g���0/|/2[�86"(0�)������(>r���0/|�!��!���:"( O���#"(�)/ $ "3F#6�&W��0/M,L/5�)�

∣
∣ψ, t

〉
= exp

(

− i

~
Ĥ (t− t0)

)
∑

n

cn
∣
∣n
〉 S

�a�0/5�)/M���0/lz�$)������&3�!�,L/5�?/%wE�6"(������ $ "3F A &W$9"(YDP/|"(8�8� !��/%&h�

∣
∣ψ, t

〉
=
∑

n

cn exp

(

− i

~
En (t− t0)

)
∣
∣n
〉
.

$ "3F �2&

bW�����l*4/5���0��&��)/%wE���!�)/%�l���0/g�#�� !����������(>?���0/g$%��*+8� �/5�)/-/5�!,L/5�8��)��D� �/5*YSd�a����$)�����
���!*+8� !Nl0���I>_/9"����!D� �/	>@���I*e"(.N+��N3���)/5*4�9�ObO�|�)�� !KL/����0/a/5�!,L/5�8��)��D� �/5* .��*4/5����$9"( ! !N
��0/l�6"��;�)�g$#�0�E�X�#/�"eD6"������;�)�=,L/5�?���0/l*e"(�����\[q�)/58��)/%�)/5.�#"(������J�(>d���0/�BC"(*+�! !�)��
��8P/5�#"(�)���9FdbW������BC"(*+�! !�)���*e"(�����\[<�6"����)��DP/M&3�:"(,L��6"( !���)/%&�D.N-���#"(0&0"(�)&-E��*4/5�^1
��$9"( 	�)/%$)�����wE�0/%�9F-��}*e"(.N}$9"��)/%�iSO��0/e$9"(�"(�fDP/%���f$%��*+8����)/<"=>@�#"�$5��������(>a���0/
/5�!,L/50��8P/%$5������*YS6&3�0/|���0/C���!,X��&3�!*4/50������s�(>I���0/C8��)��D� �/5*YF
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��=���)&�/5�W�)�f�!E�)/5,X�#"(�)/C���0/Cz�$#�����E&3�!�,L/5��/%wE�6"(������=>@������N��)�)/5*4�d�a����$#��"(�)/70���
/2[�"�$5�� !Nf�#�� !K�"(D� �/��!l�)/5��*4�Q�(>6���0/a" >@���)/5*4/5E������0/%&+*4/5���0�E&��iSX��0/	$9"(�����Nf�)�;�)�� !KL/
���0/I8��)��D� �/5* "(8�8��)�%[3�!*e"(�)/5 !NLFIbW�0/5�)/u/2[3�����O"W :"(��,L/QE��*fDP/5�A�(>3.��*4/5����$9"( .*4/5���0��&��
�a����$)�Y�!E�)/5,X�#"(�)/f&3�\�h/5�)/5.���:"( I/%w.�6"(������0�a�a�!�������!,X�s"�$%$5���#"�$5NY"(0&-8R/5�^>_����*e"(0$%/XF

bW�0/a�!.�)/5,X�#"(������<�(>:8B�$� �7)WC*� !;�7#?C*�7#²8u�)N����)/5*4�Q$9"(eDR/a8P/5�^>_����*4/%&+D.N���8� !�!�����!�,
��8����0/v���!*4/f�!E�)/5��K�"( I�!s�#/5KL/5�#"( r��*e"( ! I���)/580�;�(>

∆t
SV�!��a����$#�y���0/vBC"(*+�! !�)����:"(

����"��)����*4/%&-�)��DP/M$%��0���#"(.�9F $?0/C�6"��a�)�4/5KX"( !�6"(�)/C���0/M���!*4/21�/5KL�� !��������s��8P/5�#"(�)���

Û(t, t0)
>@���W/9"�$)�Y�)��D31G�!.�)/5��KX"( R�!-���)&�/5�W�)�l��D��#"(�!=���0/;���#" .�/%$5�)����Ng�(>O���0/C��N3���)/5*YF

HJ/;"(8�8� !N4��������*4/5���0��&e�!<$%��*fD��!6"(������-�a�!���-"v�)/%$%��0&�1����)&�/5�7"(8�8��)�%[3�!*e"(������Y�(>
���0/����!*4/21�/5KL�� !�����������8P/5�#"(�)���C>@���C���0/+���!*v�� :"(������0�f&3���)$5�0�)�#/%&y�!q���0/+$#�6"(8��)/5�)� %
"(0& A F

� � � � � � ����� �����M����� � � � � )

4Q�)��D��!�,e���0/M8��)��8P/5������/%�;�(>r�� !���#"�$%�� �&y"(�)��*+��$|,."��)/%���!���8�����$9"( O :"(������$%/%�?D.N<�0���!�,
/2[3$5�!�#"(������0���6"��	DR/%/5<����D .�/%$5�	�(>O�)/%$%/5E��/2[38R/5���!*4/5E�#"( * A S ��S � �5,h"(0&g���0/%���)/5����$9"( 
*��!B ,?�	�����PF bW�0/%�)/��)/%$)�����wE�0/%�=8��)�9K���&�/�*v�0$)���!3>@����*e"(�������������0/s8��.N3����$%�=�(>
�����)���,X !Nq$%�����)/5 :"(�)/%&���N3���)/5*4�f"(0&J/%��8P/%$5�:"( ! !Nq���0/ /��5!;�7���*�&�}C��)�+� L@8}8��=#;/��& ��@8SL��
!²'&�(/|��8B�E��#;/7�=8B�}L�# $Gz�ZO1�pq��&2F

�;�\�P/5�)/5E�C"(8�8��)�L"�$#�0/%�C�6"%KL/vDR/%/5q/5*+8� ��9NL/%&q�)�48��)��DP/|���0/%�)/v�����)���,X !NY$%�����)/21
 :"(�)/%&g��N3���)/5*4�	D.N=/2[3$5�!�#"(������TFQZ0���W�!0���#"(0$%/*+;�)/5�!0/5�W/5�a"( GF'* A ,P/2[0"(*+�!0/%&<"fUW�X�)/
,."��W�!-���0/Mps�����a�)/5,X�!*4/MDEN<"(8�8� !N��!�,e"l8P���)/5.���:"( T,X�#"�&3��/5E�9Fd�o=���0/| :"(�,X�6"(,L/|�(>
���0/	UW�X�)/�B7��D�D6"(�)&l*4��&�/5 $@/%wE�6"(������ � F��!B�&h�������I$%�����)/%��8P��0&��I�)�C"� !�!0/9"(�I�!0$5�)/9"��)/
�(>V���0/W/50/5��,X��/%�

εi
"�$5�)�X�)�I���0/W :"(������$%/XFIU�Nf�)/58P/9"(���!�,M�������Q/2[�8P/5���!*4/5.�d�a�!���4&3�\�P/5�^1

/5.�� !�!0/9"(�?,X�#"�&3��/5.�)� $ ���! !�)� &W��0/|��D0�)/5��KL/%�?/2[3$5�!�#"(������0�;"(�7$%/5���#"(�!�KX"( !�0/%�9F	��-���0/
8���$5�����)/+�(> ! ����8B�#"M ³�7)<'&L� 5� � ��"��B8S�I8B�}L�#;/����0/%�)/�/2[3$5�!�#"(������0�|��$%$5���C�a�0/5����0/�/50/5��,XN
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â†↓,i

"(0&
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������)&�/5�M�)�<8P/5�^>@����* $%��*+8����)/5�f�)�!*f�� :"(������0�f�(>a"(�)��*+��$�,."��)/%�C�! ��L|C��& ��@8<�EC
��8�����$9"( A :"(������$%/%�;�!q���0/|>@�#"(*4/5�	�����q�(>u���0/vB?��D�D6"(�)&�*4��&�/5 I��0/f�6"��;�)�<"�$%$%����.�
>@�������0/=���!*4/21�&�/58R/50&�/50$5Nc�(>;���0/ $ *4��&3�� :"(�)/%&�&l :"(������$%/XF]bW�0/<��0/21�&3�!*4/50������6"( 
���#"(����$C :"(������$%/|8P���)/5.���:"( T�)/9"�&��

V ���


(x) = V0 sin2(kx)

F

Z0���W"(*+8� !�!���0&�/?*4��&3�� :"(�)/%&g :"(������$%/%�������������#"(����$?8R���)/5E���:"( R���d*4�E&3�\m6/%&=DENe"|���!*4/21
&�/58R/50&�/5E�f>G"�$5�)���v�a����$#��8��)�iKE��&�/%�l���0/=�X�)$5�! ! :"(��������(>����0/g"(*+8� !�!���0&�/=D.N}"-> �)/21
w.�0/50$5N

ωmod
"(0&Y"+&3�!*4/50������� �/%�)�7*4�E&3�� :"(������s"(*+8� !�!���0&�/

F
�

V ���
	 (x, t) = V0 sin2(kx) (1 + F sin(ω ���
	 t))
F $ "3F��! �&

��Y���)&�/5���)�4���#"(0�� :"(�)/M��������8P���)/5.���:"( O�!.�)�4���0/| :"(�,X�6"(,L/f�(>I���0/|B7��D�D6"(�)&Y*4�E&�/5 
��0/W�6"��u�)�;m0,X���)/������u�0�i�'���0/a���!*4/21�&�/58P/50&�/50$5N4�(>

V ���
	
" �h/%$5�)�Q���0/a�����0/5 ! !�!�,

�����)/5�,X���
J
"(0&����0/a�!.�)/5�#"�$5������=�����)/5�,X���

U
FI�o4"(6"( ���,XNl�)�C���0/7&�/2m0��!������e,X�!KL/5

�!Y�)/%$5������ � F��M���0/C���!*4/21�&�/58P/50&�/5.�;�����0/5 ! !�!�,g�����)/5�,X�������a,X�!KL/5YD.N

Jij(t) =

∫

dx w0 (x− ξi, t)

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ Vmod(x, t)

)

w0 (x− ξj, t)
S

�!=�a����$#�
w0 (x− ξi, t)

"(�)/C���0/;H}"(����/5�^1_>@��0$5������0�� ���$9"( !���)/%&Y"(�W���0/
i
1G���< :"(������$%/

���!�)/	>@���Q���0/W ��i�	/%���uD6"(0& $@&�/50���)/%&eD.Nv���0/a�!0&�/2[
0
&2FIbW�����I�)/5��* ,X�!KL/%�Q���0/a/50/5��,XN

>@��� '&L !�!D�=#�%l>@�)��* �)�!�)/
i
�)�v���!�)/

j
13��� !N+0/9"(�)/%���^1G0/5�!,X�.DP�����^1G�0��8�8��!�,4���W"��)����*4/%&hS

���0/5�)/2>@���)/XS0��0/v"(�����!KL/%�?"(�a���0/|���!*+8� �/5�?/2[�8��)/%�)�)����

J(t) =

∫

dx w0 (x, t)

(

− ~
2

2m

∂2

∂x2
+ Vmod(x, t)

)

w0 (x− δ, t)
S $ "3F��1�5&

�!l�a����$#�
δ = ξi+1−ξi
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&�/58R/50&�/5E�;"�����/5 ! �N=���0/5�!�?���6"(8P/|&�/58P/50&��7������0/| :"(������$%/|8P���)/5.���:"( 

Vmod(x, t)
�

Z0�����)�6"( ! ��9�� :"(������$%/;8R���)/5E���:"( ��W�!�	���W/9"�����/5��>_���W"(-"(�)��* �)��'&L !Y�)�+"(=�����0/5�a���!�)/XS
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"(�)��* �a�! ! ODR/ !D�=#�#?�6C<�)�4"+���!�)/3Ne�!�)�a�W"%KL/2>@��0$5������s�����#"(���0/5��6"(���)�9�|F

bW�0/|�!.�)/5�#"�$5������y�����)/5�,X���

U(t) =
4π~

2a 

m

∫

dx |w0(x, t)|4
S $ "3F�� � &

$ �a�!���
a 

���0/K/51G��"9KL/J�)$9"(���)/5���!�,c �/5�,X��� &="( ��)��&�/58P/50&��-��n���0/y���6"(8P/q�(>f���0/

�W"%KL/2>@��0$5�������"(0&����E�0�C�!�;&�/58P/50&��M��q���!*4/vDP/%$9"(�0�)/l�(>d���0/��X�)$5�! ! :"(���!�,< :"(������$%/
8P���)/5.���:"( GF

�ov���)&�/5�A�)�?/9"��#/Q���0/	�#�� !��������v�(>0���0/u�!E�)/5,X�#"( ��'$ "3F��1�5&O"(0& $ "3F�� � &P���0/	H}"(����/5�
>@��0$5������0�v$9"(}DR/e"(8�8��)�9[��!*e"(�)/%&�D.NJ"2+|"(�0�)���:"(J�W"%KL/2>@��0$5��������!�"-�6"(��*4�����$
8P���)/5.���:"( GSI"(8�8��)�%[3�!*e"(���!�,q"<���!�,X �/4�	/5 ! d�(>W���0/� :"(������$%/+8P���)/5.���:"( $ "3F��! �& $W8B�³%('�8B)
47�=#DC��=#�%<"(8�8��)�%[3�!*e"(������ &2�

w̃(x) =
1

√√
πσ

exp

(

− x2

2σ2

) $ "3F��!"�&

�a�!���
σ
���0/4�a��&3���}�(>a���0/�+|"(�0�)���:"(TSA�a����$)��&�/58P/50&��f������0/+ :"(������$%/48P���)/5.���:"( GF

bW�0/f"��#����*4/%&-�6"(��*4�����$M8P���)/5.���:"( A���a���0/5

Vh(x, t) =
m

2

(
V0(1 + F sin(ωmodt))k

2

m

)

x2 S $ "3F�� % &

"(,."(�!TS��a�!�������0/M*4�E&3�� :"(�������> �)/%wE�0/50$5N
ωmod

"(0&-���0/|"(*+8� !�!���0&�/
F
F

� �+&3���)$5�0�)�#/%&�DR/2>_���)/g>@�������0/<H}"(����/5�+>@��0$5������0�e"q�#"(���0/5�4���6"( ! ��i�  :"(������$%/
�a�! ! M�)/%���� !�-�! "]D��)�L"�&�/5�-+|"(�0�)���:"( N����0/y86"(�#"(*4/5�)/5�

σ
�a�! ! MDP/%$%��*4/y :"(��,L/5�9F

bW�0/f*4/5���0�E&s�)��m0,X���)/l�����7�������7&�/58P/50&�/50$5NLSh"��?"(8�8� !��/%&s�! * � ��,Q"(0& *��!B ,�S0���?�)�
*+�!��!*+���)/|���0/(+;�)�X�)�^184u�!�#"�/5K������!�T/50/5��,XN=> ��0$5������6"( G�

E[w̃] =

∫

dx

[

~
2

2m

∣
∣
∣
∣

dw̃(x)

dx

∣
∣
∣
∣

2

+ Vh(x, t) |w̃(x)|2 +
1

2

4π~
2a 


m
|w̃(x)|4

]

$ "3F�� A &

�o.�)/5,X�#"(���!�,+�������a/%wE�6"(������<�0���!�,����0/ +|"(�0�)���:"(
w̃

$@/%w.�6"(������3"3F��!"�&d�a�!���<���0/;86" 1
�#"(*4/5�)/5�

σ
 �/9"�&��u�)�f"(4/2[�8��)/%�#������+>_���Q���0/a/50/5��,XN+"��	"?> ��0$5������e�(>P���0/ +M"(�0�#���:"(

�a��&3���

E[w̃] =⇒ E (σ) =
~

2m

√
2

σ2
+

m√
2
Ω(t)2σ2 +

4π~
2a 
√

2πmσ

S $ "3F��!6�&

�!g�a����$)�<���0/?"(D�D��)/5K��:"(������
Ω(t) = V0(1+F sin(ωt))

�W"��d�0�)/%&e>_���d$5 :"(���!��NLFubW�0/
���#"(������6"(��N�8R���!E�)�?�(>Q���0/l/50/5��,XN<> ��0$5������6"( 

E(σ)
"(�)/v��D��#"(�!0/%&�DENY�)/5�����!�,e���0/

&�/5���!KX"(���!KL/|�a�!���-�)/%��8P/%$5���)�
σ
�)���9/5�)���

√
2mΩ2σ4 − ~

2

m

√
2 − 4π~

2a 
√
2πmσ2

= 0
$ "3F�� �2&

� �
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σ(t)

�

σ4 =
~

2

m2Ω2

(
1 + 2

√
πa 
 σ

) $ "3F��!B�&

bW������/%wE�6"(������ *v�0����DP/}�)�� !KL/%& �! ���)&�/5�q�)�',L/5�����0/}�a��&3���
σ
"(�y"����!*4/

t
F

� �����0�i�ac�! *��!B ,a��0/-$9"(�0/5,X �/%$5�+���0/<�!E�)/5�#"�$5������'86"(���4�(>?���0/</50/5��,XN�> ��0$21
������6"( $ "3F�� A &a"(0&-,L/5�)�a���0/f���!*+8� �/5�?"(8�8��)�%[3�!*e"(������

E[w̃] =

∫

dx

[

~
2

2m

∣
∣
∣
∣

dw̃(x)

dx

∣
∣
∣
∣

2

+ Vh(x, t) |w̃(x)|2
]

S $ "3F��!��&

�a����$)�Y8��)�iKE��&�/%�;"(�/2[�8� !��$5�!�?/2[�8��)/%�)�)����<>@���a���0/M�a��&3���
σ(t)

�

σnon−int(t) =
(
mV0k

2(1 + F sin(ωmodt))
)−1/4 $ "3F �  �&

jQK�"( !�6"(���!�,l���0/��!E�)/5,X�#"( �� $ "3F��1�5&d"(0& $ "3F�� � &I�0���!�, $ "3F �  �&d"��	�a��&3���g�(>T���0/ +M"(�0�^1
���:"(0�

φ(t)
 �/9"�&����)�4���0/M/%w.�6"(������0�

J(t) =
~

8mk2σ2
exp

(
4k4σ4 − π2

4k2σ2

)

×

×
(
ek

2σ2

(π2 + 2k2σ2(V0(1 + F sin(ωt))σ2 − 1) − $ "3F � �5&

− 2V0(1 + F sin(ωt))k2σ2)
) S

�a�!���
σ = σnon−int(t)

"(0&

U(t) =
2
√

2πa 
 ~
σ(t)

= 2
√

2πa 
 ~
(
mV0k

2(1 + F sin(ωt))
)1/4 F $ "3F �1� &

� >@�)/5�a��&�/5.���\>@NE�!�,e���0/|$%��0���#"(.��>_"�$5�)���
U0

$ D.NY"(*+8� !�!���0&�/
F −→ 0

&�> �)��* /%wE�6" 1
������ $ "3F �1� &a��0/;m06"( ! !NY"(�����!KL/%�?"(�

U(t) = U0 (1 + F sin(ωt))
1/4 F $ "3F � "�&

��J$9"��)/e�(>����0/+���!*4/21�&�/58P/50&�/5.��/2[38��)/%�)�������>_���
J(t)

��/+�0�)/+���0/�>_�� ! ��9�a�!�,y"(831
8��)�%[3�!*e"(�������*4/5.������0/%&��! *��!B ,O�!0���)/9"�&-�(>I�!*+8� �/5*4/5.���!�,</%wE�6"(������%$ "3F � �5&

J(t) = J0 exp(−F sin(ωt))
F $ "3F ��% &
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8R���)/5E���:"( T�a����$)�s���aK�"( !��&=>_���7��*e"( ! h*4��&3�� :"(������q"(*+8� !�!���0&�/%�
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∂

∂t

∣
∣ψ, t

〉
= − i

~
Ĥ
∣
∣ψ, t

〉 $ "3F �1A &

�a�!���q���0/v�)�#"(�)/ ∣
∣ψ, t

〉 "(0&s���0/lB;"(*+�! !�)��y��8R/5�#"(�)���
Ĥ
F �?��*4/5����$9"( r$9"( �$5�� :"(������0�
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∣
∣ψn+1

〉
=

∣
∣ψn

〉
+ ∂

∂t

∣
∣ψn

〉
∆t
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∣
∣ψn+1

〉
=

∣
∣ψn

〉
+ ∂

∂t

∣
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〉
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��
�
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∆t
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���!*4/%���)/58TF
Ĥ(tn)
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〉 ���
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∣ψn
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∂t

∣
∣ψn

〉
∆t
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Ĥ(tn)

∣
∣ψn

〉
+

i∆t

~
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Û(ti+1, ti) → Û′(ti+1, ti) =
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I∑

i=1

(
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� � � � ���<� )9� � � ����� � �� #" � � � ���	���� 9�*)

�oY�������7�#/%$5������TS6���0/|�)�!*f�� :"(������0�C�(>QK�"(�������0�?$%��3m0,X���#"(������0�;�(>QDP�X�)�����$|,."��#/%���!
"(*+8� !�!���0&�/-*4��&3�� :"(�)/%&c��8�����$9"( a :"(������$%/%�9F � �����0�i�ac�!��#/%$5������ "3F � F#"3Su���0/-"(*�1
8� !�!���0&�/+*4��&3�� :"(������J�(>	���0/� :"(������$%/�8P���)/5.���:"( d8��)�9K���&�/%�f"(�/50/5��,XN

∆E = ωmod�a�!���
ωmod

���0/4*4��&3�� :"(������J>@�)/%wE�0/50$5NLF=U�NyKX"(���:"(��������(>a�������|*4��&3�� :"(������}>@�)/21
wE�0/50$5Ns��0/+$9"(�8��)��DP/l���0/�*e"(.NE1GDR��&3Ns�!y���0/� :"(������$%/XSh�GF /XF!SO/2[3$5�!�)/����0/���N3���)/5*
"���&3���#$5�0�)�)/%&<�!��)/%$5������ "3F � F��XFubW�0/C*4�E&3�� :"(������q�(>r���0/| :"(������$%/M�6"��a�)��DP/C���#"(0�^1
 :"(�)/%&q�)�=���0/�B7��D�D6"(�)&q*4��&�/5 GSP�a����$)�� �/9"�&��9Sh"��M���0�i�aq�!��)/%$5������ "3F � F#"3SP�)�g���0/
86"(�#"(*4/5�)/5�)�

Jmod(t) = J0 exp(−F sin(ωmodt))

Umod(t) = U0(1 + F sin(ωmodt))
1/4
F

bW�0/%�)/a"(�)/W���0/����!*4/21�&�/58P/50&�/5.�d86"(�#"(*4/5�)/5�)�d�(>6���0/aUW�X�)/	B?��D�D6"(�)&+BC"(*+�! !�)����:"(TS
�a�!���<���0/C$%��0���#"(.�)�

J0
$ �����0/5 ! !�!�,4�����)/5�,X��� &W"(0&

U0
$ �!E�)/5�#"�$5������������)/5�,X��� &�"��

��/5 ! A"��a���0/M*4��&3�� :"(������q"(*+8� !�!���0&�/
F
F

�oy���)&�/5�;�)�g8P/5�^>@����* "4���!*4/21�/5KL�� !�����������/l�6"%KL/l�)�g$#�0�E�X�#/l"(y�!��!���:"( I���#"(�)/XF
bW�����Q���#"(�)/����I��D��#"(�!0/%&+DENv/2[0"�$5�I&3�:"(,L��6"( !��� "(������4�(>V���0/��!��!���:"( 0B;"(*+�! !�)���*e"(�����\[
"(�l���0/=���!*4/

t = 0
>@���+"Y,X�!KL/5��#"(�����

U0/J0

FybW�����v*4/9"(0�iSQ���0/e���!*4/21�/5KL�� !��������
"( !�W"%N3�g���#"(���)�e�a�!�������0/Y/50/5��,XN'/5�!,L/50�)�#"(�)/XSW,L/50/5�#"( ! !Nc���0/-,X�)����0&����#"(�)/XF�bW�0/
�#"(�����

U0/J0

"( ��)�+&�/2m00/%�7���0/C�)/5,X�!*4/|�!-�a����$)�s���0/|���!*v�� :"(��������#"(�L/%�a8� :"�$%/XF
bW�0/l�)/%���� !�)�;8��)/%�)/5E�)/%&y�!y�������;�#/%$5�������"(�)/l,L/50/5�#"(�)/%&qD.Ns8R/5�^>_����*+�!�,<���!*4/21

/5KL�� !��������0�<>_���<�)/5KL/5�#"( C*4�E&3�� :"(������n>@�)/%w.�0/50$5��/%�
ωmod

FtbW�0/q�)/%��8P��0�)/q�(>f���0/
��N3���)/5* &3�����!�,����0/=���!*4/21�/5KL�� !��������'���l*4/9"������)/%&�KE�:"����0/</50/5��,XN}���#"(0�^>_/5�4"(0&
���0/ME��*fDP/5�7KX"(���:"(0$%/XF

HJ/M�)���0&3N<"l��N3���)/5*~�(>I�)�\[eDR�X�#��0�a��Y���\[=���!�)/%�a�(>u"(Y"(*+8� !�!���0&�/|*4��&3�� :"(�)/%&
��8�����$9"( I :"(������$%/XFCbW�0/f :"(������$%/l�6"��C$5N3$5 !��$fDP����0&0"(��N�$%��0&3�!������0�9SP�GF /XF!SR86"(������$5 �/%�|"(�
���0/4m0�)���v���!�)/e*e"%N��0��8��)�Y���0/g :"����f���!�)/="(0&JK���$%/4KL/5�)�#"3F-U�N����0/%�)/g$%��0&3�!������0�
��0/|"9KL����&��aDR����0&0"(��N=/2�P/%$5�)�iFQZA�!�)�)�9S3�	/C ������g"(�7"l��N��)�)/5* �a�!���-���0/C�!E�)/5�#"�$5������
�����)/5�,X���

U0 = 20 J0
�T��/�$%��*+8����)/W���!*4/a/5KL�� !��������0�Q>_���I*4�E&3�� :"(������4> �)/%wE�0/50$5��/%�

�!g���0/7�#"(�,L/
ωmod = (0− 40)J0

�!g���)/580���(>
∆ωmod = 0.1J0

"(0&g/5K�"( !�6"(�)/%&g���0/
��D0�)/5��KX"(D� �/%��"(�a/9"�$)�-���!*4/%���)/58TFQZr�!,X���)/ % F % ���0�i���W���0/;/50/5��,XNg���#"(0�^>_/5�9SE�a����$#�-���
,X�!KL/5<D.Ne���0/;/50/5��,XNg/2[�8P/%$5�#"(������<K�"( !�0/;/5K�"( !�6"(�)/%&=�a�!���<���0/;���!*4/21�/5KL�� !KL/%&-���#"(�)/
∣
∣ψ, t

〉 K��:"

E =
〈
ψ, t

∣
∣ Ĥ0

∣
∣ψ, t

〉
−E0

�a�!���
E0

���0/s/50/5��,XN'�(>C���0/��!��!���:"( ;�)�#"(�)/�"(0&'���0/��!��!���:"( ;BC"(*+�! !�)��`��8P/5�#"(�)���

Ĥ0 = Ĥ(t = 0)
FfzE�0�9�a����;���0/f> �� ! I&0"(�#"<"��7>@��0$5��������(>d���!*4/+"(0&�*4��&3�� :"(������
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����+W��/�!
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t
P0(�	$��!-��1$��4z���D���^S ��+>7 � �D7D��4���!
����+ /0�-	$J,��	.+>16\

ω
� !-��	 H�4���! ��CY��(�	

������� � !
��	 	.+�	.�-��\ !
�^��+���/0	.�
�

�)(�	$�-����	F7 ��(�	.�z!
��� 	
�

(D�$��=�D7D��4@��!-����+ /0�-	$J,��	$+�16\
ω
 ����	

(�	.�
!
�@1.��4 �-	$7 4���+�	 7D	$+���!-	$��!
��	 	.+�	$�
��\
U0 = 20 J0

� ��! �B����1^� ��+�	 �'����4@7 	 �]HY	$16!�!-��	
�=����+V�-	$�
��+>��+�1.	 ��+ !-��	�H����
	�U ��!�! 1.����	� ����	 ���=����	F� ��+ !-��	��-�����,! �������3!-��	�+]��� C>	$�
()���
�@��+>16	�

> �)/%wE�0/50$5Ns"(0&s���0/v���!*4/+"9KL/5�#"(,L/%&�/50/5��,XNY���#"(0�^>_/5�9F $?0/���D0�)/5��KL/5�)�|"e�����!8� �/��(>
�)/%�)��6"(0$%/%� 1R�������;�����!8� �/v�)/%/5*4�?�)�gDR/l"e���!,X6"(�����)/l�(>d��N3���)/5*4�?�a�!���

6
DR�X�)��0�;��

6
���!�)/%�9F � �)/%�)��6"(0$%/=0/9"(��D.N����0/=*4�E&3�� :"(������]>@�)/%w.�0/50$5N

ωmod = U0
$9"(�DR/

/2[�8� :"(�!0/%&�D.N�"�86"(������$5 �/21G�0�� �/q/2[�$5�!�#"(������n�(>M���0/Y,X�)����0&��)�#"(�)/XSa�a����$)��$%��0�������)�
*e"(�!� !NJ�(>����0/gZ0��$)�J�)�#"(�)/ ∣

∣1, 1, 1, 1, 1, 1
〉 �!����0/gpq�����f�)/5,X�!*4/XF � �v&3���)$5�0�)�)/%&

�!n�)/%$5������ "3F � F��y��0/q�6"��<�)�}8��)�iKE��&�/y���0/y/50/5��,XN
U0

�)�}8����-��0/�"(�)��* ��.�)�
"(0�����0/5�O�!f�������rZ0��$)�|���#"(�)/XFrbW�����O/50/5��,XNf���A"%KX"(�! :"(D� �/W"(�r"W*4��&3�� :"(������f>@�)/%wE�0/50$5N

ωmod = U0
"(0&Y���E�0�; �/9"�&��7�)�g���0/v"4�)/%�)��6"(0$%/XF7bW�0/l$%/5.���)����&y�(>u�������?�����!8� �/f���

�� !�!,X�.�� !N-�����\>@�)/%&-�(�q���0/
∆E = ωmod

1G !�!0/M�)�9�W"(�)&��7���!,X�0/5�a>@�)/%wE�0/50$5��/%�9F

� 1



���������
	���� · � � ��� � �

E

�FE

��E

��E



E
[J

0
]

E

E���

E� �

E� �

E� �



σ

E ��E �,E ��E ��E
ω [J0]

E

�

�FE

� �



t
[
J
−

1
0

]

E ��E ��E ��E ��E
ω [J0]

E

�

�$E

���



t
[
J
−

1
0

]

� �������-	 ����D� � +�	$�
��\V!
�^��+���/0	.� ��+�7 !
��	�+]��� C>	$� ()���
�@��+>16	=��/��V��\D��!
	.�I��/
6
CY���
��+>� ��+

6
4@��!
!
�@16	 �
��!
	$� ��! � �^��!-���

U0/J0 = 50
K����	 4����'	.� 7�	.+��
�5!|\ H�4���!^� �
������!-��	 	$+�	.�-��\

!-�-��+��|/0	$� ��+�7 +]����CY	.�B(����
�@��+�1.	 ���'/0��+�16!
����+ ��/ !
���=	 ��+�7 �=�]7���4���!
����+ /0�
	FJ,��	.+�1.\
ωmod
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!
�@1.��4Y�-	$7 4���+�	 7�	.+���!
	$�'!-��	 /0�-	$J,��	.+>16\

ωmod = U0/J0

bW�0/|�!*e"(,L/%�7��-���0/M���!,X�E�?�(>QZA�!,X���)/ % F % ���0�9� ���0/|.��*fDP/5�7KX"(���:"(0$%/

σi = 〈n2
i 〉 − 〈ni〉2

S

�!]�a����$)�
i
���v���0/e�)�!�)/4�!0&�/2[hFszE�!0$%/e���0/g :"(������$%/g���|���#"(0�� :"(������6"( W�!.KX"(���:"(.�

"(0&����E�0�M���0/+E��*fDP/5�fKX"(���:"(0$%/����|���!�)/��!0&�/58P/50&�/5.�9Sr��� !Nq���0/lk0�0$5���6"(������0��"(�
���0/em0�)���v�)�!�)/g"(�)/e�)�0�9�aTF�bW�0/g&�/50���!��N}8� ����v��]���0/4���!,X�.���(>am0,X���)/ % F % ���0�i���
���0/;.��*vDR/5�7K�"(���:"(0$%/M"��	> ��0$5������Y�(>A���!*4/C"(0&<*4��&3�� :"(������<>@�)/%w.�0/50$5NLS����0/;8� ����
"(DP�9KL/q���0�9���=���0/s���!*4/21o"%KL/5�#"(,L/%&�E��*fDP/5�=KX"(���:"(0$%/XF +; ���D6"( ! !NLSa���0/q�������0$5�����)/
���+���!*+�! :"(�+�)�y���0/-/50/5��,XN]���#"(0�^>_/5�9F $?0/-��D0�#/5��KL/%�4"q�)/%�)��6"(0$%/<�����!8� �/�"(0&'"(
"�&�&3�!������6"( GSE�X�)$5�! ! :"(�)����Nv�������0$5�����)/W�!����0/W&�/50���!�oNf8� ����9FI���$%��.���#"��)�Q�)�?���0/W/50/5��,XN
���#"(0�^>_/5�9Su���0/=���!*4/-"%KL/5�#"(,L/%&'8� ������(>;���0/=.��*fDP/5�4KX"(���:"(0$%/<���0�9���e"s$%��0���#"(E�
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D6"�$)��,X�)����0&hF�bW�����vD6"�$#�E,X�)����0&�����&3�!�)/%$5�� !N]$%���0/%$5�)/%&��)�q���0/g�#"(�����
U0/J0

�+DEN
�!0$5�)/9"����!�,����0/e�!.�)/5�#"�$5������c�����)/5�,X���

U0
$@���f ��i�	/5���!�,y���0/+�����0/5 ! !�!�,y�����)/5�,X���

J0
&��0��8�8��!�,=�a�! ! ADP/f����8�8��)/%�#�)/%&q"(0&s���0/v.��*fDP/5�;K�"(���:"(0$%/l�a�! ! A&3��� "(8�8R/9"(�9F;��

���0/d !�!*+�!�I�(>V"(v�!3m0��!�)/��!E�)/5�#"�$5������4�����)/5�,X���TS����0/	�)N����)/5* $9"(vDP/W"��)����*4/%&�"��O���0/
/!�=#�%� 5�7Z6�E$#�4���#"(�)/ ∣

∣1, 1, 1, 1, 1, 1
〉 SL���E�0�9S.���0/5�)/7���u0�fK�"(���:"(0$%/7�!e���0/7��$%$5��86"(������

.��*fDP/5�9FQbW�0/7�X�#$5�! ! :"(�)����N4�������0$5�����)/��!4���0/7.��*vDR/5��K�"(���:"(0$%/78� ����)�u���	&3�0/��)�M���0/
�X�)$5�! ! :"(���!�,|�����)/5�,X���0�

J(t)
"(0&

U(t)
�a����$#�4&�/58R/50&+��

sin(ωmodt)
F/4Q ��������!�,|���0/

K�"( !�0/%�W�(>A�������a�)�!0/7>@��0$5������-�!Y"(Y"(���#"%N
ωmod

KL/5�)���0�
t
 �/9"�&��W�)�l�������a�������0$5�����)/XF

Zr�!,X���)/ % F A &�/58���$5�v���0/g�)/%���� !�)�f>@����"Y*e"(EN.1GDP�E&3NJ�)N����)/5*��(>7���\[�DR�X�#��0�v��
���\[c :"(������$%/����!�)/%�g�a�!���n"(`�!.�)/5�#"�$5������������)/5�,X���

U0 = 50 J0
F��o�$%��.���#"��)�g�)�

���0/-8��)/5KE�����0�=$9"��)/XS��������=��N��)�)/5* ���e&�/%/58P/5�e�!'���0/sps�����g�)/5,X�!*4/XF � ,."(�!TSa��0/
$9"(s�)/%/M���0/f�����!8� �/21G�)/%�)��6"(0$%/l�������0$5�����)/f�!����0/f/50/5��,XN-���#"(0�^>_/5� $ �!*e"(,L/%�;������0/
 �/2> ��m0,X���)/ % F A &+"��+�	/5 ! C"��+�!'���0/-E��*fDP/5�eKX"(���:"(0$%/ $ �!*e"(,L/%�g��'���0/-���!,X�.�=�(>
m0,X���)/ % F A &2Fs������0/4���!*4/21o"%KL/5�#"(,L/%&�8� ������(>����0/g.��*fDP/5��K�"(���:"(0$%/=��0/=$9"(��)/%/
"(y"�&�&3�!������6"( I�)/%�)��6"(0$%/l0/9"(�M"4*4��&3�� :"(������q> �)/%wE�0/50$5N

ωmod ≈ U0/2 = 25 J0
S

�a����$)�J"( ��)�=���0�9���C���0/v�����!8� �/l8R/9"(���)�!,X6"(�����)/XF;bW�E�0�9SP�!q���0/f>@�������0/5�C&3���)$5�0�)������
�	/�$9"( ! ?���0$)��"�D���0$)�n�(>M8R/9"(�3�g"y�)/%�#��6"(0$%/XF���'���0/�$9"��)/��(>|��N3���)/5* "(DP�9KL/
���6"(�?������ �&�DP/

2
�)/%�)��6"(0$%/%�M"(�

ωmod = 50
"(0&

ωmod = 25
SR/9"�$#�q$%��0�)�!���!�,<�(>

3
8R/9"(�3�9F .O"(�)/5�;�!��������;$)�6"(8��)/5�C�	/v�a�! ! A&3���#$5�0�)�7��N3���)/5*4�?�(>d&3�\�P/5�)/5E�;���!�9/%�C"(0&

DR����0&0"(��N<$%��0&3�!������0�9S0�a����$#�q"( ��)�+�)�0�9� "�&3�\�h/5�)/5.�;�������0$5�����)/|�(>I�)/%�)��6"(0$%/%�9F
� �W*4/5E������0/%&Y�!Y�)/%$5������2"3F � F#"l���0/f/2[3$5�!�#"(�������"(�

ωmod = U0
���W�!0&3�0$%/%&-DEN

���0/<"(D0�#����8���������(>;"q8��0���)��'�(>?�������l>@�)/%wE�0/50$5NLF]zE�!*+�! :"(�� !NLS	�������4���#"(�)/<$9"(cDR/
/2[3$5�!�)/%&=D.Ng������8��0���)��0�a�(>O�6"( \>r�(>O���0/C/50/5��,XNLS3�a����$#�-�)/%���� !�)���!-"v�)/%�)��6"(0$%/M"(�
���0/C*4�E&3�� :"(������->@�)/%wE�0/50$5N

ωmod = U0/2
F � $%$%���)&3�!�,X !NLS6���!0$%/C���0/|"(D0�)����D�������q�(>

���	�48��0���)��0�����a �/%�)��8��)��86"(D� �/|���0/C�)/%�)��6"(0$%/f���a�	/9"(�L/5�9F
Zr�!,X���)/%� % F#6Y"(0& % F �Y���0�9� ���0/+K�"(���:"(������]�(>����0/e*4�E&3�� :"(�������"(*+8� !�!���0&�/4�!

&3�\�P/5�)/5E�l�)/5,X�!*4/%���(>;"s��N3���)/5*��(>7�)�\[}DR�X�#��0�v������\[J :"(������$%/<���!�)/%�9FsZA�!,X���)/ % F#6
&�/58���$5�)�v���0/=/50/5��,XNJ���#"(0�^>_/5�+"(0&Jm0,X���)/ % F �����0�9���l���0/g.��*fDP/5��K�"(���:"(0$%/=KL/5�^1
���0�4���!*4/y"(0&'>@�)/%wE�0/50$5NLF bW�0/�*4��&3�� :"(�������"(*+8� !�!���0&�/

F
���g$#�6"(�,L/%&n�!����0/

$%�� !��*+0��> �)��*
F = 0.01

��8<�)�
F = 0.1

FdbW�0/C�)�9���a���0�i� &3�\�P/5�)/5E�a�#"(�����X�
U0/J0

S
�!0$5�)/9"����!�,�>@�)��* �)��8'�)��DP�����)��*YF�U�N�$%��*+86"(���!�,}���0/-�)�i���e�(>;m0,X���)/ % F �y��0/
$9"(]�)/%/e���0/eD6"�$#�E,X�)����0&��(>����0/g.��*vDR/5��KX"(���:"(0$%/=&�/%$5�)/9"��)�!�,s�)�i��"(�)&������!,X�0/5�
�#"(�����X�

U0/J0

FvbW�0/v��8�8P/5�M�)�9���|�! ! !�0�����#"(�)/����0/+��N3���)/5* �!����0/�����8P/5�^k0����&y�)/5,X�!*4/
"(�

U0/J0 = 3
S6�a����$)�y���0�9���7KL/5��N-�	/9"(�Y/2[�$5�!�#"(������s�!�$%��*+86"(�����#��s�)�e���0/M�#"(���0/5�

ps�����^1G !�!�L/���N3���)/5*4�O�!v���0/	�#/%$%��0&l"(0&v�����!�)&f�)�i�|FIZ0���A���0/���*e"( ! �*4�E&3�� :"(������4"(*�1
8� !�!���0&�/

F = 0.01
���0/d8P/5��������D6"(������+$9"(v��� !N|DP/d�#/%/5f�!l���0/dE��*fDP/5�AKX"(���:"(0$%/a"��

��@
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	$�"��/
6
C>�,����+�� ��+

6
����!
	F� ��! 7D� �u	.�-	.+,! ��+,!-	.�^��1Z!-����+

��!
�-	.+���!
���
U0

��+�7��=�]7���4���!
����+����=H�4���!
�>7D	$�
F = Vmod,0/V0

 �9��1^��H�4���! �
����� ��!-��	9	$+�	.�-��\
!-�-��+��|/0	$�z��+�!
��	 !
���=	 ��+,!
	.�-(���4

t = (0−30) J−1
0

(D�. !
��	 �=�D7D��4@��!
����+=/0�-	$J,��	$+�16\
ωmod =

(0 − 2) U0

 ����	 �-��� ��������� !
��	 ��+,!
	.�^��16!
����+ �|!-�
	$+���!-���
U0 = 3J0, 10J0, 20J0

P0!
��H !-�
CY��!
!
��� S �D!
��	 1.��4����=+��B�
����� !-��	 �=�]7���4���!
����+ /0�
	FJ,��	.+�1.��	F�

F = 0.01, 0.05, 0.1
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\D�|!-	.� ��/
6
C>�,����+�� ��+

6
�
�5!-	$� ��! 7D���Y	$�
	$+�! ��+,!-	.�
%

��1Z!-����+ �|!-�
	$+���!-���
U0

��+�7 �=�D7D��4@��!-����+ ���=H�4��5!-��7D	$�
F = Vmod,0/V0

 �z��1^� H�4���! �
����� �
!
��	=+]����CY	.� N��>1Z!
�>��!
����+ ��+ !-��	 !
��� 	=��+,!
	.�-(���4

t = (0 − 30) J−1
0

(]�$ !-��	=�=�]7���4���!
����+
/0�
	FJ���	.+�1.\

ωmod = (0 − 2) U0

G����	 �-��� � �
�����M!
��	 ��+�!-	.�^��16!
����+ ��!
�-	.+���!
���
U0 =

3J0, 10J0, 20J0

PQ!
��HK!
�3C>��!�!
��� S ��!-��	 1.��4����=+�� �
����� !
��	 �=�]7���4���!
����+K/0�-	$J,��	$+D%
16��	$�

F = 0.01, 0.05, 0.1
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"f$)�6"(�,L/;�!e���0/;�X�)$5�! ! :"(�)����Ne�������0$5�����)/C"(�
ωmod ≈ 4J0

F � ���)���)���,L/5�d*4��&3�� :"(������
"(*+8� !�!���0&�/%����0/C��D0�)/5��KL/5�)�?"( ��)�l"v��/9"(�g�)/%�)��6"(0$%/|"(�

ωmod ≈ 4J0
"(8�8P/9"(���!�,+�!

���0/v/50/5��,XN=���#"(0��>@/5�9FWbW�0/|�)/%$%��0&��)�9� ���0�9���?���0/|��N3���)/5* "(�
U0/J0 = 10

S6�a����$)�
���?�� !�!,X�.�� !NY"(DP�9KL/|���0/f����8R/5�^k0����&��)�4pq�������!0���� :"(�)���78��6"��#/M���#"(0���!������TF $?0/|$9"(
�)/%/v���0/l�����!8� �/l8R/9"(���)�!,X6"(�����)/4"(,."(�!TSh$5 �/9"(�� !N�K������!D� �/f�!y���0/�/50/5��,XNY���#"(0�^>_/5�|"��
��/5 ! W"��f�!}���0/+E��*fDP/5�lKX"(���:"(0$%/+>_���|*4��&3�� :"(�������"(*+8� !�!���0&�/%�

F ≥ 0.05
F-bW�0/

�����!�)&q�)�9�t$%�����)/%��8P��0&��;�)�="e�#"(�����
U0/J0 = 20

SR�a����$#�y�)�0�9���C$5 �/9"(�;�)�!,X0�?�(>d�)/%��1
��6"(0$%/%�C�!s���0/vE��*fDP/5�CK�"(���:"(0$%/�"( !�)/9"�&3Nq"(�C��*e"( ! r*4�E&3�� :"(������J"(*+8� !�!���0&�/%�C�!
���0/ME��*fDP/5�7KX"(���:"(0$%/XF

U�N4$%��*+86"(���!�,����0/7$%/5E���#"( P8R/9"(�3��"(��&3�\�P/5�)/5E�	�#"(�����X�
U0/J0

"(DP�9KL/?���0/?����8P/5�^1
k0����&��)�+ps�������!0�)�� :"(�)���78��6"��)/M���#"(0�)�!������%$ m0,X���)/%� % F#6e"(0& % F �2&2S0��0/Cm00&��7���6"(�
���0/;$%/5.���#"( h8P/9"(� /! "� !D/;��.�)�l���0/?>@�)/%w.�0/50$5N

ωmod = U0
�a�0/5=,L���!�,�&�/%/58P/5���!E�)�

���0/upq�����T�)/5,X�!*4/XFr��M���0/u !�!*+�!�O�(>�"aKL/5��N; :"(��,L/u�#"(�����
U0/J0

���0/u,X�)����0&����#"(�)/d�(>3�������
��N3���)/5* ���|"(8�8��)�%[3�!*e"(�)/5 !NJ&�/%�)$5���!DP/%&yD.Ns���0/+Z0�E$#�q�)�#"(�)/ ∣

∣1, 1, 1, 1, 1, 1
〉 SP�a����$#�

�)/%wE���!�)/%�7/2[0"�$5�� !Ng���0/f/50/5��,XN
E = U0

�)�+DR/M/2[�$5�!�)/%&Y�!-�)/5��*4�?�(>Q"+86"(������$5 �/21G�0�� �/
/2[�$5�!�#"(������ $@�)/%$5������ "3F � F��5&2FeU�Nq&�/%$5�)/9"��)�!�,����0/+�#"(�����

U0/J0

�)�9�W"(�)&��f���0/48��6"��)/
���#"(0���!������}�������|/50/5��,XNy���M�!0$5�)/9"��)/%&J&3�0/��)��"�&3*+�\[3�����)/%�f�(>a"�&�&3�!������6"( dE��*fDP/5�
���#"(�)/%�iF

�oe���)&�/5�u�)�v"(6"( !N��)/W���0/7/2[3$5�!�#"(������g*4/%$)�6"(�����*4�	�!+���0/�$9"��)/��(>T"C*4��&3�� :"(�)/%&
 :"(������$%/M��/M�6"%KL/l"l*4���)/|&�/5�#"(�! �/%&Y ������="(�7���0/M�)/%�)��6"(0$%/%�9Fu�o-���0/Mpq�������)/5,X�!*4/XS
���0/a&���*+�!6"(E�dZ0��$)�v�)�#"(�)/	���iS."��)����*+�!�,|";��N3���)/5*t�!l�a����$#�+���0/W.��*vDR/5�d�(>P"(�)��*4�
/%wE�6"( ��a���0/ME��*fDP/5�?�(>I :"(������$%/|���!�)/%�9S

∣
∣ψ0

〉
≈
∣
∣1, 1, 1, · · · , 1

〉 S

�a�!��� ∣
∣ψ0

〉 &�/50�����!�,e���0/C,X�)����0&����#"(�)/XF $?D.K������0�� !NLS6��0/C�6"����)�4/2[3$5�!�)/C�������?���#"(�)/
�!����)&�/5�?�)�+���#"(0�^>_/5�?/50/5��,XN<�!.�)�e���0/f��N3���)/5*YFWzE�!0$%/f"+���#"(�)/ ∣

∣ψ, t
〉 "(�����!*4/

t
���

$#�6"(�#"�$5�)/5�����)/%&�DENg���0/f$%�E/�(e$5��/5E�)�
cν(t)

∣
∣ψ, t

〉
=

D∑

ν=1

cν(t)
∣
∣{n1, · · · , nI}ν

〉 S

�a�!���
I
���0/|.��*fDP/5�7�(>I :"(������$%/M���!�)/%�7"(0&

D
���0/M&3�!*4/50��������(>r���0/M.��*vDR/5��D6"��)���

$@�)/%/;�)/%$5������ � F � &2S���0/;$9"(-"(6"( !N3�)/?���0/C/2[3$5�!�#"(������0�WDEN4���#"�$)���!�,+���0/C$%�E/�(e$5��/5E�)�
&3�����!�,4���0/|���!*4/|/5KL�� !��������TF

bW�0/5�)/2>_���)/XSW�	/������0&3N'"���N3���)/5* �(>
6
���!�)/%�+�a�!���

6
DR�X�)��0�g"(�

U0/J0 = 20
F

�o'$%��.���#"����g�)�����0/-8��)/5K������0�e$9"( �$5�� :"(������0�9SW��/Y$%��0����&�/5�=��� !N]���0/Y�����)/%/-*e"(�!
8P/9"(��� $@�)/%/<m0,X���)/ % F#B3S� �/2>@�4�6"(0&'����&�/5&2Sa"(0&c8P/5�^>_����* ���!*4/21�/5KL�� !��������0�-"(�4���0/

��6
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	 �> ����� 	./Q!9����+�7=���@7D	F� H�4���!9�
����� � !-��	 �)(�	.�^����	'	.+�	.�-��\ !-�-��+���/0	.�F ����	 H�4���!z��+ !-��	
�
�����,! 7�	.H��@1Z!^� !-��	'!
���=	'	$(���4��D!-����+ ��/Y16��+,!-�
��C��D!-����+���/�!
��	��|!^��!-	 ∣

∣ψ, t
〉 ��!�!-��	��=�]7���4���!
����+

/0�
	FJ���	.+�1.\
ωmod = 20.8J0

� ����	 7���!�!-	$7 4���+�	V��4�4�����!
�^��!-	$� !-��	V	.(���4��D!
����+ ��/ !
��	 ���D1^`
�|!^��!
	 ∣

∣1, 1, 1, 1, 1, 1
〉 �>!-��	 �
��4��@7V4���+�	 ������� � !
��	=16��+,!
�-��C���!
����+V��/z���D1^` ��!-��!
	F� �B��!
� ��+�	

7D����C�4�\ �D1$16��H���	$7=�
�5!-	 �,��+�7�!
��	 7����
��	$7 4���+�	B���
	B��!-��!-	$� �B��!
�=!|�'� 7D����C�4�\ �D1$16��H���	$7=�
�5!-	$�$
	 +�	 1.��+ ��	$	 164�	$���
4�\ !-��	 1^����4�4�	.+���	�C>	.!|�9	$	.+ !-��	 ��!-��!
	 ∣

∣1, 1, 1, 1, 1, 1
〉 ��+�7 !-��	 ���D1^`

�|!^��!
	F���B�5!-� ��+�	 7D����C�4�\ �D1.16��H���	F7 ����!
	 ���B���@1^� �@� 7D�-��(�	.+ C,\ H����
!
�@164�	6%&����4�	 	���16��!-��!
����+��$

*4�E&3�� :"(������f> �)/%wE�0/50$5��/%�
ωmod = 15.3 J0, 20.8 J0, 25.5 J0

FA��0���)/9"�&v�(>0&3�!�)/%$5�� !N
/5K�"( !�6"(���!�,-��D0�)/5��KX"(D� �/%�C&3�����!�,=���0/l$9"( �$5�� :"(������0�9SP��/f�)/%$%���)&q���0/l$%�E/�(e$5��/5E�)�|�(>
"( ! 

462
D6"������7���#"(�)/%�a>@���7/9"�$#�����!*4/%���)/58TF	bW�0/%�)/|$%��/�(e$5��/5.�)�C"( ! ��9� �0�a�)�e"(6"( !N3�)/

���0/-$%��*+8R�X���!������'�(>;���0/-���#"(�)/ ∣
∣ψ, tn

〉 "(�4/9"�$)�c���!*4/%�)�)/58
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�)(�	.�^����	$7=(���4���	F� P0��H�H>	$� ��������	$�^SZ � + C>��!
�V1.����	F����+�	 1$��+ ��	$	 �

2
%nHY	$��` ������+>��!
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	�

HJ/e"��)����*4/4���0/4�������0$5�����)/e�(>a���0/+�)/%�#��6"(0$%/%�f�)�-DP/4"(}/2�h/%$5�v�(>W���0/+m0��!�)/
���!�9/	�(>R���0/� :"(������$%/%�9FAbW�0/5�)/2>_���)/XSL��/�K�"(����/%&l���0/�.��*vDR/5�u�(>h"(�)��*4�u"(0&l�)�!�)/%�A�!����0/
>@�� ! ��i�a�!�,=���!*v�� :"(������0�9F�Zr�!,X���)/ % F�� � �! ! !�0�����#"(�)/%�;���0/f/50/5��,XN-���#"(0�^>_/5�?�(>u��N3���)/5*4�
�(>
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1
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���!*4/21o"%KL/5�#"(,L/%&��9KL/5�C���0/v�a�0�� �/v�)�!*f�� :"(������q> �)��*

t = 0
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20 J−1
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ωmod = U0
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�(>r���0/C�)/%�)��6"(0$%/XS6���a�!�"(,X�)/%/5*4/5.�;�a�!���-���0/M86"(������$5 �/21G�0�� �/l/2[3$5�!�#"(�������8���$5�����)/XF
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7
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\D�|!-	.�f�
����� ���

3
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U0/J0 = 20
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7
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6
1GDP�X�)��y��N3���)/5* 1

"(,."(�!s���0/f$%/5.���)����&q�(>Q���0/M�����!8� �/|8P/9"(�<���7$5 ��X�)/|�)�4���0/C>@�)/%w.�0/50$5N
ωmod = U0
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8��)��8P�X�)/%&�D.Nl���0/W86"(������$5 �/21G�0�� �/7/2[�$5�!�#"(������+8���$5�����)/XFQbW�0/a�#"(*4/W�0�� �&��Q�����0/�>_���I���0/

8
DP�X�)����)N����)/5*YSV"( !���0����,X�����0/|�)/%�#��6"(0$%/f$%��0�������)�?�(>

4
8P/9"(���9S3�a�0�X�#/f$%/5.���)����&

���7"( ��#�+$5 ��X�)/M�)�����0/C>@�)/%w.�0/50$5N
ωmod = U0

F
Zr�!,X���)/ % F�� % �)�0�9����"] :"(������$%/J�(>

5
���!�)/%�<�a�!���
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DP�X�)��0��"(�

U0/J0 = 20
S

�a����$#���)�0�9���4"�����$)��/2[3$5�!�#"(������c��8P/%$5������*Y�4bW�0/<�����)���,L/%���l8R/9"(�]"(8�8R/9"(���!�,y�!
���0/4/50/5��,XNy���#"(0�^>_/5�v"(�

ωmod = U0
$  �/2> �M�6"(0&�����&�/+�(>	m0,X���)/ % F�� % &C�)/58��)/%�)/5E�)�

���0/d86"(������$5 �/21G�0�� �/�/2[�$5�!�#"(������0�r�(>0���0/u8����)/dpq�����^1����#"(�)/d�)�
d0
1����#"(�)/%�iF,.T/2>@�A�(>0�!�A��0/

$9"(J�)/%/+"g�)/%�)��6"(0$%/e"(�
U0/2
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5
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!
�@16	 ����!
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� � �^��!
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U0/J0 = 20
 ����	 7D	.+��
��!|\ H�4���!-�'7D	.H��@1Z!'!
��	

��C��
	.�-(���C�4�	$� ��� /0��+�16!
����+ ��/ !-���=	���+>7 �=�D7D��4@��!-����+ /0�-	$J,��	.+>16\
ωmod

� !
��	=H�4���!^� ��+ !-��H
��4�4��>�|!-�-��!
	'!
��	F��	�(���4���	F� �)(�	.�^����	$7 ��(�	.� !
���=	

t = (0−20) J0

 ����	��
	F7�4���+�	B��+ !-��	B	.+�	$�
��\
!
�^��+���/0	.� H�4���!^� 7D	.+���!
	 !
��	=/0�
	FJ���	.+�1.\

ωmod = U0/J0

������@� ��\D��!
	$�I������� � �
	F����+���+�1.	$�
+�	$���
C]\=!
��	 /0�
	FJ���	.+�1.��	F�

ωmod = U0, 2U0, ∼ 3U0



�(>I���0/l/50/5��,XN
E = U0/2

S0�a����$#��"( ��#�4 �/9"�&��?�)�4���0/f/2[�$5�!�#"(������y�(>u���0/f8����)/vps�����
���#"(�)/XFIbW�0/7���!EN+8R/9"(�e"(�

U0/3
�!0&3��$9"(�)/%�a"M�����)/%/?8��0���)��<"(D0�)����D�������TS3/9"�$#�=�(>T���0/

/50/5��,XN
E = U0/3

F � &�&3�!������6"( ! !NLS��)/%�#��6"(0$%/%�W"(8�8P/9"(�a"(�	�!E�)/5,L/5��*v�� !���!8� �/%�a�(>
U0
�

���0/	*v�� !���\1G8R/9"(�+�������0$5�����)/�"(�
ωmod = 2U0

���I,L/50/5�#"(�)/%&�D.Nl�����M86"(�#"( ! �/5 �86"(������$5 �/21
�0�� �/a/2[3$5�!�#"(������0�u�(>P���0/W8����)/apq�����u���#"(�)/W�a�!���e";8��0���)��e�(>V���0/7/50/5��,XN

E = 2U0
F

bW�0/+�)/%�)��6"(0$%/g"(� ∼ 3U0
�!0&3��$9"(�)/%�

3
86"(�#"( ! �/5 d86"(������$5 �/21G�0�� �/=/2[3$5�!�#"(������0�9F=bW�0/

8��)��86"(D��! !�!��N��(>u���0/%�)/v/2[3$5�!�#"(������0�;���?�)/%&3�0$%/%&��!q$%��*+86"(����������y�)�4���0/v�)/%�)��6"(0$%/%�
"(�
ωmod = U0

"(0&
ωmod = U0/2

S6���!0$%/M���0/fBC"(*+�! !�)����:"(s&���/%��0���;$%���0/%$5�7���0/
8����)/|ps�������)�#"(�)/ ∣

∣2, 2, 2, 2, 2
〉 �a�!���s"��)�#"(�)/ ∣

∣3, 3, 1, 1, 2
〉 F

Zr�!,X���)/ % F�� A ���0�9�������0/-���!*v�� :"(��������(>C"y�)N����)/5* �(>
7
DP�X�)��0�+��

6
 :"(������$%/

���!�)/%�+"(�l���0/=�#"(�����
U0/J0 = 20
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!
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�5!-	$� �B��!
� ��+ �-��!
���

U0/J0 = 20
 ����	 7�	.+��
�5!|\?H�4���!-��7D	.H��@1Z!

!-��	���C��
	.�-(���C�4�	$� ��� /0��+>1Z!
����+ ��/z!
���=	���+�7?�=�]7���4���!
����+?/0�
	FJ,��	.+�1.\
ωmod

��!-��	�H�4���!^� ��+
!-��HV��4�4�����!
�^��!
	 !
��	F��	 ()��4���	$� �)(�	.�^����	$7 ��(�	.�B!-���=	

t = (0 − 40) J0

 ����	 �
	F7 4���+�	���+V!
��	
	$+�	.�-��\�!-�-��+���/0	.��H�4���!-�B7�	.+���!
	 !
��	 /0�
	FJ���	.+�1.\

ωmod = U0/J0



/9"(�� !��/5�+�!c�������+$#�6"(8��)/5�9Sd�������+��N3���)/5*��6"��4"q0��31�$%��*+*4/50�����#"(�)/<m0 ! !�!�,y>G"�$5�)���9F
bW�����l�)/%���� !�)�l�!c"Y�����)���,L/5��D6"�$)��,X�)����0&]�!����0/g.��*vDR/5�+KX"(���:"(0$%/ $ ���!,X�.���6"(0&
����&�/;�(>Tm0,X���)/ % F�� A &d/5KL/5-"(�� :"(��,L/

U0/J0

FdzE�\[g�(>T���0/C�)/5KL/5=DP�X�)��0�d������ �&=>@����*~"
pq�����a�!0���� :"(���!�,e���#"(�)/v"��a&3���)$5�0�)�)/%&-/9"(�� !��/5���!���������$)�6"(8��)/5�9S�D����7���0/C�)/5*e"(�!��!�,
DP�X�)��<���a&�/5 ��E$9"( !���#/%&=�iKL/5�a���0/C�a�0�� �/; :"(������$%/|"(0&<,L/50/5�#"(�)/%�Wk0�0$5���6"(������0��&3�0/C�)�
�!�)�Q*4��D��! !�!�oNLFQbW�����d"(���#"(�,L/5*4/5.�	8��)�E&3�0$%/%�	"7�)/%�#��6"(0$%/��������0$5�����)/�&3�\�h/5�)/5.�Q>@�)��*
���6"(�d�(>P���0/���N3���)/5*4�I�a�!���e$%��*+*4/50�)���#"(�)/�m0 ! !�!�,M>G"�$5�)���9SL�a����$#�4�!*+8� !��/%�9S.���6"(�u���0/
E��*fDP/5�f�(>d8P/9"(���M"(8�8P/9"(���!�,Y&�/58R/50&��M��y���0/����!�9/��(>d���0/l :"(������$%/4"��;�	/5 ! d"��M��
���0/Cm0 ! !�!�,4>_"�$5�)���9F

Zr�!6"( ! !NLSI��/g���!*v�� :"(�)/%&]"
6
DP�X�)��

6
���!�)/e�)N����)/5*��a�!���}DP�%[�1GDR����0&0"(��N�$%��31

&3�!������0�9F�bW�0/4m0,X���)/%� % F��!6 $
U0/J0 = 20

&v"(0& % F�� � $
U0/J0 = 50

&|�! ! !�0�����#"(�)/e���0/
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����+>����!�!-��	9�^��!-���

U0/J0 = 20


����	�4����'	.� ���=����	B�
����� ��!
��	B	$+�	.�-��\ !-�-��+���/0	.� H�4���!�!-	$7 ��(�	$� � �D7D��4���!
����+ /0�
	FJ���	.+�1.\
ωmod��+�7 !
���=	� ����	 ���-�)\ 4���+�	 ��+=!
��	B!-���=	.%&�)(�	.�^����	F7 H�4���!97�	.+���!
	$� !
��	 1.	.+,!
�-���@7 ��/Y!
��	 H>	F��`D�

��+ !
��	��
	$������+
ωmod ≈ (15 − 25) J0

 ����	�H�4���!-� ��+?!-��	��-������! ��4�4�����!
�^��!-	 !
��	 +]��� C>	$�
N���1Z!-����!-����+��

σ
��! !-��	 �>�-��! �
�5!-	 �Y!
��	�4����9	$� H�4���! ������� � !
��	�N���16!
����!
����+ ��(�	.�B!-���=	=��+�7

� �D7D��4���!
����+ /0�
	FJ,��	.+�1.\
ωmod ≈ (15−25) J0

�F!-��	 ���^��H�� ��C>��(�	 ������� �Y!-��	 !-���=	6% �)(�	$�-����	F7
N���1Z!-����!-����+��$

$5N�$5 !��$+DP����0&0"(��N�$%��0&3�!������0�f�o�	��*4���)/+8R/9"(�3�f"(8�8P/9"(�|�!J���0/+�)/%�#��6"(0$%/e�������0$21
�����)/XS6D����?���0/|�)/%�)��6"(0$%/f> �)/%wE�0/50$5N-���C"(,."(�!��!�,L����&s"(,X�)/%/5*4/5.�C�a�!���s���0/f8��)/21
&3��$5��������(>r���0/|86"(������$5 �/21G�0�� �/v/2[�$5�!�#"(������Y8���$5�����)/XFd�oY$%��*+86"(�����)��s�a�!���Y���0/|�#"(*4/
��N��)�)/5* �a�!���+$5N�$5 !��$�DP����0&0"(��Nf$%��0&3�!������0�9SX���0/��a��&3���+�(>6���0/	�)/%�)��6"(0$%/W�������0$5�����)/
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I∑

i=1

(
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i n̂
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