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Aufgabe P3: Zwei-Minuten-Fragen

1. Wie wird der Erwartungswert eines Operators A im Allgemeinen ausgerechnet? Welchen Erwar-
tungswert hat der Operator A = O(Z — a)O(b — ) fiir a < b und welche Observable beschreibt
er?

2. Zeigen Sie, dass (A — (A))(B — (B))) = (AB) — (A) (B) gilt.
3. Ist die Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung eine Losung der zeitabhidngigen?

4. Fiir welche Zustidnde (Wellenfunktionen 1) gilt AE = 0?7 Kennen Sie Beispiele fiir Zusténde mit
AE # 07

5. Fiir ein stetiges Potential muss die Wellenfunktion v und ihre Ableitung 1)’ stetig sein. Was folgt
dann fiir die zweite Ableitung?

6. Was éndert sich beziiglich der Stetigkeit von 1 und ¢’, wenn das Potential eine endliche oder eine
unendliche Sprungstelle bei x = x¢ hat?

Aufgabe H7: Eindimensionale stationiire Schrodingergleichung (10 Punkte) (x)
Ein Teilchen mit Masse m und der Energie E befinde sich in folgendem Potential:

D)

0 —L2<LL‘<—L1, (
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0 Ly <z < Lo, (
(

o0 sonst .
Es seien 0 < E < Vy und Ly < Lo.

1. Skizzieren Sie das Potential und geben Sie einen Ansatz der Wellenfunktion fiir die Losung der
stationdren Schrodingergleichung in den Bereichen (I), (II), (III), und (IV) an.




LOSUNG:

Yr(x) = Aee 4 Beike )
Yrr(x) = Ge? + Fe 9% (3)
Yrrr(z) = Cet® 4 De~ e (4)
T/J[v (l’) =0. (5)
Dabei ergibt sich durch Einsetzen in die Schrodingergleichung direkt

VomE

k= ;” >0, (6)
2m(Vy — E

g= v2m(Vo — E) >0, (7)

h
2. Welche Randbedingungen muss die Losung bei x = — Lo, x = —Lq, x = L1 und z = Lo erfiillen?

Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Anschlussbedingungen in den Bereichen (I)-(IV) die Parameter
der Wellenfunktion. Sie miissen die Wellenfunktion nicht normieren, das heifft, Sie kénnen einen
Parameter unbestimmt lassen.

HINWEIS: Es bietet sich an, die Abkiirzungen u = e*f1 v = ¢#(2L2=L1) ynd w = 71 einzufiihren,

wobei k = 7”2;2“3 und g = 7”2771(;@

f

LOsuNG: An allen Sprungstellen des Potentials muss die Wellenfunktion stetig sein, d.h.

Yr(—La) = ¢rv(—La) =0, (8)
Yr(—=L1) = Y (—L1), (9)
Yrr(L1) = Yrr(L), (10)
Yrrr(L2) = ¥rv(L2) =0. (11)

An endlichen Sprungstellen muss auch die erste Ableitung stetig sein, also
Vi(=L1) = ¢ (=L1), (12)
Yir(L1) = ¢(La). (13)

Aus Gleichungen (8, 11) folgt direkt

A= —Be¥hl2 (14)
D = —Ce?klz (15)

Die verbliebenen Gleichungen (9, 10, 12, 13) lauten dann unter Verwendung der Abkiirzungen u =
ekl y = eh2La=L1) ypd o = edl1:

B(u—v) = Guw™! + Fuw, (16)
C(u—v)=Guw+ Fw™?, (17)
—ikB(u+v) = ¢(Gw™ — Fw), (18)
ikC(u+v) = ¢(Gw — Fw™") (19)



Durch Gleichsetzen der Quotienten (16)/(17) und (18)/(19) erhilt man

Gw_1+Fw_B_ Guw™! — Fw (20)
Guw+Fw! C  Gw—Fwl’
Multiplizieren der Gleichung mit den beiden Nennern und anschlieBendes Auflosen ergibt G2 = [
beziehungsweise

F=4G. (21)
Einsetzen in Gl. (20) gibt dann
C=+B. (22)
Mit Gl. (16) erhélt man schlieBlich
p=c¥% =% (23)
u—v

Zusammengefasst sind somit A, B, C, D, F' mittels Gln. (14, 15, 21, 22, 23) iiber G und die Energie
bestimmt.

ANMERKUNG: Anhand von Gleichungen (14, 15, 21, 22) kann man erkennen, dass alle Losungen gerade
(jeweils oberes Vorzeichen) oder ungerade (unteres Vorzeichen) Funktionen sind.

L

3. Zeigen Sie, dass sich folgende Bestimmungsgleichung fiir die Energie ergibt:

k u—vw ' Fw
o umvw Fw 24
q Zu—{—vw_lzi:w (24)

Das obere Vorzeichen gilt dabei jeweils fiir gerade Wellenfunktionen, das untere fiir ungerade.

f 1

LOSUNG: Aus dem Quotienten (18)/(16) erhélt man durch Einsetzen der in H7.2 gefundenen Parameter-
Beziehungen direkt Gl. (24).

L

4. Was passiert mit den Energien von geraden und ungeraden Zusténden fiir Vj — oo? Argumentieren
Sie zudem, was mit den Energien fiir L; — 0 passiert.

{
LOSUNG: Im Fall Vy — oo gilt w = e?* — oo und somit wird aus Gl. (24)
k U—v

- = —1
q U+

(25)

ohne Fallunterscheidung. Das bedeutet, dass fiir Vj — oo fiir jeden geraden Zustand ein ungerader
Zustand mit gleicher Energie existiert, wiahrend sich die Energien fiir V) < oo im Allgemeinen unter-
scheiden.

Im Fall L; — 0 verschwindet Bereich (II) und es verbleibt ein unendlicher Potentialtopf. Also nehmen
die Energien die aus der Vorlesung bekannten Werte an:
h?7m2n?

E,=——-. 26
SmL% (26)
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Aufgabe H8: Schriodinger-Gleichung im Impulsraum

1. Bestimmen Sie durch Fourier-Transformation die Impulsraumdarstellung der Schréodinger-Glei-

chung,
2

ih%w(m,t) = <—Z$ + V(m,t)) b(w,t). (27)

[

LOSUNG: Wir setzen die Fourier-Transformierten der Wellenfunktion und des Potentials, also

viat) = [ G ik e, (28)
Vix) = / (;ﬂ'_“)g V(k) e (29)

in die Schrodinger-Gleichung ein. Durch Vertauschen von Ableitung und Integration erhalten wir
schliefllich

dk 0 ~ ) dk  REk2 ~ ) dk dk’! ~ 5 ' )
[ Gy Tk 07 = [ s G0+ [555 [V TR, D= @)

Durch die Substitution k — k — k’ kann das Doppelintegral nach

/‘(2(1:,)3 /((21171:),3‘7<k>’$(k;’7t) ei(k—i-k/).a: _ /(Zdﬂ’f:)g /(;17’:)/3‘7(’6 _ k,>’LZ(k/,t) eik-az (31)

umgeschrieben werden. Nun projizieren wir auf die einzelnen Fourierkoeffizienten indem wir alle Terme

mit e~**"® multiplizieren und {iber x integrieren, also z.B.:
"o de . 0 ~ L0~
/ / ¢ (k,t) e'F=k"): :/(%)3 ih (k) (27)35(k — k") :maw(k/’,t) (32)

und analog fiir die anderen Terme. Somit erhalten wir

~ 2 !
ih%¢(k,t) = ;ﬁlwk,m/(gf) V(k =Kk, 1), (33)

wobei wir k" — k ersetzt haben.

L

2. Zeigen Sie, dass die Schrodinger-Gleichung im Impulsraum fiir reelle, zeitunabhéngige Potentiale V
invariant unter Zeitumkehr ¢t — —¢ ist und dass ¢*(—p, —t) die zeitumgekehrte Losung beziiglich

Y(p,t) ist.

f

LOSUNG: Wir zeigen dass 1*(—k, —t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung im Impulsraum ist:

i B0 = (~ini(-k ) = (miv gkl



Aus der Schrodinger-Gleichung fiir J(k, t) folgt nun

0 ~ hk? ~ dk’ ~ ~ -
h—*(—k,—t) = | s—uv(—k,—t —=V(—k— K )k, —t
iy (b, =) = (it 4 [Pk = k). 1)) (39)
hk? ~ dk” ~ ~
_ * _k _ i k_k// * _k// _ .
(k=) + [ GV K0 () (36)
Im letzten Schritt wurde im Integral k” = —k’ substituiert und verwendet, dass V*(—k + k") =

V(k—k"), da das Potential als reell und invariant unter Zeitumkehr angenommen wurde. Damit folgt,
dass die Schrodinger-Gleichung im Impulsraum invariant unter Zeitumkehr ist und dass ¢*(—k, —t)
die dazugehorige Losung ist.

L

Aufgabe H9: Quantisierung der Energie

In dieser Aufgabe wollen wir eine intuitive Argumentation fiir die Quantisierung der Energie in der
Quantenmechanik geben. Wir betrachten dafiir exemplarisch Zusténde im eindimensionalen harmoni-
schen Oszillator

V(z)=az? mit a>0. (37)
Dabei wollen wir nur die symmetrische Lésung betrachten und schrinken uns deshalb auf > 0 ein.

1. Betrachten Sie die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir Zustdnde der Energie £ und zeigen
Sie, dass die Wellenfunktion () einen Wendepunkt bei xg = \/g aufweist.

LOsunaG: Mit der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung folgt

K2 0%
TomaaE T OTY =B (38)
und somit
0% E — ax?
o2 = € mit €= 72 2m (39)

Da € sein Vorzeichen bei zg = \/g wechselt, hat ¢ dort einen Wendepunkt.

L

2. Zeigen Sie, dass das Vorzeichen der Wellenfunktion

2
sign <g;§> = —sign(y) fir 0<z <o, (40)
2
sign <g;§> =sign (¢) fir zo <z (41)

erfiillt. Was bedeutet das qualitativ fiir das Verhalten der Wellenfunktion in den beiden Bereichen
und fiir x — oco0?




TLP{"I

Abbildung 1: Kriimmung der Wellenfunktion.

LOSUNG: Die beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus Gl. (39). Die Wellenfunktion ist somit fiir
x < xg zur x-Achse hin gekriimmt und fiir x > x¢ von der x-Achse weg gekriimmt. Das qualitative
Verhalten der Wellenfunktion ist in Abb. 1 dargestellt.

L

3. Physikalische Wellenfunktionen miissen normierbar sein, insbesondere muss 9 (x) 7% 0 gelten.
Warum folgt daraus, dass nur bestimmte diskrete Energien E auftreten konnen?

{ \
LOsuNG: Wie in Abb. 1 angedeutet, ist die Wellenfunktion im Allgemeinen fiir grofle « von der Achse
weg gekriimmt. Um normierbar zu sein, muss sie allerdings im Unendlichen verschwinden. Das ist nur

moglich, wenn die Energie E (und somit die Position des Wendepunkts) genau so gewéhlt ist, wie in
Abb. 2 dargestellt ist.
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Abbildung 2: Die Energie E (oder x() ist so angepasst, dass die Wellenfunktion im Unendlichen
verschwindet.




