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Aufgabe P10: Zwei-Minuten-Fragen

1. Kurze Ubung zur Bra-Ket-Notation: Leiten Sie die eindimensionale Schrédinger-Gleichung in Orts-
darstellung aus der Schrodinger-Gleichung in Bra-Ket-Darstellung her. Was &ndert sich an der
Herleitung in drei Dimensionen?

HINWEIS: Sie konnen die in H25 hergeleitete Relation

DIt _Ei o
(@|Pla') = % b — ')

und (z|V|2') = V(2)d(x — 2') verwenden.
2. Was gibt die ,,magnetische* Quantenzahl m an und warum trigt sie diesen Namen?

3. Bestimmen Sie alle Matrixelemente der Operatoren L, und L, in der {|I,m)}-Basis fiir | = 1/2.

HINWEIS: Verwenden Sie die Leiteroperatoren fiir L.

4. In welchem |l, m)-Zustand befindet sich das Teilchen jeweils, wenn seine Wellenfunktion im Orts-
raum wie folgt gegeben ist?

Yi(r) = (z+1iy) f(r),
Ya(r) = (z —iy) f(r),
Ps(r) =zf(r).

Y0, ¢) = :H/%sineeiw, Y20, 4) = ,/%cose.

5. Nennen Sie mindestens drei Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen Y, (6, ¢).

HINWEIS:



Aufgabe H31: Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren (4.5 Punkte) (x)

1. Bestimmen Sie die Normierung N2 der Kugelfliichenfunktion Y2(0, ¢) = N2 sin?(0)e?¢ und kon-
struieren Sie die Kugelfliichenfunktionen Y3 (6, #) und Y3)(6, ¢) durch Anwendungen von
L_ = —he (9 — icot(0)0y) auf Y£(0, ¢).

f 1

LOsuNG: In dieser Aufgabe werden wir die Normierungskonstante einer bestimmten Kugelflichenfunktion
bestimmen und davon ausgehend andere Kugelflichenfunktion mit Hilfe des Absteigeoperators L_
konstruieren.

Zuerst bestimmen wir die Normierungskonstante, d.h. wir 16sen das Integral

| a4y 0.0)v70.0) = [d4|N3P st 1)
0By
= / |NZ|? sin® §dfd¢ (2)
= 27|N2|? / sin® 0d6 (3)
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Mit der normierten Funktion kénnen wir nun mittels des Absteigeoperators Kugelflichenfunktionen
mit niedrigeren m-Quantenzahlen konstruieren. Es gilt

Damit ergibt sich die Normierung zu

L_|l,m) =1 +1) —m(m — 1)h|l,m —1) (6)

und daher gilt mit der in der Aufgabenstellung angegebenen Darstellung von L_ fiir die Kugel-
flichenfunktionen

LY™(0,6) = I+ 1) —m(m — DR 1(0,¢). (7)
Hier ist also
VARY; (0, ¢) =L-Y3(0,¢) (8)
5 ,
= —hy/55¢ ?(8p — i cot 004)YZ (0, ¢) (9)
15 o 2 02 ) 216
= —hy\/ ——e "?(2sinf cos @ — 2i” cot fsin” f)e (10)
327
= —4h Eei‘bsinQCOSG (11)
327

und damit



Fiir die Funktion Y (6, #) gilt eine analoge Vorgehensweise,

VRY (0, ¢) =L-Y3(6,9) (13)
1 - .
=h 8—56_Z¢(89 — icot 004)e™ sin  cos f (14)
T
15 2 .92 .2 .
=h S—(COS § — sin” 6 — i“ cot §sin 6 cos 9) (15)
T
15 2 .2
= hy/ —(2cos” 6 — sin” 0) (16)
8

= h\/?i(?, cos’ — 1), (17)
Yy (6, 6) = \/%(3(}0820 —1). (18)

2. Zeigen Sie, dass f(z,y) = (x +iy)™ eine Eigenfunktion von L, ist.

also

{ \
LOSUNG: In dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass f(z,y) = (x + iy)™ Eigenfunktion zu L, ist. Um dies
einzusehen verwenden wir die Ortsdarstellung der z-Komponente in Kugelkoordinaten und driicken
die Funktion f(x,y) ebenfalls in Kugelkoordinaten aus,

L.(z +iy)" :§8¢(sin9(:os¢—i—isinﬁsinqﬁ)m (19)
= ? sin™ 00, (e'?)™ (20)
= hm(sinf cos ¢ + isinfsin p)™ (21)
= hm f(z,y). (22)

Hierbei wurde der #-Anteil durch den Differentialoperator gezogen, der ja nur auf ¢ wirkt, und dann
das Potenzgesetz (a")® = a"*® verwendet. Damit ist gezeigt, dass f(z,y) eine Eigenfunktion zu L, ist
mit der Eigenwertrelation

L J
Aufgabe H32: Sphirisch-symmetrisches Potential (5.5 Punkte) (k)

Die Wellenfunktion eines Teilchens in einem sphérisch-symmetrischen Potential V() ist gegeben durch
U(r) = (z+y+32)f(r). (24)

1. Ist ¥(r) eine Eigenfunktion von L?? Falls ja, was ist der Wert fiir [? Falls nein, was sind mogliche
Werte fiir I, wenn L? gemessen wird?




LOsuNG: Wir schreiben die Wellenfunktion in Kugelkoordinaten ¢ (r) = r f(r)(sin 6 cos ¢ +sin 6 sin ¢+
3cos ). Diese Winkelfunktionen lassen sich vollstindig als Kugelflichenfunktionen ausdriicken, da

ViE(0,6) = 7 o s, Y0(0,0) = 1 - cost (25)

mit e™*? = cos ¢ =+ i sin ¢:

2
sin @'sin ¢ = i,/% 7 4y, (26)

2

sinf cos ¢ = ?ﬂ (Y1_1 - Yll) , (27)
4

cosf = gYIO. (28)

Damit ist
w(r) = \/?rf(r) (G+Dy!+ G- Dt +3v2rY) (29)

eine Eigenfunktion von L2 mit [ = 1.

L

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, ein Teilchen in den verschiedenen m-Zusténden zu finden.

{
LOsuNG: Aus Gleichung (29) folgt

) oc (i 4 1) |1, =1) + (i — 1) |1,1) + 3v2|1,0) . (30)
Wegen L. |I,m) = mh|l,m) sowie der Orthogonalitéit der m-Zustéinde ist

(IZa) o [i 4+ 12 (1, ~1|Zo[1, ~1) + i — 1P (L1, 1) +3V22 (LOZLIL0) . (31)

Aus der Bedingung, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1 aufsummieren miissen, erhalten wir den
Gesamt-Normierungsfaktor zu |i + 1|2 + i — 12 + [3v/2|? = 22 und damit sind die gesuchten Wahr-
scheinlichkeiten gegeben durch

_BvRP 9 (32)

P,
0 22 11’

3. Angenommen, ¥ (r) sei als Eigenzustand mit Energie F bekannt. Bestimmen Sie V (7).

HiNnwEIs: Vielleicht ist der Laplace-Operator in der folgenden Schreibweise hilfreich zur Aufstel-
lung der Schrodingergleichung;:




LOsuNG: Wir wissen bereits, dass 1(r) eine Eigenfunktion von L? ist, daher vereinfacht die Schreib-
weise des Laplace-Operators des Hinweises die folgenden Uberlegungen. Da der Winkel- und der Ra-
dialteil des Potentials separiert, schreiben wir ¢ (r) = R(r)F(6, ¢) und finden nach Anwendung der

Eigenwertrelation von L2,

Ad(r) = [16 <1"2 3R(r>> 10+ DR()

r2 Or or r2 ] F(9,9),

(34)

wobei wir [ = 1 bestimmt bereits hatten. Die Schrodingergleichung lautet damit nach Kiirzen von

—h*[1 0 [ 45 0R(r) 2R(r
- = — =F .
2m [7"2 or (T or r2 +V(r)E(r) R(r) (35)
Umstellen auf V (r) liefert das Ergebnis,
R R* 1 92
Vir)=F — — —(rR . 36
(r) mr2 + 2m rR(r) Or? (rf(r)) (36)
Alternativ mit R(r) = rf(r),
2r%  Of(r) Rz 9%f(r)
V(ir)=F 37
(r) * mrf(r) Or * 2mf(r) Or? (37)
Aufgabe H33: Halbzahlige [-Werte
Nehmen Sie an, dass halbzahlige Werte fiir die Drehimpulsquantenzahl [ = %, ... erlaubt wéren. Aus
~ 1
L.Y?(0,$) =0 konnten wir dann schlieflen, dass
2
1 )
YZ2(0,¢) x ?/2\/sing . (38)
2
_1 ~ 1
1. Konstruieren Sie Y; * durch Anwendung von L_ auf Y*.
2 2
{
LOSUNG: Anwenden der Darstellung von L_in Kugelkoordinaten gibt direkt
Y—1/2 —id i¢/2 0 Vsing 4 i Vsin @ 0 /2
1o e —e'?*—+/sinf + i cot fVsin—e
a0 ¢
(39)
_ _itj2 ©080
Vsin 6
_1 ~ 1
2. Konstruieren Sie Y, ? nun mit Hilfe von L_Y, * = 0. Was schlieflen Sie aus beiden Teilaufgaben?
2 2
{
LOSUNG: Wir wissen, dass
ho._,, m



Deshalb ist

Y e f(0). (41)
Um f(0) zu finden, verwenden wir
>~ -1/2 9 . 0\ -1/2
LY )" =0= (—(%—I—zcotﬁ&b) Vi " =0. (42)
Angewendet gibt dies
—%icot 0f(0) — 81;(;) =0 (43)
= f(0) = Vsinf (44)
=Y,/ e V5in . (45)

Beide Methoden, YJ;/ 2 zu bestimmen, fithren zu einander widersprechenden Ergebnissen und damit

zu einem Argument gegen halbzahlige I-Werte fiir (gewohnliche) Drehimpulse.

L




