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1 Diskrete Fourierentwicklung

Wir betrachten die 27m-periodische Funktion f(x + 27) = f(x). Sie kann als trigonometrische Reihe
bzw. als Reihe von Sinus- und Kosinus-Funktionen geschrieben werden:

f(z) = 20 4 Z (ay, cos(nx) + by, sin(nx)) (1)
2 n=1
- mnT : ap .
= Z Cné mit 00:?, cinzi(an¥zbn), n>0. (2)

Die Fourier-Reihe konvergiert sofern die Dirichletschen Bedingungen erfiillt sind.! Mit Hilfe der Or-
thogonalitétsrelationen,

/ﬂ dx sin(mz) sin(nz) = {g5nm m # 8 (3)
. m =

- TOnm m#0
/ dx cos(mx) cos(nzx) = ¢ 2w m=n=20 (4)

0 m=0,n#0
/ dxsin(mz) cos(nz) =0 Vm,n, (5)
konnen die Entwicklungskoeffizienten a.,, b, und ¢, eindeutig bestimmt werden,

= / " dreos(na)f(x). b= / Cdrsin(nn)f(z), en=5- [ dee @) (6)

Ll - i - 27 J_,

Daraus folgt direkt: Ist f(x) eine gerade (ungerade) Funktion, so gilt b, = 0 (a, = 0),Vn. Ist f(z) eine
rein reelle Funktion, so gilt c_,, = ¢},

1. Das Periodenintervall kann in endliche viele Teilintervalle zerlegt werden, in denen f(x) stetig und monoton ist.
2. Bei vorhandenen Unstetigkeitsstellen exisitiert sowohl der links- als auch rechtsseitige Grenzwert. Die Fourier-Reihe
nimmt an diesen Stellen den arithmetischen Mittelwert der beiden Grenzwerte an.



2 Beispiele
Auf diese Weise kann die Fourier-Reihe z.B. einer Rechteckfunktion,

() = +1 0<ax<nm
YW= 21 r<az<on

zu

4 N sin[(2k — 1)z
%Z 2k — 1 (®)

bestimmt werden. In Abb. 1 wurden bis zu vier Terme der unendlichen Reihe aus y(z) berticksichtigt.
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Abbildung 1: Fourier-Reihe einer Rechteckfunktion in verschiedenen Ordnungen.

Man sieht, dass die Ursprungsfunktion durch Hinzunahme von héheren Termen der Reihe beliebig gut
approximiert werden kann.
Als weiteres Beispiel betrachten wir die Sigezahnwelle im Intervall z = [0, 27]:

xr) =
y(x) r—2r w<x<2mw

{a: 0<xr<m
Eine einfache Rechnung liefert folgende Werte fiir die Entwicklungskoeffizienten:

anp =0 (10)

b = (—1)"+12 ()

() = 2(8111() sin(2x)+sin(3x):F'”>' (12)

und somit
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3 Allgemeine Transformation

Wir betrachten nun eine L-periodische Funktion f(z + L) = f(z), die absolut integrabel ist, d.h.,

J- %32 x)|dz < oco. Nicht-periodische Funktionen behandeln wir dann durch den Grenzwert L — oo.



Mit Hilfe der Variablendefinition y = 2%% bzw. § = L Tz erhalten wir zunéchst eine 2w-periodische
Funktion, dessen Fourier-Reihe bereits diskutiert wurde,

> 1 T ~ _—in wm
gw) = Y [%/ dije yg(y)]e v (13)
Resubstituieren liefert
121 & Lz _ )
f(l') — T [/ die ’LTLQTI'I‘/L](‘(:L,) eanﬂx/L‘ (14)
g n=-—00 —-L/2

Im Limes L — oo geht die diskrete Summe in ein kontinuierliches Integral iiber, 2% Y An = [ fooo dk

f(z) :;/de [/Oodjemf( ] / dief(k)et*® (15)

mit der Fouriertransformierten,

fo = [ deg(pe . (16)
Nota bene: Der Faktor (27)~! kann auch symmetrisch verteilt werden, % und %.

4 Eigenschaften

P

1. Linearitét: ¢1f + cag = c1f + 2§
2. Verschiebung: f(ax +b) = eXp[%kb/a]f ( )

3. f(z) reell = f(k)* = f(—k)
4. f(x) (un-)gerade = f (un-)gerade

P

5. Faltung (f * g)(x) = [7 dyf(z —y)g(y) = |7, dyf(y)g(x —y), dann gilt (f * g) = f§
6. Ableitung: f' = ikf
7. Parseval Gleichung: [*_dz|f(z)]> = 5= [* dk|f(k)|?

5 Weitere Beispiele

f(z) f(k)
o(x) 1
1 270 (k)
exp(—alz|) e
z}raQ geXp(_aUCD
exp (_‘3’”2) %’r exp (—%)
1 ‘$| <a 9 sin(ak)
0 |z|>a k




Aufgabe P1: Fourier-Transformation

1. Lesen Sie dieses Skript und machen Sie sich mit der Fourier-Transformation vertraut und verifi-
zieren Sie die Relationen (10) und (11).

Verstehen Sie die Transformation als Entwicklung in eine Orthonormalbasis,

1
V2
mit dem Skalarprodukt (f, g) = %ffﬁ f(x)g(x)dzx.

Ap(x) = , Ap(x) = cos(nx), Bp(z) = sin(nx) fir z € [-7, 7] und n € N

f 1

LOSUNG: Zur Berechnung der Fourier-Transformation der Sdgezahnwelle betrachten wir diese als pe-
riodische Funktion und berechnen

an =

[ /O " e cos(nz)z — 2m /7r " e cos(nw)} ~0 (17)

2w
by =

A= =

[ " dxsin(nx)r — 27 dx sin(nav)} = (—1)"‘Hg . (18)
0

- n

Beziiglich der Interpretation der Fourier-Transformation als Entwicklung in eine Orthonormalbasis
kann durch einfache Umformungen gezeigt werden:

5 = (£, Ao)Ao(a) (19)
b = (B, f) , (21)

sodass sich
f(@) = (f, Ao)Ao(x) + Y ({An, £)An(x) + (Bn, f) Bn(x)) (22)

1

n

ergibt, d.h. eine Entwicklung in orthogonale Basisvektoren A, und B,.

L

2. Berechnen Sie die Fourier-Transformierte eines Gaufischen Wellenpakets (a > 0),
U(z) = Nexp [fax2 + bz + ¢, (23)

und diskutieren Sie qualitativ den Einfluss von a > 0 auf die Breite von ¥(x) bzw. ¥(k) im Fall
b=c=0.




LOSUNG: Es gilt

(k) = / - dz (x) exp(—ikz) (24)

—00

_N/ da exp<—a<x +Zk_b)+c> (25)

_N/ dz exp (—a< ) a<ik2;b>2—l—c) (26)

:Nexp< (ik — b)* )/Oo d# exp (—ai?) (27)
w<)

:Nexp< (ik — b)?

e (28)

wobel wir T = z + ”“2;1’ definiert haben.

L

3. Verifizieren Sie die in Abschnitt 5 gegebenen Beispiele von Fouriertransformationen.

[

LOSUNG:
/ dz 0(x) exp(—ikz) = exp(—ik0) =1 (29)
= / dz exp(—ikz) = 270 (k) (30)
= / dz exp(—alz|) exp(—ikz) (31)
0 oo
:/ dz exp(az) exp(— z/m)—i—/ dz exp(—az) exp(—ikx) (32)
0
= / dz exp(—ax)(exp(—ikz) + exp(ikx)) = 2 (33)
) P P P k2 + a2
Fiir f4 betrachte zunichst k > 0:
5 o0 1 , exp(ikz)
= _ — — - 7 4
fa(k) /_OO dgvac2 s exp(—tkx) jé(;dz 2o (34)
—ak
= 27rz'M _ exp(—ak) (35)

2a1 a

Es wurde ausgenutzt, dass das Integral iiber den oberen Halbkreis verschwindet. Falls k < 0 wéhle
Contour in unterer komplexen Ebene und rechne analog. Alternativ kénnen wir fiir diese Aufgabe auch
die Losung von f3 nutzen und invertieren.

f5(k) = siehe P2 (36)
fﬁ(kj) _ /a dx exp(—ikl’) = — ’Leka(:lk:E) i _ 2SH;€(CL]€) (37)




