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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der Quarkpropagator im NJL Modell in einer selbstkonsistenten 1/N. Ent-
wicklung in nachst-fiihrender Ordnung berechnet. Die Berechnungen werden iterativ im eukli-
dischen Raum durchgefiihrt. Das chirale Quarkkondensat wird direkt berechnet und die Ab-
héngigkeit von Temperatur und chemischem Potential mit Meanfield Rechnungen verglichen.
Aus den euklidischen Propagatoren werden mit Hilfe der Maximum-Entropie-Methode (MEM)
die zugehorigen Spektralfunktionen bestimmt. Dadurch konnen die Massen von Quarks und
Mesonen abgeschatzt und auch Zerfallskanéle identifiziert werden. Zum Testen dieser Metho-
de werden die MEM Ergebnisse mit bekannten oder perturbativen Spektralfunktionen, welche
direkt im Minkowskiraum berechnet wurden, verglichen.

Abstract

In this thesis the quark propagator is calculated in the NJL model in a selfconsistent 1/N, expan-
sion at next-to-leading order. The calculations are carried out iteratively in euclidean space. The
chiral quark condensate and its dependence on temperature and chemical potential is calculated
directly and compared with meanfield results. By using the Maximum-Entropy-Method (MEM)
spectral functions are determined from the euclidean propagators. Thereby quark and meson
masses can be estimated and decay channels identified. For testing this method the MEM results
are compared with exact or perturbative spectral functions calculated directly in Minkowski
space.
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1 Einfuhrung

Durch die Einfiihrung des Quarkmodells konnte Murray Gell-Mann Mitte des zwanzigsten Jahr-
hundert das bis dahin entdeckte Spektrum an stark wechselwirkenden Teilchen systematisch
einordnen, welches durch die steigenden Energien an Teilchenbeschleunigern zugénglich wur-
de [1]. Da bereits die elektroschwache Wechselwirkung erfolgreich durch Quantenfeldtheorien
beschrieben werden konnte, wurde die Quantenchromodynamik (QCD) zur feldtheoretischen
Beschreibung der Quarks entwickelt. Die zugrundeliegende Eichgruppe der QCD ist die nichta-
belsche SU(3), weshalb die Austauschbosonen der starken Wechselwirkung, die Gluonen, auch
untereinander wechselwirken kénnen. Die Ladung der starken Wechselwirkung wird als Farbla-
dung bezeichnet. Ein direkt aus der Eichsymmetrie folgendes Phdnomen ist die asymptotische
Freiheit [2], [3]. Sie besagt, dass die Kopplungskonstante der QCD, welche bei niedrigen Ener-
gien sehr hoch ist und dort keinen perturbativen Zugang ermoglicht, bei hohen Energien bzw.
kleinen Abstdnden sehr klein wird. In diesem Energiebereich kann die QCD durch storungstheo-
retische Entwicklung in der Kopplungskonstanten untersucht werden, daher ist dieses Regime
experimentell gut bestatigt [4]. Im Niederenergiebereich ist der Zugang zur QCD jedoch recht
kompliziert und dort auftretende Phdnomene wie das Confinement, durch welches farbladungs-
tragende Quarks und Gluonen nicht isoliert sondern nur in farblosen Hadronen vorkommen,
sind theoretisch noch nicht vollstdndig verstanden. Eine weitere wichtige Eigenschaft der QCD
sind die Symmetrien. Hier spielt die chirale Symmetrie eine besondere Rolle, welche bei niedri-
gen Energien spontan gebrochen ist und die niedrigen Massen des pseudoskalaren Mesonoktetts
erklart, welche die Pseudogoldstonebosonen der Symmetriebrechung sind.

Um den Niederenergiebereich der QCD zu beschreiben, sind effektive Theorien und Modelle
sehr hilfreich. Diese stimmen in einem bestimmten Grenzwert mit der QCD iiberein, sind aber
durch Vernachlissigen von bestimmten Eigenschaften und Freiheitsgraden der QCD, welche erst
bei hoheren Energien wichtig werden, einfacher zu handhaben. Will man auch den Bereich des
Phaseniibergangs zwischen chiral gebrochener und restaurierter Phase beschreiben, benétigt
man ein Modell, das einen nicht-stérungstheoretischen Zugang ermoglicht. Ein Modell, welches
dies bietet und in dieser Arbeit verwendet wird, ist das Nambu-Jona-Lasinio Modell (NJL Mo-
dell) [5], [6]. Die Freiheitsgrade des Modells sind die Quarks, wéahrend gluonische Beitrage
vernachlassigt werden. Die Quark-Gluon Wechselwirkung wird im Modell durch eine einfache-
re effektive 4-Punkt Wechselwirkung zwischen Quarks und Antiquarks ersetzt. Da das Modell
die chirale Symmetrie und deren spontane Brechung beinhaltet, konnen damit recht einfach in
Meanfield Naherung ein Phasendiagramm berechnet werden und in Random-Phase Nidherung
Mesonen im Vakuum und Medium beschrieben werden. Einige Médngel des Modells, die auf das
fehlende Confinement zuriickzufiihren sind, wie zu hohe Quarkdichten bei niedrigen Tempera-
turen, konnen durch Einfiihrung des Polyakovloopfeldes und dessen Kopplung an die Quarks
behoben werden, wodurch auch der Confinement-Deconfinement Phaseniibergang beschrieben
werden kann [7], [8], [9], [10]. Ein weiteres Problem des NJL Modells, ebenfalls aufgrund
des fehlenden Confinements, ist das mogliche Auftreten von freien Quarks. Dadurch ist ein un-
physikalischer Zerfall von schweren Mesonen in ein Quark-Antiquarkpaar moglich. Bei leichten
Mesonen wie dem pseudoskalaren Oktett ist dieser kinematisch nicht moéglich, wohl aber bei
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den schwereren Vektormesonen. Will man das Rho Meson beschreiben, welches insbesondere
bei der Berechnung Dileptonproduktionsraten in Schwerionenkollisionen eine Rolle spielt, so
hat man in Hartree / Random-Phase Nidherung nur zwei unphysikalische Moglichkeiten. Entwe-
der liegt die Rho Meson Masse leicht unterhalb der Quark-Antiquarkschwelle und das Meson ist
stabil, oder es ist schwerer und der Zerfall in ein Quark-Antiquark Paar ist moglich. Der physika-
lische Zerfall in Pionen ist nicht implementiert. Dieser Mangel kann beseitigt werden, wenn man
im NJL Modell eine 1/N, Entwicklung durchfiihrt und Beitrdge hoherer Ordnung beriicksichtigt.
In [11] wurde bereits das NJL. Modell mit mesonischen Korrekturen untersucht. Dabei wurde
zum einen ein perturbatives Dressing der Quarkpropagatoren mit Mesonloops untersucht, wel-
ches bei niedrigen Temperaturen eine gute Beschreibung des Quarkkondensats und des Rho
Mesons lieferte, aufgrund des perturbativen Charakters jedoch nicht bei hoheren Temperaturen
in der Ndhe des Phaseniibergangs anwendbar ist. Zum anderen wurde auch eine selbstkonisten-
te Methode untersucht, wobei jedoch nur lokale Beitrdage zur Quarkselbstenergie beriicksichtigt
wurden. Diese Methode konnte auch bei hoheren Temperaturen angewandt werden, die Ver-
nachlassigung der nichtlokalen Beitrédge fiihrte jedoch zu Problemen wie tachyonischen Pionen,
welche erst durch weitere Regularisierungsvorschriften beseitigt werden konnten. Zudem trat
im chiralen Limes bei endlicher Temperatur ein 1. Ordnung Phaseniibergang auf, wobei man
jedoch fiir die QCD einen Phaseniibergang 2. Ordnung erwartet. Ziel dieser Arbeit ist es nun,
die 1/N, Entwicklung im NJL Modell konsistent in erster Ordung iiber Meanfield hinaus durch-
zufiihren und den Quarkpropagator zu berechnen.

Im ersten Abschnitt wird dazu das NJL Modell vorgestellt und in fithrender Hartree / Random-
Phase Naherung untersucht. Im zweiten Abschnitt wird eine systematische Entwicklung in der
Anzahl der Farben 1/N, eingefiihrt. Im dritten Abschnitt werden allgemeine Eigenschaften von
Quark- und Mesonpropagatoren untersucht, welche im vierten Abschnitt verwendet werden,
um den Quarkpropagators in ndchster Ordnung in der 1/N. Entwicklung zu bestimmen. Die
Berechnungen werden dabei im euklidischen Raum fiir imaginare Energien durchgefiihrt, wes-
halb auch die Ergebnisse direkt nur fiir euklidische Impulse vorliegen. Um dennoch Aussagen
iiber das Verhalten dynamischer Grol3en wie Spektralfunktionen fiir reelle Energien treffen zu
konnen, ist eine analytische Fortsetzung notig. Diese kann mit Hilfe der Maximum-Entropie-
Methode (MEM) abgeschéatzt werden, was im fiinften Abschnitt beschrieben wird.




2 Das SU(2) NJL Modell

2.1 Das Modell

In den sechziger Jahren entwickelten Nambu und Jona-Lasinio ein effektives Modell zur Be-
schreibung von Nukleonen [5], [6], indem sie eine Analogie zwischen der Energieliicke (Gap)
zwischen Grundzustand und angeregten Zustédnden eines BCS Supraleiters und der Fermio-
nenmasse feststellten. Diese Energieliicke wird im Supraleiter dynamisch durch die attraktive,
durch Phononen vermittelte, Wechselwirkung zwischen den Elektronen erzeugt. Die Fermio-
nenmasse wird daher im NJL Modell ebenfalls dynamisch durch die attraktive Wechselwirkung
zwischen leichten nackten Fermionen erzeugt. Quarks, welche zu dieser Zeit noch nicht bekannt
waren, kamen in dem Modell nicht vor. Etwa 20 Jahre spiater wurde daher das Modell wieder
aufgegriffen und zur Beschreibung von Quarks uminterpretiert [12], [13], [14]. Da bei der Be-
schreibung von Nukleonen Confinement keine Rolle spielt, sofern man deren innere Struktur
nicht betrachtet, ist dieses essentielle Phdnomen der QCD nicht im Modell implementiert. Will
man nun Quarks beschreiben, fehlt das Confinement und es treten teilweise unphysikalische
Effekte wie zum Beispiel Zerfélle von Mesonen in Quark-Antiquark Paare auf. Nichtsdestotrotz
ist das Modell auch bei der Beschreibung von Quarks erfolgreich, da wichtige Symmetrien der
QCD wie auch deren spontane und explizite Brechung im Modell realisiert werden konnen
[15], [16], [17]. Dabei spielt insbesondere die chirale Symmetrie eine wichtige Rolle, durch
deren spontane Brechung die Mesonen im pseudoskalaren Oktett als Goldstonebosonen sehr
niedrige Massen bekommen. Zudem lassen sich durch den Ubergang von spontan gebroche-
ner zu restaurierter Phase auch Vorhersagen zum QCD Phasendiagramm und einem kritischen
Endpunkt treffen. Insbesondere hier hat das Modell eine grof3e Bedeutung, da in dieser Regi-
on storungstheoretische Ansétze wie eine Entwicklung um die niedrige Kopplungskonstante bei
hohen Impulsen oder eine Entwicklung um kleine Impulse durch chirale Stoérungstheorie zu-
sammenbrechen. Auch mit Gitterrechnungen ist es bei endlichen chemischen Potentialen nur
sehr schwer moglich, Vorhersagen zu treffen.

2.2 NJL Lagrangian und Symmetrien

Im 2-Flavor Fall mit Skalar- und Vektorwechselwirkung lautet der NJL-Lagrangian

£ = qid —mo)q +&[(@9)* + (qirsT9*] — &, [@" 7 + (@rsr" 7’1 (.1
mit den Quarkfeldern g, einer skalaren Kopplung g, und einer Vektorkopplung g, sowie den
Paulimatrizen im Isospinraum 7. Setzt man Isospinsymmetrie voraus, ist die Stromquarkmasse
m,, fiir Up- und Downquarks identisch.
Das NJL Modell weist die wichtigen Symmetrien der QCD auf. Der Lagrangian besitzt eine Uy, (1)
Symmetrie, welche die Baryonenzahlerhaltung garantiert und auch fiir verschiedene Quarkmas-

sen erfiillt ist. Im Isospin-symmetrischen Fall ist der Lagrangian invariant unter SUy,(2) Rotatio-
nen im Isospinraum, wodurch Up- und Downquarks entartet sind. Im chiralen Limes m, = 0
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Abbildung 2.1: Dyson Gleichung des Quarkpropagators mit nackten (diinne Linien) und gedress-
ten (dicke Linien) Quarkpropagatoren

besitzt der Lagrangian zusétzlich eine Invarianz unter SU,(2) Rotationen und weist somit ins-
gesamt eine SUy (2) ® SU4(2) ® Uy, (1) Symmetrie auf. Da SU(2) ® SU,(2) = SUR(2) ® SU,(2),
nennt man diese Invarianz auch chirale Symmetrie, da der Lagrangian unter unabhédngigen
SU(2) Transformationen der links- und rechtshidndigen Quarkfelder invariant ist. Bei ausrei-
chend grof3er Kopplungskonstante g; ist dies jedoch nur die Symmetrie des Lagrangians, nicht
des Grundzustandes. Im Vakuum ist die chirale Symmetrie dadurch spontan zur SU,(2)® U(1)
Symmetrie gebrochen. Ordnungsparameter dieser Symmetriebrechung ist das Quarkkondensat
(gq). Nach dem Goldstonetheorem erfordert dies N2 — 1 = 3 masselose Goldstonebosonen, wel-
che im 2-Flavor-Fall durch das Piontriplett gegeben sind. Fiir hohe Temperaturen und Dichten
verschwindet das Quarkkondensat und die chirale Symmetrie ist restauriert. Dadurch bekom-
men die Pionen eine Masse und durch das Sigma Meson einen entarteten chiralen Partner.
AufBerhalb des chiralen Limes ist die chirale Symmetrie explizit gebrochen. In der Natur sind
die Quarkmassen jedoch sehr klein, daher ist dies nur eine kleine Storung und die Effekte der
Symmetrie sind dennoch beobachtbar. Dies dufert sich in einer kleinen, jedoch endlichen Pion-
masse. Die U,(1)-Symmetrie des QCD Lagrangian, welche in der QCD durch die Quantisierung
gebrochen wird, wird im 2-Flavor-NJL-Modell in jedem Fall explizit durch den skalaren und
pseudoskalaren Wechselwirkungsterm gebrochen.

2.3 Quarks und Mesonen

In dieser Arbeit wird das Modell zur Vereinfachung ohne Vektorwechselwirkungen betrachtet
(g, =0)

£ = q(id — mo)q + &[(@9)* + (GirsTq)*] (2.2)
Die Stromquarks mit einer Masse m,, erhalten durch die dynamisch durch die Wechselwirkung
erzeugte Quarkselbstenergie eine effektive Masse (Konstituentenquarkmasse) m. Dies wird in

Hartree Naherung durch die Dyson Gleichung Abb. 2.1 beschrieben, woraus man mit den tibli-
chen Feynmanregeln erhalt

iS(p) = iSo(p) +1iSe(p)(—iXy)iS(p) (2.3)

So(p) = (p—mg+ ie)~!ist der nackte, S(p) = (p—m+ ie)™! der gedresste Quarkpropagator,
sowie Xy die lokale Hartree Selbstenergie. Daraus erhélt man

. d*k
m=my+Xy = m0+221gM1“M WTr(FMS(k)) (2.4)
M




o=

Abbildung 2.2: Bethe-Salpeter Gleichung der Quark-Antiquarkstreuung, die Doppellinien stellen
RPA Mesonpropagatoren dar

mit den skalaren und pseudoskalaren Wechselwirkungskanélen I'; = 1, T', = iysT. Die Spuren
werden im Dirac-, Farb- und Flavorraum ausgewertet. Durch die Spurbildung tragt nur der
skalare Kanal bei und man erhilt die Gapgleichung

m = mg +8NcmegsIl(0)
[ d*k 1 (2.5)
1

(2m)* k2 — (k—q)? —m? +ie

mit I;(q) =

Unter Anwendung einer kovarianten Regularisierung ware dieses Integral unabhingig von q, da
die Substitution k — k 4 q der Integrationsvariablen moglich ware, welche die q-Abhéngigkeit
beseitigt. Da in dieser Arbeit jedoch ein nicht-kovarianter 3er-Impuls Cutoff verwendet wird
(siehe Abschnitt 5), wird auch das q abhédngige Integral benotigt.

Es fallt auf, dass im chiralen Limes (m, = 0) die triviale Losung m = 0 die Gapgleichung erfiillt.
Im Vakuum ist dies bei ausreichend hoher Kopplungskonstanten g, jedoch nicht die einzige Lo-
sung der nichtlinearen Gleichung. Beschreibt eine endliche Quarkmasse den Grundzustand des
Systems, ist die chirale Symmetrie spontan gebrochen. Welche der Losungen nun die physikali-
sche Quarkmasse beschreibt, sieht man durch Untersuchung des thermodynamischen Potentials,
welches spéter eingefiihrt wird.

Mesonen werden im NJL Modell als Resonanz in der Quark-Antiquark Streuung beschrieben. In
Random-Phase-Approximation wird dieser Prozess durch die Bethe-Salpeter Gleichung Abb. 2.2
beschrieben und man erhilt die Gleichung fiir die Streumatrix T

iT(q) = iK+iK (-il1(¢)) iT(q) (2.6)
mit dem Streukern

iR = ZZigM(FM®FM) 2.7)
M

und den Polarisationsfunktionen bei gleichméaf3iger Aufteilung der externen 3er-Impulse auf die
Quarkpropagatoren

R ) d*k
JMN = FMH(q)rN =1 J WTI'[FMS(}(O + 40, k+ q/Z)FNS(kO, k — q/2)] (28)
Da die skalaren und pseudoskalaren Kanile nicht mischen (Jsp = 0), entkoppeln diese beiden
Kanile und man erhilt mit dem Ansatz Ty;(q) = —T';;D,(q)Ty; den Mesonpropagator
—28u
Dy(q) = (2.9)
. 1-2g1Ju(q)




Dies ist die Definition des Mesonpropagators, wie sie im NJL Modell iiblicherweise verwendet
wird. Da das NJL Modell ein effektives Modell fiir Quarks ist, liefert der Lagrangian direkt nur
den Quarkpropagator. Mesonen sind im Modell nur Zwischenzustdnde und der Mesonpropa-
gator nur eine abkiirzende Schreibweise fiir die unendliche Reihe von Quarkloops. Der NJL
Mesonpropagator unterscheidet sich daher von der allgemeinen Definition des Mesonpropaga-
tors, wie sie im nichsten Abschnitt verwendet wird, durch die Asymptotik, da insbesondere die
duleren Kopplungen in den NJL-Propagator absorbiert wurden. Daher verschwindet der Me-
sonpropagator nicht fiir grofe Impulse, wie man es von einem Propagator erwartet, sondern
besitzt den Grenzwert —2g,,.

Die Sigma- und Pi-Polarisationsfunktionen kann man explizit angeben

J,(@) = 4N.N;11(q/2) — (¢ — 4m®)2N.N;I,(q)
Jp(@) = 4N.N¢I,(q/2) — q°2N.N;I,(q)

d*k 1
(2m)* (ko +qo)* — (k+q/2)> —m? +ie)(kj — (k—q/2)* — m* + ie)
Im Vakuum sind die Polarisationsfunktionen bei Verwendung einer kovarianten Regularisierung
aufgrund von Lorentzsymmetrie nur vom Quadrat des 4er-Impulses abhingig (J;(q) = J,(¢?),

Jp(q) = Jp(qz)). Die Mesonmasse ist nun als Polstelle des Mesonpropagators definiert und das
Meson stellt somit eine Resonanz in der Quark-Antiquark Streuung dar.

Dl\_/ll(q)|qz:m]2v[ =0 (2.11)

(2.10)

mit I,(q) = i

Um die Quark- und Mesonenmassen im Medium zu berechnen, verwendet man den Matsu-
bara-Formalismus [18]. Dabei wird das Integral {iber die Zeitkomponente der auftretenden
Impulsintegrale Gln. (2.5), (2.10) durch eine Matsubarasumme ersetzt

[ d%k >k
lJ (27_C)4f(k05 k) - _T;f mf(lwn + U, k)

) d*k . I T 3k ) I
lJ@Tyf(O+q09 +q)_>_ ;J(zﬂ:)fsf(lwn-{_lwm-i_nu'a +q)

(2.12)

Hierbei sind w,, = (2n+1)nT fermionische und w,, = 2mn T bosonische Matsubarafrequenzen,
m und n sind ganze Zahlen. In Hartree / Random-Phase Naherung kann man die Matsubara-
summen noch analytisch berechnen und erhalt mit der stetigen Fortsetzung iw,, — q, + i€ fiir
den retardierten Propagator

k1
L(q) = f (27)° Tk_q(l - nF(Ek—q —u) - nF(Ek—q + w))

d3k 1
I,(q) = (1 —np(Ex_g/o— 1) —np(Er_g/p + 1))
(27)* 4Ex_g/2Extq)2 F a a
1 1 N 1 1 ) (2.13)
qo—Sp+ie qo+spt+ie qo—dgp+ie qo+dg+ie
1
. _ 2 2 _
mit £, = VKk* 4+ m?, nF(x)——ex/T+1

Sg = Ek+q/2 + Ek—q/2: dg = Ek+q/2 - Ek—q/z




2.4 Thermodynamisches Potential

Die im letzten Abschnitt hergeleitete Gapgleichung lasst sich auch mit Hilfe des thermodyna-
mischen Potentials bestimmen. Zuséatzlich erhdlt man hierbei durch die absoluten Werte des
thermodynamischen Potentials an den Losungen der Gapgleichung auch Informationen tiiber
die Stabilitdt der Losungen. Dies ist insbesondere wichtig, wenn die Gapgleichung mehrere Lo-
sungen besitzt, um den Grundzustand zu finden. Desweiteren kann mit Hilfe des Potentials auch
ein Phasendiagramms konstruiert werden.

Um das thermodynamische Potential auf Meanfield-Niveau zu bestimmen, werden die quadra-
tisch auftretenden Wechselwirkungsterme im Lagrangian Gl. (2.2) zunéchst linearisiert. Dazu
fiihrt man die Kondensate

. [ d*k .
(goq) = —lf (Zﬂ)4Tr(ﬁS(k)) (2.14)

ein und vernichlissigt quadratische Terme der Fluktuationen 6(G0q) = G0q — (G0q), so dass
(09)* ~2(q09)(q09) — (70q)* (2.15)

Fiir den Lagrangian Gl. (2.2) existiert in dieser Niaherung nur ein nichtverschwindenden Kon-
densat, das chirale Quarkkondensat

(qq) = o (2.16)

Damit kann man den Lagrangian ndhern

% ~q(id —my+2g,0)q — g,0°

.. (2.17)
= q(id —m)q — g,0?
mit der bereits aus Gl. (2.5) bekannten Konstituentenquarkmasse m
m = my—2g,0 (2.18)

Das grol3kanonische Termodynamische Potential ist iiber die grolkanonische Zustandssumme
% definiert

Q(T,u) = —élan’ = —é InTrexp (—% f d3x( — unq)) (2.19)
mit der Hamiltondichte
H =iq'qg-% (2.20)
Setzt man die Meanfield Lagrangedichte Gl. (2.17) ein, erhélt man
QT, 1) = Qpree(T, u; m) + g0 (2.21)

mit dem Beitrag Qgee(T, u; m) eines freien Fermionengases mit Fermionenmasse m. m ist jedoch
nicht unabhéangig, sondern wird iiber Gl. (2.18) bestimmt. Daher werden solche Variablen mit
Semikolon von den ,echten“ Variablen T und u getrennt. Das freie Potential

d3k I
Qfree(T, ) = —TZ (271_)3Tr1n (FS (lwn,k)) (2.22)




mit dem inversen Propagator
S iwy,k) = (iw, +wWy° —kiy; —m (2.23)
findet man in Textbtichern wie [18] und man erhilt

(m — my)>? d3k
QT,u) = T - 2NcNf (27.5)3

(5 (1ron(-E2) )11 (1o (<22

Den Grundzustand fiir ein gegebenes Paar (T, u) erhdlt man, indem man das Potential beziiglich
der Konstituentenquarkmasse m minimiert und bei mehreren Losungen diese mit dem kleinsten
Potential auswahlt

(2.24)

o0
2 _ (2.25)
om

Dadurch erhélt man wiederum die Gapgleichung im Medium GI. (2.5) mit (2.13)

3

m = mg+ 4Ncmegs f (1 - nF(Ek - ;U’) - nF(Ek + ,u)) (2.26)

(2m)® By
Mit Gl. (2.18) erhilt man nun auch einen Ausdruck fiir das skalare Kondensat o

d*k 1

Aufgrund thermodynamischer Konsistenz muss das thermodynamische Potential folgende Rela-
tion erfiillen

N
— =0 (2.28)
om,

Mit Gln. (2.24) und (2.18) und Anwendung der Kettenregel ergibt sich

o0 +5S2 om (2.29)
8m0_0 om dm, '

Damit sieht man sofort, dass Gl. (2.28) durch die Forderung Gl. (2.25) gewdihrleistet ist. An
den Extrempunkten ist das Potential somit thermodynamisch konsistent. Dazwischen ist dies
im Allgemeinen zwar nicht mehr der Fall [19], zur Ermittlung der physikalischen Quarkmasse
genligt jedoch die Konsistenz der stationdren Punkte.
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2.5 Spektralfunktionen

Weitere Eigenschaften von Mesonen lassen sich iiber Spektralfunktionen erhalten. Insbeson-
dere bei instabilen Mesonen kann man damit Aussagen iiber deren Zerfallsbreite treffen. Die
Mesonspektralfunktion ist definiert als

pm(q) = —2Im Dy(q) (2.30)

Sind die Meson Polarisationsfunktionen J,,; reell, so sind auch Zahler und Nenner von D, reell.
An der Polstelle (g% = mlzw) kann man den Mesonpropagator dann entwickeln
2
Dy ~ % (2.31)
q- — mM
mit der Quark-Meson Kopplungskonstanten g4, Mit der Ersetzung fiir den retardierten Propa-
gator gy — gy + i€ im Limes € — 0, € > 0 ergibt sich mit Hilfe der Identitat

1
Im li = 2.32
m lim —— Fro(x) (2.32)
die Spektralfunktion in der Umgebung des Pols zu
pu(q) = —2Im Dy (q) o« g35,6(q* — mj) (2.33)

Neben dem Polbeitrag besitzt die Spektralfunktion noch Beitrdge, wenn die Mesonpolarisations-
funktionen J,; komplex werden. Fiir den Mesonpropagator Gl. (2.9)
—28m

Du(@)=1— 22 (@) (2.34)

ergibt dies

8g2 Im Jy
(1 —2gy,Re Jy)? + (2gyIm Jy,)?
Bei genauerer Untersuchung der Polarisationsfunktion findet man, dass Imaginarteile in Hartree
/ RPA in drei Impulsbereichen auftreten. Fiir raumartige Impulse g2 < 0 erhilt man im Medium
den ,Teilchen-Loch-Branch®, welcher durch Emissions- und Absorptionsprozesse von Mesonen
durch Quarks oder Antiquarks interpretiert werden kann. Fiir zeitartige Impulse grol3er als die
doppelte Quarkmasse q> > 4m2 bildet sich ein Kontinuum im Spektrum aus. Dies beschreibt
Quark-Antiquark Paarbildungs- / Vernichtungsprozesse [20]. Der dritte Beitrag ist der Massen-
peak. Bei stabilen Teilchen ist dieser durch eine Deltafunktion an der Stelle der Mesonenmasse
reprasentiert. Instabile Teilchen im NJL Modell haben in Hartree / RPA eine Masse grof3er als
die doppelte Quarkmasse, daher liegt der Massenpeak im Kontinuum. Er besitzt eine endliche
Breite, da das Modell den Zerfall in ein Quark-Antiquark Paar erlaubt. Die Masse des instabilen
Teilchens kann man mit der Peakposition identifizieren.
In Analogie kann man auch die Spektralfunktion von Quarks angeben

p(p) = —2Im S(p) (2.36)

wobei bei der Imaginarteilbildung die Diracmatrizen als reell zu behandeln sind. In Hartree
Naherung ergibt dies

pu(qQ) = + Polbeitrage (2.35)

p(p) = 2n(p +m)5(p* — m*)sgn(p,) (2.37)
Die Hartree Spektralfunktion besteht daher nur aus Delta-Peaks an den Stellen der Quarkmasse.
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2.6 Massen instabiler Teilchen

Die Mesonen im NJL Modell wurden bereits in Kap. 2.3 beschrieben und deren Masse iiber
Gl. (2.11) definiert. Dies ist jedoch direkt nur auf stabile Mesonen anwendbar, die einen Pro-
pagator mit einer reellen Polstelle besitzen. Bei instabilen Mesonen dagegen besitzt der Propa-
gator einen Imaginarteil in der Umgebung der Massenresonanz und die Polstelle ist komplex.
In diesem Fall gibt es keine eindeutige Definition der Mesonenmasse mehr. In [21] wurde der
komplexe Pol berechnet und die Mesonmasse als Realteil dieses Pols definiert

D,}(z,9) =0— m?, = (Re (2))* — ¢* (2.38)

Eine andere Moglichkeit besteht darin, den Imaginirteil des inversen Mesonpropagators von
Hand zu entfernen und davon die reelle Nullstelle zu berechnen. Dies wurde z.B. in [17] ange-
wandt

Re (D' (@))lg2=m2 =0 (2.39)

Weiterhin kann man auch die Spektralfunktion des jeweiligen Mesons berechnen. Die Masse des
Mesons wird dann an der Stelle definiert, an der die Spektralfunktion ihr Maximum besitzt

pu(q*> =m?,) = maximal (2.40)

Alle diese Definitionen gehen fiir den Fall stabiler Mesonen in die Definition Gl. (2.11) tiber.
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3 1/N. Entwicklung

3.1 1/N, Entwicklung und Zahlschema

Im letzten Abschnitt wurde das NJL. Modell in fiihrender Hartree / Random-Phase Nédherung
betrachtet. Um Korrekturen hoherer Ordnung zu berechnen benétigt man ein systematisches
Entwicklungsschema. Storungstheoretische Entwicklung in der Kopplungskonstanten analog zur
QED scheidet jedoch aus, da gerade das Regime mit Confinement und groBer Kopplung betrach-
tet werden soll. Zudem ist es sinnvoll, ein selbstkonsistentes Schema zu verwenden, welches
auch in der Nihe des Phaseniibergangs giiltig ist. Dazu verwendet man im NJL Modell iiblicher-
weise eine Entwicklung in der Anzahl der Farben 1/N, ([22], [23], [11]). Diese Entwicklung hat
den Vorteil, dass sie die chirale Symmetrie und die damit verkniipften Ward-Identititen wahrt!.
Zudem ist es eine natiirliche Erweiterung der Hartree / Random-Phase Ndaherung, welche gerade
die niedrigste Ordnung in der 1/N, Entwicklung darstellt.

Im 1/N, Zédhlschema wird dazu gefordert, dass der Quarkpropagator die Ordnung NC0 besitzt.
Ein geschlossener Quarkloop besitzt aufgrund der Spurbildung einen zusétzlichen Faktor N,
und somit die Ordnung N Cl. Wie man leicht aus der Gapgleichung Abb. 2.1 erkennt, muss der
Vier-Quark Vertex die Ordnung N C_l haben, um den Faktor N, des Quarkloops zu kompensieren.
Somit besitzt der Hartree Quarkpropagator konsistent die Ordnung NCO. Ein RPA Mesonpropa-
gator besteht aus Summanden mit jeder moglichen Anzahl von Quarkloops (siehe Abb. 2.2).
Jeder dieser Summanden besitzt einen Quarkloop weniger als Vier-Quark Vertizes, somit hat
ein Mesonpropagator die Ordnung Nc_l.

3.2 d-ableitbare Theorie

Um nun die selbstkonsistente Entwicklung bis zu einer bestimmten Ordnung zu erhalten, wird
die sog. ®-ableitbare Theorie verwendet, welche ausfiihrlich in [11] besprochen wird.

Ausgangspunkt dazu ist die 2 Teilchen irreduzible effektive Wirkung fiir Fermionen. Ein Dia-
gramm heif3t dabei 2 Teilchen irreduzibel (2PI), falls es nicht moglich ist, es durch Zerschneiden
von 2 Propagatorlinien in unzusammenhdngende Teile zu zerlegen.

Wie spéter gezeigt wird, gehorchen nicht alle auftretenden Mesonen der chiralen Symmetrie und insbeson-
dere solche, die mit einer Bethe-Salpeter Gleichung niedrigerer Ordnung berechnet wurden, verletzen die
Symmetrie. Die Methode gibt jedoch die Moglichkeit, in jeder Ordnung der Naherung eine chiral konsistente
Bethe-Salpeter Gleichung zu bekommen.
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Das erzeugende Funktional fiir zusammenhingende Greensfunktionen W7, n, R] mit externen
Quellen 7, n fiir Einpunktfunktionen und R fiir Zweipunktfunktionen lautet

WAL = f D) exp (lJ L, 4]
) (3.1)
+f PIn(x) + J ﬁ(x)w(xwf @(x)R(x,y)zp(y))
b'e X X,y

Die 2PI effektive Wirkung erhalt man daraus iiber eine Legendretransformation beziiglich aller
Quellen

SW SW
(¥, v,5] = W[7,n,R] - J5 x )n( X)— f"’)( )5 700 J mRab(X’J’) (3.2)
X,y a ’

Die Funktionalableitungen von W sind direkt mit den Erwartungswerten (¥) und (¥) der Fer-
mionfelder und der Propagatoren S verkniipft.

W 00, = (W), et

= (), ===, ——F——
6n(x) 67(x) 6Rqp(x, )

Die effektive Wirkung kann man nun nach Anzahl der Loops entwickeln und erhalt fiir ver-

schwindende Fermion Felderwartungswerte (¥) = (¥) = 0 ([24], [25]).

= (U CONT () +Sap(x,y)  (3.3)

I'[S] = —iTrInS™! —iTr(ZS) + I',[S] (3.4)

wobei I', [S] ausschlief3lich 2PI Diagramme des Propagators S enthélt und die Spuren {iber alle
internen Freiheitsgrade zu verstehen sind. Die Selbstenergie ¥ ist die Differenz aus inversem
nackten und vollen Propagator ¥ = S st

In der ®-ableitbaren Theorie definiert man ein Funktional ®[S] des vollen Propagators, das
genau —I',[S] entspricht. Das thermodynamische Potential entspricht bis auf einem Vorzeichen
der effektiven Wirkung

Q = iTrIn(S™) +iTr(TS) + &[S] (3.5)
Die Stationaritdtsbedingung beziiglich des vollen Quarkpropagators ergibt

180 . 89[S]

= = _§lyg- 3.6
5iS 9 5iS (3.6)
Daraus erkennt man sofort
» = o® (3.7)
5(3iS) '

Auch die hoheren Quark (2n)-Punktfunktionen erhélt man durch n-fache Ableitung von &
nach dem vollen Quarkpropagator, wobei die Funktionalableitung graphisch dem ,,Durchschnei-
den“ eines Quarkpropagators entspricht. So erhdlt man den 4-Quark-Streukern durch

529

K= ~5assas) B8

14



O =2 =

Abbildung 3.1: Niedrigster Beitrag zu ® sowie einfache und zweifache Funktionalableitung nach
dem Quarkpropagator

Abbildung 3.2: Ringsumme

Eine systematische Entwicklung in 1/N, erhdlt man durch Trunkierung des Funktionals ¢, indem
nur Diagramme bis zu einer bestimmten Ordnung berticksichtigt werden.

Der Beitrag fiihrender Ordnung zu ® (Ordnung N,) ist in Abb. 3.1 links dargestellt. Die eigent-
lich lokale 4-Quark-Wechselwirkung wurde hierbei in nichtlokaler Weise durch die wellige Linie
dargestellt. Dies soll den Unterschied zu dem Fockterm (erstes Diagramm der Ringsumme in
NLO, s.u.), verdeutlichen, da die Diagramme von Hartree- und Fockterm ansonsten identisch
aussehen wiirden, jedoch verschiedener Ordnung sind. Die erste Funktionalableitung ergibt
den Hartree Selbstenergiebeitrag (Mitte), die zweite den RPA Streukern (rechts). Dies kann
man leicht iiberpriifen, wenn man die Funktionalableitungen GI. (3.7) und Gl. (3.8) auf

d*k 2
O[s0] = _ZgM (—J WTT(FMiS(O)(k))) (3.9)
M

anwendet und mit den Hartree / RPA Ausdriicken Gl. (2.4) und Gl. (2.7) vergleicht.

Um nun die Gapgleichung in ndchsthoherer Ordnung zu erhalten, benotigen wir ® zur Ordnung
NCO. Dieser Beitrag kommt durch die Ringsumme Abb. 3.2. Jedes Diagramm der Ringsumme ent-
hélt gleich viele Vertizes und Quarkloops und somit die Ordnung N CO. Durch Funktionalableitung
der Ringsumme erhélt man die Korrektur zur Quarkselbstenergie und somit die selbstkonsisten-
te Gapgleichung in ndchster Ordnung der 1/N, Entwicklung (Abb. 3.3), mit der man den vollen
Quarkpropagator (dicke Linie) selbstkonsistent berechnen kann. Das Funktional ¢ lautet in die-
ser Ordnung

i d*k
dM[S] = —— In(1-2 1
] =~ ;f (1~ 28 (k) (3.10)
und damit der neue Selbstenergiebeitrag
d*k
»M(p) = lZf mDm(k)rMS(P — k) (3.11)
M

Der Mesonpropagator ist dabei ein RPA Propagator, der jedoch die neuen vollen Quarkpropaga-
toren enthalt. An dieser Stelle sei bereits anzumerken, dass dieser RPA Propagator nicht mehr
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Abbildung 3.3: Gapgleichung in 1/N, Entwicklung

der chiralen Symmetrie unterworfen ist und das zugehorige Pion im chiralen Limes nicht mas-
selos ist. Fiir den konsistenten Mesonpropagator muss man auch die Bethe-Salpeter Gleichung
fiir den Mesonpropagator in nachsthoherer Ordnung l6sen [26].

Zusatzlich sei noch anzumerken, dass die Ordnung der 1/N,. Entwicklung auf dem Level des ®-
Funktionals festgelegt wurde. Betrachtet man jedoch die Gapgleichung Abb. 3.3, so stellt man
fest, dass diese Gleichung nicht mehr eine eindeutige Ordnung besitzt, da der Hartreebeitrag
und der NLO Beitrag verschiedener Ordnung sind. Der selbstkonsistent berechnete Quarkpro-
pagator enthalt daher im Prinzip Terme jeder beliebigen Ordnung von 1/N,.

Der neue Beitrag in der Gapgleichung ist im Vergleich zur Hartree Selbstenergie ein nichtlokaler
und somit impulsabhédngiger Beitrag mit Diracstruktur. Dies macht das Losen dieser Gleichung
deutlich komplizierter, weshalb im nachsten Abschnitt zunédchst der Quarkpropagator allgemein
untersucht wird.
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4 Struktur der Propagatoren und
Spektralfunktionen

Um einen allgemeinen Ansatz fiir den Quarkpropagator zu finden, ist es sinnvoll, vorher Ei-
genschaften und Symmetrien der Propagatoren zu untersuchen, um den Ansatz so einfach wie
moglich halten zu kénnen. Dabei muss man zunéachst zwischen den fermionischen Quarkpropa-
gatoren und den bosonischen Mesonpropagatoren unterscheiden.

4.1 Bosonischer Sektor

Zunachst werden nun bosonische Mesonpropagatoren und Spektralfunktionen betrachtet. Dies
sind beides skalare Gro3en ohne Diracstruktur, jedoch im Allgemeinen komplexwertig. Der re-
tardierte Propagator und der avancierte Propagator sind im Ortsraum definiert als [27]

iDR(x—y) = 6(x°—y? ([p(x), ()] >/5

. “4.1)
iD"(x —y) = —0(y° = x°) ([(x), 0(¥)]) g
Dabei zeigt der Index f3, dass die Ausdriicke die thermischen Mittelwerte darstellen.
~ . -1 —ﬁH ~
<o>ﬁ = 77 Te{e P10} (4.2)
Die Felder geniigen der iiblichen bosonischen Kommutatorrelation
[p(t,%),$(t,y)] = i6®(x—y) (4.3)

In dieser Arbeit werden die Propagatoren iiberwiegend im Impulsraum betrachtet, was man
durch Fouriertransformation von Gl. (4.1) erhélt, diese werden mit DR(k) sowie D”(k) bezeich-
net. Leitet man die fouriertransformierte Darstellung durch Einfithrung von vollstdndigen Sat-
zen von Zustdnden |i) und deren zugehorigen Energien E; und Impulsen p; explizit ab (vgl.

[28])

Di(w,k) = Z7}(2n)* ) 5@ (k—p,+p)e P (1—e PEE) | (m]|¢(0)|n) |

m,n

w—E,+E,tie

4.4)
erkennt man, dass D®(k) bzw. D*(k) meromorphe Funktionen sind, deren Pole sich ausschlief3-
lich in der unteren bzw. oberen Halbebene befinden, jedoch nur infinitesimal von der reellen
Achse entfernt, wie man es auch von den Propagatoren fordert. Dies sind wichtige Eigenschaf-
ten bei Integrationen in der komplexen Ebene. Weiterhin sieht man dabei auch, dass D®(k) und
D*(k) komplex konjugiert zueinander sind

DR(k) = DA(k*)* (4.5)
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Ein weiterer wichtiger Propagator, insbesondere im Medium, ist der Matsubara Propagator, wel-
cher auf der imaginiren Zeitachse definiert ist

DMe(r) = —(T [¢(i7), ¢(0)] )4 (4.6)

Er ist periodisch in T — 7 + 8, daher ist seine Fouriertransformation eine diskrete Summe. Im
Impulsraum ist der Matsubara Propagator daher nur an den diskreten Matsubarafrequenzen
DMy K), w,, = 2mnT definiert.

Die Spektralfunktion ist direkt iiber den retardierten und avancierten Propagator definiert

(4 5)

p(w, k) = i(D¥(w,k) — DX w,k)) —2Im DR(w,k) = 2Im D*(w, k) (4.7)

Da die Spektralfunktion nur fiir reelle Argumente definiert ist, wird anstelle des im Allgemeinen
komplexen k, das reelle « verwendet. Setzt man die Propagatoren Gl. (4.4) ein, erhdlt man mit
Gl. (2.32) die Darstellung (vgl. [27])

plok) = 271 Y 60— p, +p,e (1 — e (mlg@In) [
= Z_1(27'c)426_ﬁEm |<m|<¢)(0)|n)|2
: (5(3)(1( — Pn + Pm)S(w - En + Em) - 5(3)(1( — Pm + PH)S(C’) - Em + En))
(4.8)

Daran erkennt man wichtige Eigenschaften
* Positivitat: sgn(w)p(w,k) >0
* Antisymmetrie: p(co k) = —p(—w,—k)
e Summenregel: f a)p(a) k) =

Letztere lasst sich auch recht einfach zeigen
“ dw
—owp(w,k) = lhm— —p(a) k)e
L 2T

@47 .4 aw R A
H%dtfoo (D*(w, k) — DY (w,k)) e

t—0dt

= —lim — J Jd“ (DR(x) — DA(x)) ellex0 PP~

d _ (4.9)
— _1; 3 R _NnA ipx
11—>m0dt d’x (D (t,x)—D (t,x))e

4.1 .

t—

d .
tlim d J 3x<[¢(t,x),q5(0,0):| >/36_le

J ¢(O, x), (0, 0)] >ﬁ o iPX

“4. 3)1
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Im(z) Im(z)

Deformation

o x

Re(2) F Re(z)

Abbildung 4.1: Verformung des Integrationswegs in der komplexen Ebene

Oft ist es niitzlich, Propagatoren in einer Integraldarstellung, der Lehmann Darstellung, auszu-
driicken. Dazu wird der retardierte Propagator zunachst mit Hilfe des Cauchyschen Integralsat-
zes dargestellt.

dow  DR(w)

R —
Dko) = Jck 27l @ — (ko + i€) (4.10)

Cy ist dabei ein geschlossener Weg um k + ie. Die infinitesimale Verschiebung ie in die obere
Halbebene soll dabei vermeiden, dass Pole des Propagators, welche nur in der unteren Halb-
ebene auftreten, im Integrationsweg liegen. Durch Verformung des Integrationsweges gemal3
Abb. 4.1 und Weglassen des Kreisbogens, welcher keinen Beitrag liefert, erhdlt man

Dk = [ 42 D) (4.11)
0 o 2mi e — (ko +i€) ’

Da der avancierte Propagator in der unteren Halbebene keine Pole besitzt, kann man noch einen
verschwindenden Beitrag

0 =

—fm do DNw) (4.12)

oo 2T 0 — (ko +1€)

zu Gl. (4.11) addieren (auch hier wurde ein Kreisbogen weggelassen) und man erhalt schliel3-
lich

DR(k,) = * do (D*(w) — DY w)) 4.7) * dew 2Im DR(w) _ “dow p(w)
ol oo 21l — (ko +1i€) B oo 2T kg —w + i€
(4.13)
Dies ist nun die Lehmann Darstellung des retardierten Propagators. In analoger Rechnung erhalt
man fiir den avancierten Propagator

o 2mw—(ko+i€)

D) = [ 49_pl) (4.14)
07 o 2mky—w—ie '
sowie fiir den Matsubara Propagator
o0
d
DMatS(l-wm) — f _0)— p(w) (4.15)
fe 2wy, — W
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Allgemein kann man nun die analytische Fortsetzung des Propagators fiir beliebige komplexe

Werte z definieren
* dw p(w
D(z) = f do p(e) (4.16)
o 22— w

so dass
DR(ky) = D(ky+ie), D*ky) = D(ky—ie), DM¥(iw,) = D(iw,,) (4.17)

Der Propagator D(z) ist iberall analytisch bis auf die relle Achse. Der Realteil ist dort stetig, der
Imaginarteil besitzt jedoch einen Branchcut. Es ist noch anzumerken, dass dieser Propagator
in der oberen Halbebene mit dem retardierten Propagator sowie in der unteren Halbebene mit
dem avancierten Propagator jeweils fiir komplexe Argumente {ibereinstimmt.

Direkt aus der Lehmann Darstellung und der Antisymmetrie der Spektralfunktion erkennt man
noch folgende Eigenschaften des Propagators

D(z*) = D*(z)

18
D(~2) = D(z) 19

und daraus insbesondere fiir rein imagindre Argumente i,
D(—iw,,) = D(iw,,) = D*(iw,,) (4.19)

Ausgewertet an den rein imagindren Matsubarafrequenzen iw,, ist der Mesonpropagator somit
immer reell.

Wie schon in Kapitel 2.3 besprochen geht der NJL Mesonpropagator D,, nicht aus der Definition
eines allgemeinen bosonischen Propagators Gl. (4.1) hervor, sondern besitzt eine andere Asym-
ptotik. Dadurch erfiillt der NJL Propagator nicht die Summenregel und anstelle der Lehmann
Darstellung gilt eine subtrahierte Dispersionsrelation:

ol
Dy(z) = f %’; M_(Z)—zgs (4.20)

Die Herleitung dazu geht analog, wobei noch ausgenutzt werden muss, dass der konstante
Beitrag —2g, keine Pole in der komplexen Ebene besitzt. Die anderen Relationen (Symmetrie,
Positivitédt) sind jedoch unabhéngig von der Asymptotik und daher auch fiir den NJL Propagator
gliltig.

4.2 Fermionischer Sektor

Quarks sind Spin-%-Teilchen und gehorchen der Diracgleichung. Ihre Propagatoren und Spek-
tralfunktionen besitzen daher eine Matrixstruktur im Diracraum. Die Propagatoren sind definiert
durch [28]

ISk, (k) = f d*xe™ 0 (x°)(0] {1p4(x),P(0)} 10}
iS5,(k) = — J d*xe™ 6(=x)(0] {14 (x),%,(0)} [0)4 (4.21)

B
SV (iw,, k) = — J dv J d3xe @n™ 0| T[4, (i, %), (0)]]0) 5
0
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mit der fermionischen Antikommutatorrelation

{ha(t,30, 9 (6,70} = 6P (x—y)8a (4.22)

Mit analogen Rechnungen zum bosonischen Fall kann man hier auch wichtige Eigenschaften
und Relationen zeigen. Die Propagatoren sind verkniipft durch [29]

SA(ko, k) = 7SRk, K) Ty, (4.23)
oder allgemein fiir komplexe Argumente
S(z,k) = 10S(z*,K) "y, (4.24)
Mit der Definition der Spektralfunktion
p(w, k) = i(SH(w,k) — 54w, k) = i(SH(w,k) — 7oS" (e, k) *Y) (4.25)

kann man den Fermionpropagator in Lehmann Darstellung ausdriicken

S(z) = f de p(e) (4.26)

2T 2 — W
—00

mit den Spezialfillen
SR(ky) = S(ky+ie), S%ky) = S(kq—ie), SM¥(iw,) = S(iw,,) (4.27)
Auch die fermionische Spektralfunktion erfiillt eine Summenregel
“ dw ) 1
—polw,k) = 1, mit pg =~ Tr(yep) (4.28)
2r 4

—0o0
was sich einfach zeigen lasst
“ dw “ dw .
—polw,k) = — | d*xpy(x)eiterot®
271 Lo 2T
1

—0o0

= —ngfd?’pra(O,X)e‘ik"

4
(4.25) 1 _ _

= Z}fgbf d3x (Sfa(O,x) —S‘g‘a(O, x)) e ikx (4.29)
4.2 1 N ikx

= Ve f d®x (0] {13(0,%), 72,1!(0,0)} [0) ge ™
(4.22)

1
Diese wird auch durch die NJL Quarkpropagatoren eingehalten. Zudem ist p, positiv semidefinit
Po(w) =0 (4.30)

Da der Propagator ein definiertes Verhalten unter diskreten CPT-Transformationen besitzt, kann
man noch zusitzliche Eigenschaften ableiten. Der Propagator erfiillt folgende Relationen [29]
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* Paritdt: S(z,k) = 7,S(z, k)7,
e Zeitumkehr: S(z,k) = Yl}’BYoS(Z, —k)TYoY3Y1
e Ladungskonjugation: S(z,k) = —y2S(—z*, —k)*y?

Im Medium muss man beachten, dass die angegebene Transformation des Propagators unter
Ladungskonjugation nur bei verschwindendem chemischen Potential der Quarks giiltig ist. Bei
endlichem chemischen Potential ist die gleichzeitige Transformation u — —u erforderlich.
Zusammen mit Gl. (4.23) folgt aus den CPT-Relationen sofort

S(_Z, _k) = YSS(ZJk)YS (431)

p(—ko,—k) = —ysp(ke,K)ys (4.32)

Der allgemeinst moglicher Ansatz fiir den Fermionpropagator ist eine Linearkombination aus
allen Elementen der Clifford Algebra. Da er sich jedoch auch korrekt unter diskreten PT-
Transformationen sowie Lorentztransformationen verhalten muss, reduziert sich der Ansatz auf

S7H(z,K) = yoz Clz, |k — 7 - kA(z, |k]) — B(z, [k|) (4.33)

Die Dressingfunktionen C(z, |k|) und A(z, |k|) miissen unabhéngig gewéhlt werden, da das Mo-
dell auch im Medium betrachtet werden soll. Im Vakuum fordert Lorentzsymmetrie jedoch
C(z, |k|) = A(z, |k).

Bei verschwindendem chemischen Potential kann man aufgrund der C-Symmetrie noch weitere
Einschrankungen an die Koeffizienten fordern.

C(z, k) = C(—=" k)"
Az, k) = A(=z", k)" (4.34)
B(z,|k]) = B(—=", k)’

Insbesondere kann man nun zwei Spezialfille unterscheiden. Ist z reell, so sind der Realteile
der Koeffizienten symmetrisch in z, die Imaginirteile dagegen antisymmetrisch. Ist z jedoch
rein imaginar, so sind alle drei Koeffizienten reell. Diese Eigenschaften erfiillt, wie erforderlich,
auch der Spezialfall der Hartreequarks (siehe Kapitel 2.3)

K+m
k2_m2

SH(kO) k) =

Diese Symmetrien und Eigenschaften werden nun ausgenutzt, um die Gapgleichung in NLO zu
l6sen.
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5 Losen der Gapgleichungin 1/N,
Naherung

5.1 Regularisierung

Im NJL-Modell besitzt die Kopplungskonstante eine negative Massendimension. Daher ist das
Modell nicht renormierbar und die auftretenden divergenten Integrale miissen regularisiert wer-
den. Dafiir gibt es diverse Moglichkeiten, wobei bei allen neben den Modellparametern m, und
g, noch zusatzlich ein Cutoff-Parameter A eingefithrt werden muss.

Eine im NJL Modell gerne verwendete Methode ist die Pauli-Villars Regularisierung. Diese Me-
thode hat den Vorteil, dass sie Lorentz-kovariant ist. Hierbei werden bei den divergenten In-
tegralen Regulatorterme hinzuaddiert, welche die UV-Divergenzen aufheben. Fiir die Integrale
Gl. (2.13) benétigt man dazu 2 Regulatoren

d*k dk &
o £(k,m2) — oy D eif (e, m* + jA?) (5.1)

j=0

Die Regulatoren entsprechen formal (unphysikalischen) Teilchen mit grol3erer Masse, welche
das Verhalten bei kleinen Impulsen nur kaum beeinflussen, jedoch das gleiche asymptotische
Verhalten aufweisen und die Divergenzen aufheben. Am naheliegendsten wire es nun, die
gesamte Gapgleichung Gl. (2.5) und den Polarisationsloop Gl. (2.10) auf diese Weise zu re-
gularisieren, was dem Vorgehen von Pauli und Villars [30] entsprechen wiirde. Um gleichzeitig
verniinftige Ergebnisse fiir die Quark- und Mesonmassen sowie Zerfallskonstanten zu erhalten
ist es jedoch notig, elementare Integrale zu definieren (in Hartree / RPA I; und I(q)) und die-
se separat zu regularisieren. Massen, die lediglich als Vorfaktor vor den divergenten Integralen
auftauchen, werden nicht mit in die Regularisierung einbezogen [11]. Da die Zerlegung der di-
vergenten Integrale in elementare Integrale insbesondere bei den Beitrdgen hoherer Ordnung in
der 1/N, Entwicklung, sowie bei Vektormesonen bereits in der Random-Phase Naherung nicht
immer moglich ist, kann dieses Schema in dieser Arbeit nicht verwendet werden, wenn man
konsistent bleiben will.

Das verwendete Regularisierungsschema ist daher ein 3er-Impuls Cutoff. Dabei wird die Inte-
gration iiber den 3er-Impuls nur bis zu einem Cutoff-Impuls A durchgefiihrt. Dabei gibt man
jedoch die Lorentz-Kovarianz auf.

Am besten wiirde man hierbei die bereits konvergenten Mediumanteile unregularisiert belassen
und nur die Vakuumanteile regularisieren. Die Vakuumanteile von impulsabhidngigen Grof3en
kann man im Ruhesystem berechnen und anschliel3end eine Lorentztransformation in das ge-
wiinschte Bezugssystem durchgefithren. Mit diesem Schema werden trotz Cutoff die wichtigsten
Lorentz-Symmetrien dennoch erhalten.

Da die Rechnungen in dieser Arbeit jedoch im euklidischen durchgefiihrt werden und alle Gro-
Ren bei endlicher Temperatur nur an diskreten Matsubarafrequenzen definiert sind, ist es nicht
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moglich, den Vakuumanteil zu bestimmen, da fiir diesen die Werte fiir kontinuierliche Energien
erforderlich sind. Daher werden in dieser Arbeit trotz des Nachteils der gebrochenen Kovarianz
die divergenten Integrale komplett mit einem 3er-Impuls Cutoff regularisiert. Bei Grof3en, die
von einem externen 3er-Impuls abhidngen, wie beispielsweise der Quarkpolarisationsloop, wird
der externe Impuls gleichmé&Rig auf die am Loop beteiligten Propagatoren verteilt.

In der 1/N, Entwicklung treten in jeder Ordnung der Entwicklung neue divergente Loopintegra-
le auf, so z.B. der Mesonloop in der Gapgleichung Gl. (3.3). Dies kommt durch die Nichtrenor-
mierbarkeit des Modells und es besteht kein Grund den selben Cutoff zu verwenden, wie fiir die
Hartree / RPA Integrale. Die neuen divergenten Integrale in der ndchsten Ordnung der Entwick-
lung werden daher ebenfalls mit 3er-Impuls Cutoff, jedoch mit einem neuen Cutoff-Parameter
A regularisiert.

5.2 Selbstenergiebeitrage

Um die Gapgleichung Abb. 3.3 zu losen, verwenden wir den im letzten Kapitel motivierten
Ansatz fiir den inversen Quarkpropagator

S7'(z,p) = 10z C(z,Ipl) — 7 PA(z, |pl) — B(z, Ipl) (5.2)

Der Propagator lautet damit

S(z,p) = voz c(z,Ip) —7-palz,|p))+ bz, Ipl) (5.3)
wobei
A B C
a = 22C2 — p2A2 — B2’ b = 22C2 — p2A2 — B2’ ¢ = 22C2 — p2A2 — B2 (5.4)

Die Gapgleichung lautet mit der Hartree Selbstenergie >y und der Selbstenergie in nachster
Ordnung £

S iw, +u,p) = Sy (iw, +u,p) — Ty — EP(iw, + u, p) (5.5)

mit dem nackten Propagtor S, 1(k) = ¥ — m,. Die Hartree Selbstenergie ist dabei
dk . 3k
5, = —2gsT2n: PIIE Te(S(iw, + u, K)) = —8NCNfgsT2n: Wb(w)n-l—,u,k) (5.6)

Um den Korrekturterm %P zu berechnen, bendétigt man zunichst den Mesonpropagator
Gl (2.9)
—28u
Dy(q) = (5.7)
" 1-2guJu(q)

und dazu die Mesonpolarisationsfunktion in RPA Gl. (2.8). Im Medium lautet diese

. d’k . . q . q
Iu(iwn,q) = —T Y Tr (FMS (w)n +iwn,+u,k+ 5) IS (lwn +u,k— —))
n

(2m)3 2
(5.8)
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Damit kann man nun =V Gl. (3.11) berechnen

d3
SD(iw, + u,p) = —T;;J ﬁDM (iwm,q - g) TS (iwm +iw, +u,q+ g) Ty
(5.9)
Dabei muss iiber die verschiedenen Mesonen (Sigma Meson und 3 Pionen) summiert werden.
In diesem Ausdruck sieht auf den ersten Blick die Matsubarasumme noch divergent aus, da der
Mesonpropagator asymptotisch nicht verschwindet und die Komponente der Selbstenergie pro-
portional zu y, nur ein 1/p-Verhalten fiir groBe Impulse zeigt. Hier hilft jedoch die Symmetrie
des Propagators, da fiir grol3e Energien w,, fiir diese Komponente gilt (siehe Abschnitt 4)

2
~ Dy, (iwm,q— g) Tyiwy,-c (iwm,q—l— g) 'y (5.10)

= Dy (—iwn.a =3 ) Tu- (=) - (—ioma+3 ) Ty

Die Beitrage fiir grof3e positive und grolde negative Energien heben sich somit gegenseitig weg,
was des Ausdruck konvergent macht. Die anderen beiden Komponenten der Selbstenergie sind
bereits aufgrund der Asymptotik des Quarkpropagators (o< 1/p?) konvergent.

Setzt man in Gl. (5.9) den Quarkpropagator Gl. (5.3) ein, fallt auch auf, dass Terme der Form
f d3q f(lgxp/2]) 7 (q£ p/2) auftreten. Der Ansatz des Quarkpropagators besitzt jedoch nur
einen Term der Form a(p) ¥ - p, daher sollte auch () nur Terme proportional dazu besizten.
Dass dies gewéhrleistet ist, sieht man, wenn man q in zwei Beitrdge aufspaltet q = q; +q,, so
dass q-q; =p-q; =0. Nun gilt

P - p ; P
de*qf(‘qiED Y-(qig) = qunfdzcuf(pz, qj, qi,p'q”)%(qﬁqlig)
(5.11)

Der Summand proportional zu e ist jedoch antisymmetrisch in q; und verschwindet daher.

Der nichtverschwindende Ausdruck ist daher proportional zu e,,.

5.3 Thermodynamisches Potential

Das thermodynamische Potential setzt sich aus einem Beitrag fiir freie Fermionen sowie dem in
Kapitel 3 definierten Funktional ®[S] zusammen. Im Vakuum lautet es in NLO (Gl (3.5)) *

Q=i d4les—1k ' d4kT2kSk [S 12
—lf(zﬂ)4rn( ())+1J(2ﬂ)4 r(X(k)S(k)) + @[S] (5.12)

Die zu diesem thermodynamischen Potential konsistente Gapgleichung wiirde erfordern, dass der externe 3er-
Impuls p der NLO Selbstenergie in der Gapgleichung Gl. (5.9) vollstindig im Quarkpropagator auftritt, die
symmetrische Aufteilung erleichtert jedoch die numerische Berechnung, da alle auftretenden GréRen nur fiir
3er-Impulse < 2A berechnet werden miissen.
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mit der Selbstenergie ¥ = S 157! und

d*k , 2 d*k
®[S] = —%:gM ~ | Gy TS () _E; SN~ 2euu()  (5.13)

Aus der Stationaritdtsbedingung
oQ

— =0 5.1
5iS (5.14)

folgt mit GlL. (3.7) direkt die Gapgleichung

STt=5"-% (5.15)
Hierbei sei noch anzumerken, dass selbst die stabile Losung der Gapgleichung im Allgemei-
nen nicht das absolute Minimum des thermodynamischen Potentials darstellt. Sie liegt zwar
beziiglich der Variation des skalaren Anteils des Propagators auf einem Minimum, beziiglich
der Variation der Vektoranteile des Propagators jedoch auf einem Maximum. Daher ist es nicht
moglich, den Grundzustand durch eine reine Minimierung des thermodynamischen Potentials
zu finden. Ein dhnliches Phdnomen tritt auch bei NJL-Modellen mit Vektorkopplung bereits in
Hartree / RPA auf.

Nun ist jedoch Gl. (5.12) trotz Anwendung der Cutoff Regularisierung noch divergent. Da das
thermodynamische Potential jedoch nur bis auf einen konstanten Beitrag definiert ist, kann
durch Addition von unendlichen, jedoch konstanten Beitrdgen das Potential regularisiert wer-
den. Hierbei werden die Konstanten, wie in [18] fiir das freie Fermionengas beschrieben, ver-
wendet. Dazu wird das thermodynamische Potential in seiner allgemeinen Form im Medium
betrachtet

d*k I
Q=- TZJ (271_)3Tr1n (?S (w)n—l—,u,k))
" P (5.16)
-TY. f Wn(zawn+u,k)5(iwn+u,k))+<1>[51

Der erste Beitrag ergibt mit Hilfe des Ansatzes fiir den Propagator Gl. (5.2)

ZTr In lS_l(ico +u,k) | = Zlndet lS_l(ico + u, k)
-~ D T n > -~ D T n >

1 , C*(w, —iu)? + A’k* + B2
=2 E In (F(Cz(lwn—l—u)z—Asz—Bz)) =2 E ln( 1 T2 + const.
n n

2
C*(w, —iu)* +A’k* + B>
n

+2+4In(1+e 1)+ const.’
w? 4 T2

(5.17)

Dieser Beitrag ist somit, wie erforderlich, endlich und reell. Die konstanten Regulatorterme
wurden dabei so gewahlt, dass unter Weglassen des konstanten Beitrags (const’ — 0) die ana-
lytische Berechnung der Matsubarasumme fiir Hartree Propagatoren direkt auf das bekannte
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Potential Gl. (2.24) fiihrt. Dabei ist jedoch anzumerken, dass dieser Beitrag noch mit dem Fak-
tor —T multipliziert werden muss (vgl. Gl. (5.16)). Somit ist der addierte konstante Beitrag
in Wirklichkeit temperaturabhidngig und das Weglassen dieses Beitrags ware nicht zuldssig.
Betrachtet man jedoch direkt die Definition des thermodynamischen Potentials iiber die Zu-
standssumme Gl. (2.19) in Pfadintegraldarstellung

T

T
Q= —Vlnff = —vlnf 2q9q exp (—Se(q,q)) (5.18)

und wertet das Pfadintegral mathematisch exakt aus, so erhdlt man dabei direkt Gl. (5.17),

jedoch mit verschwindendem konstanten Beitrag (const’ = 0) [27].
Die beiden anderen Beitrage

D Trp(B(iw, + p, K)S(iw, + 1,K)

s Y ((wn —ip)*(C - §2) = kZ(Az—AZ) +Bmg — BZ) (5.19)
(w, —iu)?C? + kA% + B2
d3k 2
o[s] = —Z gm (TZJ WTr(FMS(iwn-l—,u,k)))
M
T
EZZJ(Z )3ln(1 28I m(iwm, k) (5.20)

-t 322 G amien

sind nach Cutoff-Regularisierung bereits endlich.

5.4 Numerische Berechnung

Zur Berechnung des Quarkpropagators miissen die Koeffizienten A, B und C im Ansatz Gl. (5.2)
bestimmt werden. Da diese Funktionen des Impulses sind, werden sie zur numerischen Berech-
nung auf ein Impulsgitter gesetzt und die Gapgleichung iterativ gelost. Als erster Ansatz fiir die
Koeffizienten wird die Hartree Losung verwendet (C(z) = A(z) = 1, B(z) = my). Das Gitter
ist zweidimensional mit dem 3er-Impuls in einer Richtung und den Matsubarafrequenzen in
der zweiten Richtung. Das 3er-Impulsgitter ist linear eingeteilt und besitzt einen Gitterabstand
von 50 MeV fiir Werte von 0 bis 1500 MeV. Der Gitterabstand fiir die Matsubarafrequenzen wird
durch die Temperatur festgelegt, wobei insgesamt der Bereich bis ca. 5-10* MeV abgedeckt wird.
Fiir grofere Werte wird eine asymptotische Fortsetzung verwendet, indem die Koeffizienten A, B
und C konstant auf den letzten berechneten Wert gesetzt werden. Zwischen den 3er-Impuls Git-
terpunkten benodtigte Werte werden durch kubische Splineinterpolation bestimmt. Die inversen
Mesonpropagatoren werden als Zwischenergebnisse ebenfalls auf einem analogen Impulsgitter
gespeichert.
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Abbildung 5.1: Koeffizienten A, B und C des Quarkpropagators in Abhangigkeit der Matsubara-
frequenz w,, fiir verschiedene 3er-Impulse p bei T =10 MeV und yu = 0 MeV

Die Parameter wurden aus [31] entnommen.
A = 664,3 MeV, gSA2 = 2,06, my = 5,0 MeV (5.21)

Dabei wurden in Hartree / RPA die Pionmasse und Pionzerfallskonstante auf ihre empirischen
Werte m, = 135,0 MeV und f, = 92,4 MeV gefittet. Die Hartree Konstituentenquarkmasse
ergibt sich dabei zu m = 300 MeV. Der Cutoffparameter des Mesonloops wurde auf A,; = 500, 0
MeV gesetzt, was in etwa den Werten in [11] entspricht. Fiir Rechnungen im chiralen Limes
wurde die Stromquarkmasse m, = 0 MeV gesetzt und die restlichen Werte beibehalten.

Die Ergebnisse der Iteration im Vakuum (hierbei wurde aus numerischen Griinden eine Tem-
peratur von 10 MeV verwendet, die Unterschiede zu T = 0 MeV sind jedoch gering) sind in
Abb. 5.1 und Abb. 5.2 dargestellt. Die Koeffizienten des (inversen) Quarkpropagators (Abb. 5.1)
sind fiir niedrige Matsubarafrequenzen erh6ht und streben asymptotisch gegen konstante Werte.
Fiir grolde Matsubarafrequenzen ist daher der Mesonloop unterdriickt und spielt nur noch eine
geringe Rolle. Auch grof3ere 3er-Impulse unterdriicken die NLO Korrekturen. Die Koeffizienten
C und A sind, entgegen der Erwartung aufgrund der Lorentzsymmetrie, leicht verschieden, dies
liegt jedoch daran, dass der nicht-kovariante 3er-Impuls Cutoff verwendet wurde. Die Pion- und
Sigmapropagatoren (Abb. 5.2) sind qualitativ &hnlich wie in Hartree / RPA (Abb. 5.3), insbe-
sondere der Wert des Pionpropagators bei w,, = 0 MeV ist in NLO jedoch betragsmaf3ig deutlich
niedriger, was bereits auf eine groRere Pionmasse der intermedidren Pionen in NLO hindeutet.
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Abbildung 5.2: Pion- (links) und Sigma- (rechts) Propagatoren in Abhangigkeit der Matsubara-
frequenz w,, fir verschiedene 3er-Impulse p bei T = 10 MeV und yu = 0 MeV
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Abbildung 5.3: Hartree / RPA Pion- und Sigmapropagatoren in Abhangigkeit der Matsubarafre-
quenz w,, fur p=0 MeV bei T = 10 MeV und y = 0 MeV
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Abbildung 5.4: Temperaturabhangigkeit des skalaren Quarkkondensats im chiralen Limes in Har-
tree Naherung (gestrichelt) sowie NLO (durchgezogen)

5.5 Das chirale Quarkkondensats in NLO

Das chirale Quarkkondensat (vgl. Gl. (2.14))

_ d’k :
(qq)r = TZJ (ZR)STr(S(lwn,k)) (5.22)

ist eine skalare Grofde und kann somit im euklidischen Raum direkt berechnet werden.

Die Temperaturabhingigkeit des Quarkkondensats ist in Abb. 5.4 im chiralen Limes dargestellt.
Wie auch in Hartree Ndaherung wird die chirale Symmetrie durch einen Phaseniibergang 2. Ord-
nung restauriert, die kritische Temperatur ist dabei etwas geringer. Fiir die QCD wiirde man fiir
zwei masselose Quarkflavors das kritisches Verhalten der O(4) Universalitidtsklasse erwarten,
da der Phaseniibergang durch die 4 Bosonen bestimmt wird (3 Pionen und Sigma Meson), wel-
che an der Phasengrenze alle masselos sind. Dies erfordert einen Phaseniibergang 2. Ordnung,
was somit im NJL Modell in dieser Naherung realisiert ist, obwohl die intermedidren Meso-
nen nicht von der chiralen Symmetrie eingeschrénkt sind und massiv sind. Dies ist jedoch ein
Indiz dafiir, dass die Entwicklung die chirale Symmetrie wahrt, da dadurch auch die aus der
NLO Bethe-Salpeter Gleichung resultierenden chiral konsistenten Mesonen den erforderlichen
Phasentiibergang 2. Ordnung durchlaufen kénnen.

Am Phaseniibergang sind die fermionischen Freiheitsgrade aufgrund der Antiperiodizitit unter-
driickt, wodurch das Modell dort ein zu einem skalaren Modell dquivalentes Verhalten zeigt.
Solche Theorien zeigen ebenfalls einen Phaseniibergang 2. Ordnung [32].

Das Quarkkondensat bei endlichen Quarkmassen ist in Abb. 5.5 dargestellt. Hierbei ist der Pha-
seniibergang durch einen glatten Crossover charakterisiert, der Crossover findet wiederum bei
leicht geringeren Temperaturen statt.

In chiraler Storungstheorie kann eine Niedrig-Temperatur Entwicklung des chiralen Quarkkon-
densats durchgefiihrt werden, welche im chiralen Limes bei verschwindendem chemischen Po-
tential das Temperaturverhalten des Kondensats beschreibt [33]

T? T4
(qq)r = (qq)o (1 ~ 872 3841 + ) (5.23)
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Abbildung 5.5: Temperaturabhangigkeit des skalaren Quarkkondensats bei endlichen Quark-
massen in Hartree Naherung (gestrichelt) und NLO (durchgezogen)

Dabei ist f, die Pionzerfallskonstante.

Das Niedrigtemperaturverhalten wird hierbei von den masselosen und somit dominanten Pio-
nen bestimmt. In Hartree Ndherung gibt es jedoch noch keine Riickkopplung der Mesonen an
die Quarks, wodurch der chirale Phasentiibergang allein durch die Quarks getrieben wird. Die
Konstituentenquarks sind jedoch in der chiral gebrochenen Phase massiv und unterdriicken eine
Anderung des Quarkkondensats bei niedrigen Temperaturen exponentiell. Analytische Rechnun-
gen in Hartree Naherung liefern [34]

3/2
(@q)r = (@q)o | 1— (zm—?e‘m” + ... (5.24)
m3/2(qq)®

Daher bleibt das Quarkkondensat in Hartree Naherung auch im chiralen Limes bis zur Gegend
des Phaseniibergangs nahezu konstant. Eine pertubative Beriicksichtung der mesonischen Bei-
trage kann jedoch bereits das korrekte Verhalten bei niedrigen Temperaturen reproduzieren
[11]. Bei niedrigen Temperaturen ist diese pertubative Entwicklung zuléssig, in der Nahe des
Phaseniibergangs konnen damit jedoch keine sinnvollen Ergebnisse erhalten werden.

Die in dieser Arbeit verwendete nichtpertubative Beriicksichtigung der Mesonloops ist auch am
Phaseniibergang anwendbar, jedoch kann man nicht die T2 Abhingigkeit bei niedrigen Tempe-
raturen reproduzieren. Dies liegt an der Tatsache, dass die intermedidren Pionen, mit welchen
der Quarkpropagator gedresst wird, auch im chiralen Limes nicht masselos sind. Die zusatzli-
chen mesonischen Beitrdge verstirken zwar geringfiigig das Abnehmen des Quarkkondensats
mit steigender Temperatur, durch die endliche und recht groe Masse der Pionen ist dieser Ef-
fekt jedoch auch exponentiell unterdriickt. Das richtige Niedrigtemperaturverhalten bekommt
man nur mit masselosen intermedidren Pionen.

Die Abhiangigkeit des Quarkkondensats vom chemischen Potential ist im chiralen Limes in
Abb. 5.6 dargestellt. Hierbei ist auch kein qualitativer Unterschied zur Hartree Naherung fest-
stellbar. In Hartree, sowie auch in NLO wird die chirale Symmetrie durch einen 1. Ordnung
Phaseniibergang restauriert. In NLO liegt das kritische chemische Potential bei leicht geringeren
Werten.
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6 Bestimmung der Spektralfunktion mit der
Maximum-Entropie-Methode

Die Suche nach der stetige Fortsetzung eines nur an diskreten Matsubarafrequenzen gegebe-
nen Propagators ist zunachst ein unterbestimmtes Problem, da im Allgemeinen eine unendliche
Schar von Funktionen eine solche Fortsetzung bietet. Erst zusatzliche Forderungen an die Asym-
ptotik und die analytischen Struktur liefern eine eindeutige Fortsetzung [35]. Dies hilft jedoch
nur bei analytisch gegebenen Funktionen, welche man auf Asymptotik und Pole untersuchen
kann. Hat man den Propagator jedoch nur numerisch an wenigen Punkten gegeben, kann man
daraus nichts iiber die analytische Struktur in der gesamten komplexen Ebene aussagen und ein
reiner Fit einer allgemeinen Funktion an die Datenpunkte bleibt unterbestimmt. Ein Ausweg bie-
tet die Maximum-Entropie-Methode (MEM), welche neben einem xz—Fit auch die groRtmogliche
Ubereinstimmung mit einer vorher festgelegten ,wahrscheinlichsten Spektralfunktion® fordert
und dadurch eine eindeutige (wahrscheinlichste) Losung des Problems bietet. Die Methode wur-
de bereits erfolgreich in der Gitter QCD verwendet [36]. Bei Dyson-Schwinger Rechnungen bei
niedrigen Temperaturen, welche in der Regel nur mit sehr kleinen numerischen Fehlern behaftet
sind und viele Datenpunkte (~ 10%) bieten, liefert MEM sogar sehr gute Ergebnisse [37].
Notwendig fiir die Anwendung von MEM ist eine Beziehung zwischen dem Propagator und
einer Spektralfunktion, welche als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden kann. Diese
Beziehung ist durch die Lehmann Darstellung Gl. (4.26) des Propagators

D(x) = J do plw) 6.1)

gegeben.

6.1 Maximum-Entropie-Methode

Grundlage von MEM ist das Bayes’sche Theorem
PX|Y]P[Y] = P[Y|X]P[X] (6.2)

mit P[X] der Wahrscheinlichkeit von X und P[X|Y ] der bedingten Wahrscheinlichkeit von X
unter der Bedingung Y. Die Plausabilitdt P[p|DH(m)] einer Spektralfunktion p unter einem
gegebenem Datensatz D und vorher bekanntem allgemeinen Wissen iiber die Spektralfunktion
H(m) lautet daher

P[D|pH(m)]P[p|H(m)]

P[p|DH(m)] = PIDIH(m)] (6.3)
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Dabei ist P[D|pH(m)] die Plausabilitat des Datensatz unter einer Spektralfunktion p und dem
Vorwissen H(m) und P[p|H(m)] die Plausibilitit der Spektralfunktion allein unter dem Vor-
wissen H(m) ohne Information iiber die Daten selbst. Der Normierungsfaktor P[D|H(m)] kann
weggelassen werden, da die Wahrscheinlichkeitsverteilung am Ende normiert wird. Das Vorwis-
sen H(m) beinhaltet allgemeine Informationen {iber die Spektralfunktion wie Positivitdt und
gegebenenfalls auch Asymptotik und soll der berechneten Spektralfunktion nur moéglichst we-
nig Abweichung von einer allgemeinen Spektralfunktion zulassen. Hauptsachlich verhindert sie
aber die Verletzung der Positivitét einer berechneten Spektralfunktion. Dadurch sollen mogliche
Oszillationen sowie falsche Asymptotik der berechneten Spektralfunktion verhindert werden.
Fiir die Plausibilitdt der Daten P[D|pH(m)] wird eine Gaulssche Verteilung der Daten angenom-
men

1 —L
P[D|pH(m)] = —e Llrl (6.4)
Z
mit
1 |D; — Df|?
L = — _— 6.5
[P] = 32 So (6.5)

i

fiir einen dquidistant eingeteilten Datensatz mit Werten D; und Fehlern o;. Df ist dabei der Da-
tenwert an der Stelle i, den man {iber die zu bestimmende Spektralfunktion durch die Lehmann
Darstellung Gl. (6.1) des Propagators erhalt.

P[p|H(m)] ist im Allgemeinen nicht eindeutig festlegbar, sondern hingt direkt von einer Vermu-
tung m(w) fiir eine moéglichst allgemeine Spektralfunktion ab. Mit Hilfe eines Skalierungsfaktors
a kann man den Ausdruck schreiben als

P[p|H(m)] = f daP[p|H(am)]P[a|H(m)] (6.6)
0
wobei
1
P[p|H(am)] = —e*StP] (6.7)
Zs

mit der Shannon-Jaynes Entropie

S[p] = f deo (p(w)—m(w)—p(w)lnp (”))

m(w)
NZA%’ (Pi —my _Piln&)
m.

i L

(6.8)

mit den Abstdnden Aw; zwischen den Stiitzstellen der Spektralfunktion. Diesen Ausdruck fiir
die Entropie kann man axiomatisch durch Ausnutzen von allgemeinen Eigenschaften (Lokalitét,
Skalierung etc.) oder auch mit Hilfe des Gesetzes der grof3en Zahlen (,,monkey argument“) [36]
herleiten. Durch Entwicklung des Logarithmus kann man den Term noch weiter ndhern

Slpl~ =2 Aw; (VP — vm)® 6.9)
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Setzt man nun Gl. (6.4) und Gl. (6.7) in Gl. (6.3) ein, erhilt man
1
P[p|DH(am)] = EeQ[PJ (6.10)

mit dem Funktional Q[p] = aS[p] — L[p]. Durch Extremierung von Q[p ] kann man nun fiir
gegebenes a die wahrscheinlichste Spektralfunktion bestimmen.

Anschlief3end muss noch der Skalierungsfaktor a eliminiert werden. Bei der Behandlung von a
gibt es unterschiedliche Methoden. In dieser Arbeit wird Bryan’s Methode [38] von MEM ver-
wendet, welche sich am einfachsten realisieren lasst und iiblicherweise verwendet wird. Dabei
wird {liber a gemittelt. Die wahrscheinlichste Spektralfunktion ergibt sich daher zu

Puem(w) = JDpp(w)P[pIDH(m)]

(656) J daf DppP[p|DH(am)]P[a|DH(m)] (6.11)

A f dap,(w)P[a|DH(m)]
0

Dabei wurde angenommen, dass P[p|DH(am)] stark um das Maximum p,(w) gepeaked ist.
Der iibrigbleibende Wahrscheinlichkeitsfaktor lasst sich durch eine Sattelpunktsapproximation
niahern

PalDH(m)] %2 f DpP[D|pH(am)]P[p|H(am)]P[a|H(m)]/P[D|H(m)]

1 aAw (6.12)
gJDpeQ[p] A exp |:§Zk:ln( 2 )+Q[Pa]:|
wobei A, die Eigenwerte der Matrix
M;; = aAw;6;;+ /p; 7——— oL \/;T (6.13)
dp;dp
P=Pa

sind. Da M reell und symmetrisch ist, sind die Eigenwerte, wie erforderlich, auch reell. In
Gl. (6.12) wurde zudem die Laplace-Methode P[a|H(m)] = const. (vgl. [36]) verwendet.

6.2 Numerische Implementation

Der aufwandigste Schritt in der Bestimmung einer Spektralfunktion mit MEM ist die funktionale
Extremierung des Funktionals Q[p] (GI. (6.10))

Q[p] = aS[p] - L[p] (6.14)
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beziiglich p, da dies ein sehr hochdimensionales Extremierungsproblem ist. Die Extremalbedin-
gung lasst sich schreiben als

! 8Q m; JL
0=— = —20Aw; [1-,/— | - (6.15)
op Pi p;

Dies kann man unter Verwendung der diskretisierten und linearisierten Lehmann Darstellung
Gl. (6.1)

umschreiben

0t _oa(1- M) _g OL g 9L sa(1— M) _ore 1. 2L 6.17)
P; Yop? T Yopr” P; Yop?

Diese Gleichung kann nun mit dem Marquardt-Levenberg Verfahren [39] numerisch gelost wer-
den. Dazu wird die Anderung §p j dhnlich dem GaufBS-Newton-Verfahren geméf

1 jmis +2Re K o°L K* | + 5 201 i) _oRre [k oL

a— —_— .. e — . .= —ZA —_ —_— _ e L —

o\ pi ¥ “opPopP Tl Ho1op) o YopP
(6.18)

berechnet. Der Marquardt-Levenberg Parameter u fiithrt dabei zu einem robusteren Verfahren
als das gewohnliche Gaul3-Newton-Verfahren, indem er jeweils so angepasst wird, dass er ab-
steigende Werte von Gl. (6.14) erzwingt.

Zur anschlieRenden Mittelung iiber den Skalenparameter a muss das Integral Gl. (6.11) gelost
werden. Dazu wird das Integral diskretisiert und ein oberer Cutoff a,,,, gewéhlt, so dass

Pla,./DH(m)] <107! max P[a|DH(m)] (6.19)

a€0,tmax

Zuletzt miissen noch die Wahrscheinlichkeiten normiert werden, so dass

> Pla;|DH(m)] = 1 (6.20)

und man kann schlieRlich die Spektralfunktion zu

Amax

pusm(®) = Y, palw)PLalDH(m)] (6.21)

abschitzen.
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Abbildung 6.1: NLO Quarkspektralfunktion im Vakuum fir verschiedene m(w)

6.3 Ergebnisse

Die iterative Berechnung des Quarkpropagators wurde ohne Fehlerabschiatzung durchgefiihrt.
Der Grof3teil der Fehler sind jedoch systematische Fehler und damit hochkorreliert. Beispiel da-
fiir sind die Diskretisierung und Interpolation im 3er-Impulsbereich, die Naherung der Matsub-
arasummen durch ein Integral und die asymptotische Fortsetzung der Daten fiir hohe Energien.
Die Fehler, die in die MEM Berechnung eingehen, sollten jedoch eine statistische unkorrelierte
Verteilung besitzen, was die Gauf3sche Verteilung der Daten Gl. (6.4) rechtfertigen wiirde. Da-
her wird fiir alle Daten ein relativer Fehler von 10~% angenommen. Dieser unterschitzt zwar
die systematischen Fehler, sollte aber in der Grof3enordnung der unkorrelierteren numerischen
Fehler der Integrationen liegen. Ein Fehler in dieser GréRenordnung hat sich als sinnvoll erwie-
sen, denn nimmt man gréRere Fehler an, werden die schwécher ausgeprdgten Kontinua nicht
mehr aufgelost, nimmt man kleinere Fehler an, beginnt das MEM Ergebnis zu oszillieren. Eine
weitere Annahme ist die wahrscheinlichste Spektralfunktion m(w). Es zeigt sich jedoch, dass
das Ergebnis recht unabhingig von dessen Wahl ist (Abb. 6.1). Obwohl m iiber 6 Grol3enord-
nungen variiert wurde, sieht man nur geringfiigige Unterschiede im Ergebnis. Dies ist eine Folge
der recht kleinen Fehler der Daten. Aus diesem Grund wird m(w) konstant auf m(w) = 1073
MeV~! gesetzt.

Die Vakuumergebnisse fiir die Quarkspektralfunktion® sind in Abb. 6.2 dargestellt. Die Hartree
Spektralfunktion besitzt zwei stark ausgepréagte Peaks bei den Quarkmassen von ca. 300 MeV.
Die exakte Spektralfunktion besif3e Deltapeaks (GI. (2.37)), welche jedoch aufgrund der nume-
rischen Berechnung eine endliche Breite bekommen. Die NLO Spektralfunktion zeigt ebenfalls
die Hauptpeaks, wobei deren Position sich nur kaum veridndert hat (ca. £310 MeV) und auch
die Hohe und Breite zeigen nur geringe Anderungen. Zusitzlich gibt es nun jedoch noch Kon-
tinuumsbeitrage, welche die mogliche Absorption und Emission eines Pions und bei hoheren
Energien auch eines Sigma Mesons anzeigen.

Bei der Anwendung von MEM auf die Mesonpropagatoren muss die subtrahierte Dispersionsre-
lation Gl. (4.20) als Zusammenhang zwischen Daten und Spektralfunktion verwendet werden.
Weiterhin ist die Mesonspektralfunktion nicht positiv definit, da sie antisymmetrisch ist. Statt-
dessen bietet es sich an, mit dem MEM Algorithmus die positiv semidefinite Grofle wp(w)

1 In diesem Kapitel wird ausschlieRlich die 0-Komponente der Quarkspektralfunktion p, = iTryOp betrachtet

und als Quarkspektralfunktion bezeichnet
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Abbildung 6.2: Quarkspektralfunktion in Hartree (links) und NLO (rechts) im Vakuum
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Abbildung 6.3: Pion- (links) und Sigma- (rechts) Spektralfunktion im Vakuum bei endlicher
Quarkmasse, im chiralen Limes sowie in Hartree / RPA

zu bestimmen, woraus man sofort die Spektralfunktion bekommt. Die Spektralfunktionen der
intermedidren Mesonen sind in Abb. 6.3 dargestellt. Die Pionen sind deutlich schwerer (Pion-
masse ca. 350 MeV) als in Hartree / RPA (135 MeV). Auch im chiralen Limes ist die Masse nur
unwesentlich kleiner und keinesfalls 0, was chirale Symmetrie fordern wiirde. Dies liegt an der
bereits erwidhnten Tatsache, dass die Pionen erst mit Berticksichtigung der NLO Korrekturen in
der Bethe-Salpeter Gleichung wieder die chirale Symmetrie wahren, jedoch nicht die interme-
didren RPA Pionen. Die Sigma Mesonen zeigen dagegen keine gréRere Anderung im Vergleich
zu Hartree / RPA.

Bei hoheren Temperaturen wird die Extrapolation der Spektralfunktion mit MEM zunehmend
schwieriger, da aufgrund des grofen Abstandes zwischen den Matsubarafrequenzen (27tT)
deutlich weniger Daten bei niedrigen Energien zur Verfiigung stehen. Die Daten bei hoheren
Energien liefern aber nur wenig Informationen, da sie hauptséachlich das asymptotische Verhal-
ten der Propagatoren widerspiegeln.

Die Ergebnisse der Quarkspektralfunktion bei T = 200 MeV sind in Abb. 6.4 dargestellt. Die
Spektralfunktionen werden numerisch bedingt deutlich breiter, so dass die beiden Massenpeaks
sich iberlappen und nicht mehr einzeln identifizierbar sind. Hauptursache dafiir ist die geringe-
re Anzahl an Datenpunkten bei niedrigen Energien. Die Hartree Spektralfunktion (links) wiirde
in exakter Berechnung weiterhin aus zwei Deltapeaks bestehen, welche jedoch aufgrund der
restaurierten chiralen Symmetrie bei niedrigen Energien liegen. Durch eine Verkleinerung des
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Abbildung 6.4: Quarkspektralfunktion in Hartree (links) und NLO (rechts) bei T =200 MeV
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Abbildung 6.5: Hartree Quarkspektralfunktion bei T = 200 MeV fiir relative Fehler von 107°

angenommenen Fehlers der MEM Daten (relativer Fehler 107°), was bei den exakten Hartree
Daten moglich ist, kann man auch mit MEM Ergebnisse erzielen, bei denen die Peaks unter-
scheidbar sind (Abb. 6.5). In der NLO Spektralfunktion (Abb. 6.4 rechts) konnen die Kontinu-
umsbeitrage nicht mehr aufgelost werden, der Hauptpeak erscheint etwas breiter als in Hartree
Néaherung.

Pion- und Sigmaspektralfunktion Abb. 6.6 werden, wie auch in Hartree / Random-Phase Nahe-
rung, in der restaurierten Phase fast identisch. Aufgrund der geringeren Genauigkeit sind, wie
auch bei der Quarkspektralfunktion, die Hauptpeaks, trotz der linearen Auftragung, sehr breit
geworden und die Kontinua werden nicht mehr aufgelost.

Bei Anwendung von MEM bei endlichem chemischen Potential macht sich die Verschiebung
der Fermikante bemerkbar. In Abb. 6.7 ist die NLO Quarkspektralfunktion bei y = 200 MeV
dargestellt. Da die Dispersionsrelation hier die Form

o0
. do  p(w)
S(iw,+u) = —_— (6.22)
oo 2Tl + U — W
annimmt, tragen die Beitrdge der Spektralfunktion um die Fermikante « = u am stirksten
bei. Dementsprechend ist der Massenpeak nahe der Fermikante deutlich besser aufgelost als
der entfernte. Zudem ist die Spektralfunktion nun auch deutlich asymetrisch. Bei endlichem
chemischen Potential muss die Spektralfunktion zwar im Allgemeinen nicht mehr symmetrisch
sein, Hauptursache der Asymmetrie hier ist jedoch numerischer Natur, da MEM die Beitrage
nahe der nicht mehr symmetrisch liegenden Fermikante genauer auflost.
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Abbildung 6.6: Pion- (links) und Sigmaspektralfunktion (rechts) bei T = 200 MeV
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6.4 Vergleich der MEM Ergebnisse mit (perturbativen) Berechnungen im
Minkowskiraum

Die mit MEM extrapolierten Spektralfunktionen haben speziell bei den Kontinuumsbeitrdgen
recht grof3e Ungenauigkeiten. Daher werden in diesem Abschnitt die MEM Ergebnisse mit di-
rekten Rechnungen im Minkowskiraum verglichen, um Informationen iiber die Qualitat der
MEM Ergebnisse zu bekommen.

Zum Vergleich der MEM Ergebnisse der Quarkspektralfunktion wird ein perturbatives Dressing
des Quarkpropagators mit dem Mesonloop berechnet. Dazu wird der Hartree Quarkpropaga-
tor mit dem RPA Mesonpropagator aus reinen Hartree Quarks gedresst, das in NLO zusatz-
lich auftretende Diagramm (siehe Abb. 3.3) wird somit perturbativ behandelt. Dies wird zur
Vereinfachung nur im Vakuum betrachtet, da bei hoheren Temperaturen, im Speziellen am
Phaseniibergang, diese perturbative Behandlung keinesfalls mehr giiltig ist. Der perturbative
Propagator sieht wiefolgt aus

St =Sy —=

pert pert

(6.23)

wobei die in Z;e)rt auftretenden Quarkpropagatoren samtlich Hartree Propagatoren sind. Die

Berechnung der RPA Mesonen im Minkowski-Raum wurde bereits im Abschnitt zur Einfiihrung
des NJL Modells beschrieben (Gl. (2.9), Gl. (2.10)). Nun muss noch das Mesonloop-Integral im
Minkowski-Raum formuliert werden. Ausgangspunkt ist die Matsubara-Darstellung Gl. (5.9),
welche anschlieend im Grenzwert T — 0 betrachtet wird.

d*q . . .
de)rt(lwn) = —T;;J WDM(lwm, PrySliw,, +iw,, Ty, (6.24)

Zunachst wird die Lehmann Darstellung des Quarkpropagators, sowie die subtrahierte Disper-
sionsrelation Gl. (4.20) des Mesonpropagators eingesetzt

d3q “ dw py(w,q) “de p(d,q)

¢)) M\ W, s

2 w,) = —-T E E —_— =2 r — r
perc(12n) J (2m)3 (J_OO 27 i, — w & | m L 2wy, Fiw, — & M

M m
(6.25)
Die Matsubarasumme wird nun als Integral in der komplexen Ebene um die Pole der Bose-
Verteilungsfunktion nyz(z) = (¢*/T — 1)~! ausgedriickt

5D (i ) = () Ydo (Y ddpy(w.a p(@9
perttmTon 27'51 (27t)3 '8 L 2m)  2m z—w Metiow, - M

q . .
+ zgsTZZf WFMS(lO)m + LW, q)FM
M m

(6.26)

Im ersten Summand wird der Integrationsweg gemal} Abb. 6.8 umgeformt und das z-Integral
mit dem Residuensatz gelost. Im zweiten Ausdruck verschwinden die Vektorbeitrdage bei der
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Abbildung 6.8: Verformung des Integrationswegs in der komplexen Ebene

Integration aufgrund der Symmetrien des Propagators, der skalare Beitrag ist proportional zur
Hartree Selbstenergie.

) dow [* do
Pperlicon) = Z J @n) J om f_m%

. 1 .
{ nB(w)— +ng(d — lwn),..—.} pu(w, Ty p (0, Iy,
w—w+iw, w0 w—w—1lw,
+Z€M4N N,
(6.27)
mit
1 M=o (6.28)
€y = )
M ~1 M=n

Beim ersten Summanden muss man noch beachten, dass «w = 0 ausgeschlossen werden muss,
da in diesem Fall die Polstelle des Propagators hebbar gewesen wiare und somit das Residu-
um 0 besif3e. Dadurch wurde auch, wie erforderlich, der 0-te Summand der Matsubarasumme
vom umgeformten Integrationsweg ausgeschlossen. Nun kann man wieder die Propagatoren
einsetzen sowie die zweite Bosefunktion umformen

d
Tperelieon) = Zf (Wf —{ ms(@)pue, DTS (e + 1600, DT o

— 1(©)Byy( = 100, Oy p (0, Ty } (6.29)

> e gg
M
i "M 4N, N;

Dabei ist D; = Dy, + 2g;. Die Stelle o = 0 im ersten Summanden ist endlich, da zwar die Bose-
funktion dort eine Polstelle 1. Ordnung besitzt, die Mesonspektralfunktion jedoch eine Nullstelle
von mindestens 1. Ordnung besitzt. Daher kann man diesen einzelnen Punkt bei der Integration
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mitnehmen. Formt man das Integral noch etwas um, erhdlt man mit der stetigen Fortsetzung
iw, — po + i€ als Ergebnis

(1) ,
5 +ie) = E : +§ :
pert(Po F-1€) €M4NNf f(zn)fﬂfo 2

M

{ns(e)pu(w, @TwS(w + po +ie, @y,
+ (1 + ng(w))py(w,PT'yS(py — w +ie, —q)I'y,
—np(w)Dy(w —po — i€, YTy p(w, Ty

— (1= ng(@)By(e+py +ie,QTyp(—w, ~q)Ty }
(6.30)

Zur Berechnung dieses Ausdrucks wird nun eine weitere Ndaherung eingefiihrt, indem bei den
mesonischen Beitrdgen die Mesonen durch ihren Pol gendhert werden. Dabei werden die Kon-
tinuumsbeitrdge in den mesonischen Spektren sowie die endliche Breite des Sigma Mesons
vernachlassigt. Da die Massepeaks jedoch die Spektren dominieren und das Sigma Meson im
Vakuum einen sehr scharfen Massepeak besitzt, sind diese Naherungen recht gut.

Fiir die Spektralfunktion Gl. (2.35) bedeutet dies

pum(q) ~4ngo(1 — 2gRe Jy(q))sgn(qo) (6.31)

Der dazugehorige Propagator lautet

o0

dw py(w) 1 1

Dy (q) :J e - T P s (6.32)
0 WJp(q )q2= 3 M

Setzt man dies zusammen mit dem Quarkpropagator S™!(p) = p —m und der Quarkspektral-
funktion p(p) = 2n(p +m)&(p* — p> — m*)sgn(p,) in den Vakuumlimes (T — 0) von Gl. (6.30)
ein, kann man die w Integrationen mit Hilfe der Deltafunktionen ausfiihren und erhalt nach
kurzer Rechnung

2
1 . H
Z:E)e)rt(po +l€) = ZGM‘I-N Nf
M c
+ZJ d3q 1 1 ( Eqotm _ Ejro—m )
M (27'[)3 LJ (qz) ZEq Do — EM,q - Eq Po + EM,q + Eq
dqo p q2= ]2\/[

(6.33)

wobei Ey; , = /m3; +q2.

Die perturbativ berechnete Spektralfunktion ist in Abb. 6.9 zusammen mit der MEM Extrapo-
lation eines perturbativ gedressten Propagators dargestellt. Zur numerischen Berechnung im
Minkowskiraum wurden die inversen Propagatoren mit einem kleinen Imaginarteil versehen,
dadurch bekommt der eigentlich scharfe Quark-Massepeak eine endliche Breite. Man sieht, dass
die Massepeaks der Quarks recht gut iibereinstimmen, geringe Unterschiede treten durch das
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Abbildung 6.9: Vergleich der MEM Quarkspektralfunktion und der perturbativ berechneten

Nichtberiicksichtigen der Kontinuumteile der Mesonspektralfunktion bei der Rechnung im Min-
kowskiraum auf. Die Kontinua stimmen dagegen nur sehr grob in Position und Hohe {iiberein.
Die genaue Struktur wird durch MEM nicht reproduziert. Dies liegt hauptsachlich daran, dass
das Spektrum sehr stark durch die Massenpeaks dominiert wird und die Kontinua nur eine kleine
Korrektur dazu liefern. Daher wiirde man Daten mit einen sehr viel kleinerem Fehler benétigen,
damit die genaue Form der Kontinua im Spektrum tiberhaupt relevant wird. Zum anderen ist die
Struktur des Kontinuums, teilweise auch aufgrund der Regularisierung, sehr kompliziert. Dies
erkennt man, wenn man das Zustandekommen der Kontinuumbeitrdge untersucht. Diese treten
auf, wenn der Ausdruck in Klammern in Gl. (6.33) bei der Impulsintegration eine Unendlich-
keitsstelle durchlaufen. Hierbei muss im Realteil ein Cauchyscher Hauptwert berechnet werden,
wahrend aufgrund von Gl. (2.32) ein Imaginérteil auftritt. Ohne Regularisierung wiirde dies
fiir alle Energien |po| > m, + m, auftreten, was eine scharfe Schwelle eben bei diesen Impuls-
werten erzeugt. Die Regularisierung gibt nun noch zusatzlich eine obere Grenze der Energien
Ipol < Epa + E, vor. Dies erzeugt zum einen eine weitere Schwelle, zum anderen auch die
scharfen Peaks im Kontinuumsteil des Spektrums, da die Integration die Polstelle nicht mehr
,vollstindig®“ durchlauft. All diese Nichtanalytizitdten sind nur sehr schwer mit MEM numerisch
zu reproduzieren.

Ahnliche Ergebnisse bekommt man im Vergleich des mesonischen Sektors. Die RPA Mesonspek-
tralfunktionen konnen fiir Hartree Quarkpropagatoren recht einfach direkt im Minkowskiraum
berechnet werden (siehe Abschnitt 2). Das Ergebnis im Vakuum ist in Abb. 6.10 dargestellt. Der
Hauptpeak der MEM Spektralfunktion stimmt wiederum recht gut mit dem exakten Ergebnis
iiberein, wahrend die Schwellen des Kontinuums im MEM Ergebnis geglattet sind.

Deutlich ungenauer ist das Ergebnis bei T = 100 MeV, welches fiir die 3er-Impulse q = 0 und
100 MeV in Abb. 6.11 links dargestellt ist. Bei endlichem 3er-Impuls kann man hier noch zu-
satzlich den Teilchen-Loch-Branch bei raumartigen Impulsen identifizieren. Das Ergebnis fiir
die gleiche Spektralfunktionen mit MEM ist in rechts dargestellt. Der Massenpeak ist deutlich
breiter, die Position stimmt aber noch recht gut {iberein. Das Paarerzeugungskontinuum kann
dagegen nur sehr qualitativ identifiziert werden, wéahrend der Teilchen-Loch-Branch gar nicht
aufgelost wird.

In Abb. 6.12 sind zum Vergleich die Pionpropagatoren fiir euklidische Impulse dargestellt, wel-
che als Inputdaten fiir die MEM-Extrapolation dienen. Fiir niedrige Energien sind die Punkte
leicht verschoben, wodurch auch die Spektralfunktionen leicht verschoben werden, da der
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Abbildung 6.10: Pionspektralfunktion im Vakuum
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Abbildung 6.11: Pionspektralfunktion bei T = 100 MeV in direkter Berechnung (links) und Ex-

trapolation mit MEM (rechts)
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Abbildung 6.12: Pionpropagator im Euklidischen bei T = 100 MeV

Massepeak im Spektrum bei 1/ m? + p? liegt. Es sind jedoch keine qualitativen Unterschiede
feststellbar, welche zum Auftreten des Teilchen-Loch-Branch bei |q| = 100 MeV fithren konn-
ten. Allgemein erkennt man daran recht gut, dass die doch recht komplizierte Struktur der
Spektralfunktionen durch die Faltung der Lehmann Darstellung Gl. (6.1) bei den euklidischen
Propagatoren nicht mehr sichtbar ist, wodurch die Umkehrung dieser Faltung, was das Ziel des
MEM Algorithmuses ist, &ul3erst schwierig ist.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das NJL Modell iiber die Hartree / Random-Phase Ndherung hinaus
untersucht und der Quarkpropagator in NLO berechnet. Dafiir wurde eine selbstkonsistente
Entwicklung in der Anzahl der Farben 1/N. verwendet. Die Berechnungen wurden dabei ite-
rativ im Euklidischen durchgefiihrt. Das Quarkkondensat konnte direkt berechnet werden und
sein Verhalten in Abhdngigkeit von Temperatur und chemischen Potential untersucht werden.
Gemald der Erwartungen aus Universalitdtsgriinden ergab sich im chiralen Limes ein 2. Ord-
nung Phaseniibergang zwischen spontan gebrochener und restaurierter chiraler Symmetrie bei
verschwindendem chemischen Potential und endlicher Temperatur.

Aufgrund der massiven intermedidren Pionen, welche nicht von der chiralen Symmetrie einge-
schrankt sind, zeigt das Quarkkondensat jedoch nicht das aus chiraler Storungstheorie abge-
leitete Niedrigenergieverhalten, dennoch wird der Phaseniibergang durch die Mesonen etwas
beschleunigt und findet bei niedrigeren Temperaturen statt.

Das Quarkkondensat wurde auch in Abhangigkeit vom chemischen Potential berechnet. Hierbei
konnten auch nur geringe Anderungen im Vergleich zur Hartree Niherung festgestellt werden,
in beiden Fillen wurde die chirale Symmetrie durch einen 1. Ordnung Phaseniibergang bei ver-
schwindender Temperatur und endlichem chemischen Potential wieder hergestellt. Das kritische
chemische Potential ist in NLO wiederum etwas geringer.

Um dynamische Grof3en bei reellen Energien zu untersuchen wurden die im euklidischen be-
rechneten Quarkpropagatoren mit Hilfe der Maximum-Entropie-Methode (MEM) analytisch
fortgesetzt und die Spektralfunktionen berechnet. Dies war moglich, da eine Spektralfunktion
als positiv semidefinite Wahrscheinlichkeit interpretiert und daher mit MEM bestimmt werden
kann. Die Massenpeaks der Quarkspektralfunktion wurden im Vergleich zur Hartree Naherung
kaum beeinflusst, es gab jedoch noch zusitzliche Kontinuumsbeitrége, die durch Absorption
oder Emission von Mesonen interpretiert werden konnen. Im mesonischen Sektor wurden die
NLO Pionen deutlich schwerer und hatten selbst im chiralen Limes Massen in der Grof3enord-
nung 300 MeV. Die Sigmaspektralfunktion dnderte sich dagegen nur geringfiigig. Insgesamt wur-
den die Kontinuumsbeitrage der Spektralfunktionen jedoch nur sehr schlecht aufgelost. Durch
Vergleich mit direkten perturbativen Rechnungen im Minkowskiraum konnte man sehen, dass
die Position der Massenpeaks der Spektralfunktionen recht gut iibereinstimmten, die Kontinu-
umsbeitrage jedoch nur qualitativ gewertet werden diirfen. Da die Spektralfunktionen durch
die Massenpeaks dominiert werden, haben die Kontinuumsanteile nur sehr geringen Einfluss
und werden daher grofStenteils nur sehr grob in Position und Hohe aufgel6st. Die raumarti-
gen Kontinuumsbeitrdge, die bei RPA Mesonen berechnet werden konnen, sind in den MEM
Spektralfunktionen gar nicht erkennbar.

Diese Berechnungen konnen als Grundlage dienen, um auch die Bethe-Salpeter Gleichung in
néchster Ordnung der 1/N, Entwicklung konsistent 16sen zu kénnen. Die damit beschriebenen
Mesonen gehorchen wieder der chiralen Symmetrie und das zugehorige Pion ist im chiralen Li-
mes masselos. Implementiert man noch die Vektorwechselwirkung in das Modell, konnen damit
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schliel3lich realistische Vektormesonen beschrieben werden, bei denen im Vergleich zu den RPA
Vektormesonen der physikalische Zerfall in Pionen moglich ist. Letzteres ist jedoch, wie auch
die Kopplung an ein Polyakovloopfeld oder Ubergang zu 2+1 Flavors mit grofem numerischen
Mehraufwand verbunden.
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