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Kapitel 1EinleitungDie Physik der Mitte des zwanzigsten Jahrhundert war stark von den Erfolgen der Kern- und Teil-henphysik geprägt. In Experimenten mit Höhenstrahlung und später an Beshleunigern konnteeine stetig wahsende Zahl an Teilhen nahgewiesen werden. Eine Erklärung für das groÿe Spek-trum an stark wehselwirkenden Teilhen konnte Gell-Mann [1℄ liefern, der die beobahtetenShemata durh Zustände mehrerer Quarks beshrieb. Mit der Quantenhromodynamik (QCD)wurde eine Theorie geboren [2, 3℄, die die starke Wehselwirkung als Eihtheorie von Quarksund Vektorbosonen, den Gluonen, beshrieb. Die drei möglihen Ladungen können durh Farbensymbolisiert werden. Die nihtabelshe Natur der Eihgruppe SU(3) führt dazu, dass, anders alsbeispielsweise in der Quantenelektrodynamik, die Austaushteilhen selbst eine solhe Ladungtragen und so auh miteinander wehselwirken können. Bis heute gibt es sehs bekannte Artenvon Quarks. Die leihtesten, die up- und down-Quarks, besitzen nur eine sehr geringe Masse,während strange-, harm-, bottom- und top-Quark deutlih shwerer sind.Eine wihtige Eigenshaft der QCD ist das Con�nement. So existieren aufgrund der starken Kopp-lung der QCD keine freien, einzelnen Quarks, sondern stets nur farbneutrale Zustände. SolheZustände können in Mesonen, bestehend aus Quark und Antiquark, und Baryonen, bestehend ausdrei Quarks, realisiert werden. Diese Zustände bezeihnet man als Hadronen, zu ihnen gehörenals bekannte Vertreter das π-Meson oder Pion sowie, als Beispiel für die Baryonen, die NukleonenProton und Neutron. Obwohl die gewöhnlihe Erfahrungswelt nur diese on�nierten Zuständekennt, ist eine Vorhersage der QCD die asymptotishe Freiheit [4, 5, 6℄. Die Kopplung der starkenWehselwirkung wird bei hohen Energien kleiner, und so wird erwartet, dass die Quarks undGluonen für hinreihend groÿe Energien ehte Freiheitsgrade darstellen.Neben der Betrahtung von einzelnen Hadronen ist auh die Untersuhung von stark wehselwir-kender Materie eine wihtige Rihtung der Erforshung der Quantenhromodynamik. Aufgrundder typishen Längenskala der QCD von etwa 1 fm muss eine solhes Ensemble von Quarks undGluonen niht unbedingt makroskopishe Maÿstäbe besitzen, um als hinreihend ausgedehnt undsomit als Materie angesehen zu werden. Man muss sih klarmahen, dass eine solhe Materie sehrauÿergewöhnlihe Eigenshaften besitzt, da ihre Dihte die Gröÿenordnung der Dihte von Atom-kernen besitzt. In einer solhen Materie kann nun unter bestimmten günstigen Bedingungen einÜbergang von Con�nement zu Deon�nement statt�nden. Dies kann zum einen geshehen, in demdie Temperatur hinreihend angehoben wird. Dies ist auh verständlih, da mit der Temperaturdie typishen Energien wahsen und somit die Kopplung sinkt. Die andere Möglihkeit, einenderartigen Übergang zu produzieren, ist die Erhöhung der Dihte. Auh dies kann man verstehen,in dem man die Hadronen bei steigender Dihte immer dihter pakt, bis sie sih berühren undin einander über gehen. In Anlehnung an elektromagnetishe Plasmen, in denen Atome in freieElektronen und Rump�onen aufgelöst sind, wird der Zustand, in dem die Quarks und Gluonenniht mehr ausshlieÿlih in Hadronen gebunden sind, als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezeih-net. Das Auftreten von Quarks und Gluonen als zusätzlihe Freiheitsgrade bedeutet jedoh niht,dass hadronishe Zustände und Resonanzen im Quark-Gluon-Plasma jeglihe Bedeutung verlie-ren. Diese Tatsahe hebt man hervor, in dem man von stark gekoppelten Quark-Gluon-Plasmen(sQGP) spriht.Diese Überlegungen wären zwar auh auf einer rein theoretishen Ebene sehr interessant, jedohstellt sih heraus, dass es in der Natur durhaus solhe Materiezustände gab und gibt. Solhe3



KAPITEL 1. EINLEITUNG 4groÿen Energien und hohe Temperaturen sind während der Entwiklung des Universums zwi-shenzeitig in einem frühen Stadium aufgetreten. Anderseits erwartet man auh im Inneren vonkompakten Sternen eine extrem dihte Materie, die jedoh vergleihsweise kalt ist. Das promi-nenteste Beispiel für diese Klasse von Sternen sind die Neutronensterne. Neben diesen beidennatürlihen Vorkommen von stark wehselwirkender Materie können mittlerweile auh hinrei-hend heiÿe und dihte Zustände in Beshleunigerexperiementen erreiht werden. So suht manin Shwerionenkollisionen nah Hinweisen auf das Quark-Gluon-Plasma.Die theoretishe Beshreibung der fundamentalen Freiheitsgrade der Quarks und der Eihfeldererweist sih als shwierig. Im Falle hoher Energien, wenn die Kopplung shwah ist, ist ein Zugangüber Störungstheorie denkbar. Für kleine Energien ist solh ein Zugang ungeeignet, da die starkeKopplung eine perturbative Annäherung unmöglih maht. So gibt es eine Anzahl vershiedenerModelle und Methoden, die die Phänomenologie der starken Wehselwirkung reproduzieren kann.Mit dem Ansatz der Lattie-QCD lassen im Prinzip Observable nihtperturbativ berehnen. Esgibt jedoh zahlreihe Shwierigkeiten, wie die Beshreibung der leihten Quarks up und down.Kompliziert ist zudem die Berüksihtigung eines endlihen hemishen Potentials und somit einergroÿen Dihte. Im Limes vershwindender Kopplung, also bei sehr hoher Temperatur und Dihte,lassen sih physikalishe Eigenshaften auh störungstheoretish beshreiben. Des weiteren gibt eseine Zahl e�ektiver Modelle, die auf begrenzte Gültigkeitsbereihe zugeshnitten sind. ProminenteBeispiele für diese Theorien sind Bag-Modelle (auf der Basis von [7, 8℄), die hirale Störungstheorie(eine Übersiht bietet zum Beispiel [9℄) und das Nambu-Jona-Lasinio-Modell [10, 11℄. Das letztere,kurz als NJL-Modell bezeihnet, bildet die Grundlage zu Berehnungen in dieser Diplomarbeit.Da stark wehselwirkende Materie einen Übergang von Con�nement zu Quark-Gluon-Plasma beihinreihend hohen Dihten und Temperaturen vollzieht, kann man sih fragen, ob dies unter ther-modynamishen Gesihtspunkten einem Phasenübergang entspriht. Ein solher Phasenübergangist mit einem Ordnungsparameter verbunden, dessen Verhalten als Funktion von Temperatur undhemishem Potential eine Ordnung des Phasenübergangs de�niert. Derartige Phasenübergängeseparieren die vershiedenen Phasen eines Phasendiagramms voneinander. Das bekannteste Bei-spiel eines Phasendiagramms ist wohl das Phasendiagramm von Wasser, das bereits generisheEigenshaften zeigt. Es wurden Phasendiagramme mit Hilfe vershiedener Beshreibungen derQCD vorgeshlagen. Neben dem Bereih von Hadronen und Kernen enthalten diese Diagrammeauh das Quark-Gluon-Plasma. Neben diesen beiden Phasen, so es tatsählih solhe sind, wer-den auh weitere Phasengrenzen und Zustände beshrieben, wie zum Beispiel farbsupraleitendePhasen bei hohen Dihten.Experimentell gibt es vielfältige Bemühungen, das Quark-Gluon-Plasma zu erreihen und dieberehneten Phasendiagramme zu überprüfen. So werden beim Stoÿ zweier shwerer Ionen in Be-shleunigerexperimenten extrem energiereihe so genannte Feuerbälle produziert, mit denen manho�t, hinreihend weit in das QCD-Phasendiagramm vorstoÿen zu können. Solherlei Bemühun-gen �nden beispielsweise am RHIC statt (siehe zum Beispiel [12℄). Dass solhe expandierende Bällemit Formalismen der Gleihgewihts-Thermodynamik wie Phasenübergänge beshrieben werdenkönnen, setzt voraus, dass die Materie hinreihend shnell thermalisiert. Solhe Relaxationszeitenliegen angesihts der starken Kopplung nahe, und das Experiment sheint zu bestätigen, dass derFeuerball mit der Physik des Gleihgewihts zu beshrieben werden kann.Eine erfolgreihe Art der Beshreibung der Entwiklung von derartigen Feuerbällen ist die Ver-wendung der relativistishen Hydrodynamik. Diese Theorie, die das raumzeitlihe Verhalten vonFluiden behandelt, wird zum Beispiel auh für die Materie im Inneren von Sternen verwen-det. Doh auh im Feuerball einer Shwerionenkollision lassen sih Flüsse und Di�usionsprozesseuntersuhen [13, 14℄. Das Ergebnis derartiger Experimente hat interessante und überashendeKonsequenzen. Die hydrodynamishen Eigenshaften, die bei den RHIC-Experimenten gemessenwurden, legen nahe, dass das Verhalten des Quark-Gluon-Plasmas dem einer idealen Flüssigkeitähnelt [15℄. Ein Charakteristikum einer idealen Flüssigkeit ist ihre Sherviskosität. Besitzt einemodellhafte ideale Flüssigkeit die Viskosität null, so ist das für reale Flüssigkeiten niht mögliht.Die Sherviskosität des Quark-Gluon-Plasmas ist also klein - doh was bedeutet klein in diesemZusammenhang?Aufgrund einer Dualitätsbeziehung können hydrodynamishe Eigenshaften von Feldtheorien mitMethoden von Stringtheorien berehnet werden. Aus einer solhe AdS/CFT-Korrespondenz wur-de gefolgert, dass das Verhältnis von Sherviskosität zu Entropiedihte ein Minimum niht un-



KAPITEL 1. EINLEITUNG 5tershreiten kann. Die Ergebnisse am RHIC legen nahe, dass das Quark-Gluon-Plasma nahe andiese Grenze heran kommt - weit näher als andere, womöglih vertrautere Fluide.Es ist bisher noh niht gelungen, aus einer Theorie heraus das Verhalten von Transportkoe�-zienten im Phasendiagramm vorherzusagen. Die Shwierigkeit solher Berehnungen liegt auhan der Unzulänglihkeit des gänigigen Mean-�eld-Ansatzes, der im NJL-Modell gewöhlih denRahmen von Berehnungen bildet. Ansätze zu einer theoretishen Beshreibung sind freilih vor-handen. Im Nambu-Jona-Lasinio-Modell wurde so bereits die Sherviskosität berehnet, in demvon Mean-�eld-Methoden abgewihen wurde. Dies geshah jedoh mit einem phänomenologishenAnsatz [16℄, der Eigenshaften niht aus dem Modell selbst heraus folgerte, sondern vorgab. DieNotwendigkeit eines solhen Vorgehens lässt sih vermeiden, wenn es gelingt, eine Näherung durh-zuführen, die ohne phänomenologishe Eigenshaften die Berehnung der Viskosität zulässt. Einesolhe Möglihkeit der Beshreibung stellt die Erweiterung der Mean-�eld-Rehnung dar. Einsolhes Vorgehen, dass die Mean-�eld-Ergebnisse als führende Ordnung einer Entwiklung siehtund sie so konsistent um weitere Terme bereihern kann, wurde im NJL-Modell bereits erfolg-reih durhgeführt [17℄. Diese Entwiklung, die nah Ordnungen der Anzahl der Farbladungengeshieht, bildet die Grundlage für die Berehnung der Sherviskosität in dieser Arbeit.In den Kapiteln 2 und 3 werden wir zunähst die Grundlagen des Modells vorstellen. Diese um-fassen auh die Vorstellung der verwendeten Näherungsmethoden. Wesentlihe Ergebnisse dieserKapitel sind die Beshreibungen von Quarks und Mesonen. In Kapitel 4 werden wir das zugehö-rige Phasendiagramm berehnen und diskutieren. Hier werden vershiedene Szenarien bei einemÜbergang ins Quark-Gluon-Plasma vorgestellt. Auh die Entropiedihte, durh die AdS/CFT-Korrespondenz mit hydrodynamishen Charakteristiken verknüpft, kann in diesem Kapitel ge-wonnen werden. Wir werden dazu Mean-�eld-Berehnungen verwenden und Korrekturen durhmesonishe Fluktuationen diskutieren. In Kapitel 5 wird die Sherviskosität im NJL-Modell be-rehnet. Dabei gelingt es uns, auf der bisher exisiterenden Grundlage [16, 17℄ aufbauend dieseGröÿe zu berehnen. Wir diskutieren die Sherviskosität an vershiedenen relevanten Stellen desQCD-Phasendiagramms und vergleihen sie mit der Entropiedihte, um das Verhalten des Fluidsbewerten zu können. Es gelingt uns dabei, die qualitativen viskosen Eigenshaften des Quark-Gluon-Plasmas im Experiment auh in der Theorie wiederzu�nden.



Kapitel 2Das Nambu-Jona-Lasinio-ModellIn diesem einführenden Kapitel werden einige wesentlihe Aspekte des Nambu-Jona-Lasinio-Modells vorgestellt. Diese Darstellung erhebt keinen Anspruh darauf, ein ershöpfender Über-blik über die Materie zu sein, sondern hat vielmehr zum Ziel, dem Leser das Modell zu erklärenund ihn auf das weiterführende dritte Kapitel vorzubereiten. Dies besteht im Wesentlihen darin,die Standardapproximationen Hartree+RPA vorzustellen. Das dritte Kapitel, welhes im Gegen-satz zum zweiten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Medium und niht im Vakuum behandelt,wird auf viele Aspekte genauer eingehen. Diese Behandlung ist in sofern sinnvoll, als dass dieVakuumeigenshaften stets als Spezialfall der Mediumbeshreibung hervorgehen.2.1 Einführung2.1.1 MotivationNambu und Jona-Lasinio stellten 1961 eine Analogie zwishen der Energielüke (Gap) eines BCS-Supraleiters und der Masse eines Dira-Teilhens auf. Die Elektronen eines BCS-Supraleiters (BCSnah Bardeen, Cooper und Shrie�er, [18℄) kondensieren durh ihre Wehselwirkung (die mansih als stark abgeshirmte Coulombabstoÿung und Anziehung durh Phonon-Wehselwirkungenrealisiert denken kann) in den sogenannten BCS-Grundzustand. Das Anregungsspektrum diesesSystems weist nun eine Energielüke zwishen dem Grundzustand und angeregten Zuständenauf. Die Existenz dieser Energielüke führt zum Phänomen des Vershwindens des elektrishenWiderstandes. Dies stelle man der Theorie relativistisher Fermionen in Dirasher Interpretationgegenüber. Zwishen den Teilhen-Zuständen und dem mit Antiteilhen gefüllten Dira-See istebenfalls eine Energielüke (der Gröÿe 2m). Nambu und Jona-Lasinio shlugen nun vor, dass mandie Massen von Dira-Quasi-Teilhen (deren Antiteilhen also als Löher interpretiert werden) alsGap von selbstwehselwirkenden Fermionen betrahten kann.Diesen im Prinzip sehr allgemeinen Ansatz wendeten sie nun in der Kernphysik an. Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell beshrieb in seiner ursprünglihen Fassung [10℄ die Wehselwirkungen vonNukleonen. Später wurde es als ein Modell, das Quarks beshreibt, uminterpretiert. Das wesentli-he Element der Wehselwirkung ist die Implementierung der Erhaltung der hiralen Symmetrie.2.1.2 Das NJL-ModellDas Nambu-Jona-Lasinio-Modell, wie es in dieser Arbeit verwendet werden wird, wird durh dieLagrangedihte
L = ψ(i∂/−m0)ψ + g[(ψψ)2 + (ψiγ5~τψ)2] (2.1)beshrieben. Hierbei ist m0 die Stromquarkmasse und g die (niht dimensionslose) Kopplungs-konstante. Die Felder ψ beshreiben die Quarks und besitzen Dira-, Isospin- und Farbindizes.Die beiden Wehselwirkungen ΓM haben ebenfalls diese Struktur.

ΓM = ΓDira
M ⊗ Γ Isospin

M ⊗ ΓColor
M (2.2)6



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 7Diese Wehselwirkungen sind M ∈ {σ, πa}.
Γσ = 1⊗ 1⊗ 1 (2.3)
Γπa = iγ5 ⊗ τa ⊗ 1 (2.4)

τ ist die Paulimatrix im Isospinraum.Die Anzahl der Farben (Nc) und der Flavors (Nf ) ist niht im Modell festgeshrieben. In dieserDiplomarbeit wird ausshlieÿlih das 2-Flavor-NJL-Modell benutzt, das sih auf up- und down-Quarks beshränkt. Diese Beshränkung ist niht zwingend, auh strange-Quarks können miteinem Nf = 3-Modell beshrieben werden. Die Ein�üsse von strange-Quarks werden jedoh in dergesamten Arbeit vernahlässigt. Überdies werden up- und down-Quarks als entartet angenommen.Es mag hilfreih sein, sih zumindest einmal, am Anfang, die zugehörigen Feldoperatoren ψ mitihren Indizes als Vektoren vorzustellen.
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(2.5)Hier bei sind u und d die Dira-Spinoren der up- und down-Quarks. ψ ist also ein 24-komponen-tiges Objekt.2.1.3 SymmetrienNah dem Noether-Theorem sind die Symmetrien der Lagrangedihte L mit den Erhaltungssät-zen des Systems verknüpft und daher von Relevanz. Das NJL-Modell weist die Nf = 2-QCD-Symmetrien auf. Es ist invariant unter den folgenden unitären Transformationen.BaryonenzahlerhaltungDie Baryonenzahlerhaltung resultiert aus der U(1)-Symmetrie
ψ → exp(−iα)ψ , α ∈ R. (2.6)Die Quarkfelder ψ können also mit einer globalen Phase α multipliziert werden, ohne, dass sihdadurh physikalishe Observablen ändern. Die Erhaltung der Baryonenzahl ist eine wihtigeEigenshaft der starken Wehselwirkung.Invarianz unter Rotation im Isospin-RaumDie SUV (2)-Transformation gehört ebenfalls zu den Symmetrien des Modells.

ψ → exp(−i~τ · ~θ/2)ψ , ~θ ∈ R2 (2.7)Hier wird das Feld ψ im Isospin-Raum rotiert.Chirale Symmetrie und hiraler LimesFalls m0 = 0, existiert die SUA(2)-Symmetrie
ψ → exp(−iγ5~τ · ~θ/2)ψ , ~θ ∈ R2. (2.8)Die Invarianz unter SUV (2) ⊗ SUA(2) wird auh als hirale Symmetrie bezeihnet. Wir nennendaher auh im folgenden den Fall m0 = 0 den hiralen Limes. Man beahte, dass m0, wenn shonniht null, so jedoh klein ist. Die hirale Symmetrie ist im diesem Sinne eine approximativeSymmetrie.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 82.1.4 Feynman-RegelnUm das NJL-Modell mit diagrammatishen Tehniken zu untersuhen, können Feynman-Regelnaufgestellt werden.Für jeden (nakten) Quark-Propagator:
= iS0(p) = i(p/−m0 + iǫ)−1 (2.9)Für jeden Vertex:

= +iΓσ = 2i g 1⊗ 1 (2.10)
= +iΓπa = 2i g γ5τ

a ⊗ γ5τ
a (2.11)Für jeden geshlossenen Fermionen-Loop mit Loop-Impuls k:

−
∫ d4k

(2π)4
Tr (2.12)Das Vorzeihen vor den Verties iΓM sind von der verwendeten De�nition abhängig. Die Verwen-dung des positiven Vorzeihens ersheint uns für einen Vierpunktvertex die besser Wahl.2.2 Quarks2.2.1 KonstituentenquarksDie elementaren Teilhen der Quantenhromodynamik sind die von Gell-Mann benannten Quarks.Nun ist es jedoh so, dass shon allein der Begri� eines einzelnen Quarks, eines so genanntenStromquarks, etwas problematish ist. Denn niht umsonst wird die zugrunde liegende Wehsel-wirkung auh starke Wehselwirkung bezeihnet, und ein hypothetishes einzelnes Quark wärestets von einer Wolke Quarks, Antiquarks und Gluonen umgeben. Der Begri� eines einzelnenTeilhens ist aus feldtheoretisher Siht als Anregung in Störungstheorie oder Greensfunktion zusehen - der Ansatz eines einzelnen Stromquarks ist jedoh unangemessen.Ein Ansatz, um eine realistishere Beshreibung zu gewinnen, ist das Miteinbeziehen der Teilhen-Wolke in die Propagation eines Stromquarks. Eine reht anshaulihe Art, diesen Ansatz zu ver-folgen, kann bei der Untersuhung der Quarkstruktur eines Baryons wie zum Beispiel dem Protongeshehen. Das Proton besteht aus den Quarks u u d. Nah dem oben beshriebenen Bild gibt esjedoh weitere dynamish erzeugte Quarks und Gluonen. Auf Grund von Erhaltungsätzen bleibendie Quantenzahlen wie Ladung und Farbe erhalten und das Proton besitzt somit die Quantenzah-len der drei Valenzquarks genannten Teilhen uud. Man de�niert nun Konstituentenquarks, dieden Valenzquarks ihre Umgebung hinzufügen. Diese Konstituentenquarks bieten eine adäquatereBeshreibung einer teilhenähnlihen Anregung im oberen Sinne als die Stromquarks. Sie erklärenauh auf eine einfahe Weise, warum die Masse eines Protons so viel gröÿer als die reht kleineStromquarkmasse ist.Dieses Bild von ständig erzeugten Teilhen kann uns im folgenden Abshnitt leiten, wenn wirdaran gehen, über eine Quark-Selbstenergie einen Konstituentenquarkpropagator zu berehnen.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 92.2.2 Die Gap-GleihungDie Quark-Selbstenergie in Hartree-Näherung hat durh ihre skalare Natur die Struktur einerKorrektur der Quarkmasse. Diese e�ektive Masse wird im Folgenden m genannt, während dieStromquarkmasse mit m0 bezeihnet wird. Die Dyson-Gleihung für den Quarkpropagator inHartree-Näherung ist in Gleihung 2.13 (�Gap-Gleihung�) beshrieben.
= + (2.13)

S(p) = S0(p) + S0(p)

∫ d4k

(2π)4
Tr (ΓσS(k))S(p) (2.14)Hierbei ist S = (p/−m+ iǫ)−1 und S0 = (p/−m0 + iǫ)−1. Man erhält für die Masse die selbstkon-sistente Gleihung

m = m0 + 8NcNfgi

∫ d4k

(2π)4
m

k2 −m2 + iǫ
(2.15)Das hier auftretende Integral wird uns noh häu�ger begegnen. Wir benennen es deshalb

iI1 = i

∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iǫ
. (2.16)Die Vereinfahung dieses Integrals wird im Anhang A.1 diskutiert. Sie ermögliht es, durh ana-lytishe Integration der k0-Koordinate die Gapgleihung in die Form

m = m0 + 8NcNfgm

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(2.17)zu überführen, mit E2
k = (k2 +m2).Die selbstkonsistente Lösung dieser Gleihung führt zur Erzeugung einer Konstituentenquarkmas-se m, die deutlih über der Stromquarkmasse m0 liegt. Dies ist im eingangs beshriebenen Bildvon Nambu und Jona-Lasinio die Erzeugung eines Gaps, einer Energielüke. Angelehnt an dasNäherungsshema werden wir die Masse m gelegentlih auh als Hartree-Quarkmasse bezeihnen.2.2.3 Der Fok-TermSelbstkonsistente Rehnungen durh Hartree-Fok-Approximation �nden auh Anwendung in derBerehnung von Elektronen in Atomen und Festkörpern. In Gleihung (2.14) kann man sihzureht fragen, wo denn der Austaush- oder Fok-Term geblieben ist, der aus Konsistenzgründenerforderlih sheint. Es gibt jedoh zwei Gründe, dass sih die Gap-Gleihung auf den Hartree-Term beshränkt.Die Punktwehselwirkung der NJL-Lagrangedihte hat die besondere Eigenshaft, dass der Aus-taushterm mit dem direkten Hartree-Term verknüpft werden kann. Dies geshieht über eine sogenannte Fierz Transformation (siehe zum Beispiel [19℄). Dieser mathematishe Vorgang erlaubtes, die Gapgleihung auf den Hartree-Term zu reduzieren, in dem die Kopplungskonstante g um-de�niert wird.Die im später folgenden Abshnitt 2.5 folgende systematishe Näherungsmethode wird uns einweiteres Argument liefern, den Fok-Term auÿen vor zu lassen.2.3 MesonenMesonen sind Quark-Antiquark-Zustände. Der Ansatz zu ihrer Beshreibung im NJL-Modell leitetsih aus dem Streuprozess der Quarks her.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 102.3.1 Mesonen über die Bethe-Salpeter-GleihungDie Quark-Antiquark-Streuung kann mit einer Bethe-Salpeter-Gleihung beshrieben werden.
= + (2.18)Der Mesonenpropagator ergibt sih aus der Quark-Antiquark-Streumatrix T .

iTM = iKM + iKM (−iΠM )iTM (2.19)Dabei ist KM = ΓM2gΓM der Streukern und ΠM der Polarisationsloop. Wir shreiben die T -Matrix TM = −ΓMDM (q)ΓM und führen die Gröÿe JM = ΓMΠΓM ein. In der Tat lassen sihdie Beiträge durh Kπa und Kσ trennen, denn aufgrund des Isospins mishen die vershiedenenMesonenarten niht. Die Loops durh die Mesonen π und σ
JM (q) = i

∫ d4k

(2π)4
Tr {ΓMS(k + q)ΓMS(k)} . (2.20)lassen sih in eine kompakte Form shreiben

Jπ(q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q2)iI(q) (2.21)
Jσ(q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q2 − 4m2)iI(q). (2.22)Das Integral iI1 kennen wir bereits aus dem Abshnitt 2.2.2. Das hier neu eingeführte Integral

iI(q) = i

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2 + iǫ][(k + q)2 −m2 + iǫ]
. (2.23)ist im Anhang A.2 genauer diskutiert. Es lässt sih in die Form

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

Ek

1

q20 − (Ek + Ekq)2
(2.24)

Ek =
√

k2 +m2, Ekq =
√

(k + q)2 +m2 (2.25)bringen.Kehren wir mit den neu gewonnen Ausdrüken zurük zu unserer Ausgangsfragestellung.Wir kön-nen nun die Bethe-Salpeter-Gleihung anstatt durh TM und ΠM durh DM und JM ausdrüken.Wir erhalten
DM (q) = −2g + 2gJMDM (q) (2.26)und so das Ergebnis
DM (q) =

−2g

1 − 2gJM (q)
. (2.27)Wir bezeihnen DM im Folgenden als Meson-Propagator. Diese Bezeihnung ist etwas irrefür-hend, da die Meson-Quark-Kopplung bereits in DM absorbiert ist. Es wäre korrekter, DM alsMesonpropagator mal dem Quadrat der Meson-Quark-Kopplungskonstanten zu bezeihnen.2.3.2 Mesonmasse und KopplungskonstanteDer Propagator DM ist eine Funktion des Viererimpulses q. Aus Gründen der Kovarianz ist DMnur von q2 = q20 − q2 abhängig und niht von den einzelnen Komponenten q0 und q. Als Funk-tion einer Variablen aufgefasst, kann DM nun einen Pol besitzen. Die Polstelle des Propagatorsidenti�zieren wir mit der Masse des Mesons. Wir könnten die De�nition der Masse shreiben als

D−1
M (q2 = m2) = 0. (2.28)



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 11Wir sind jedoh vorsihtiger und de�nieren die Masse des Mesons etwas allgemeiner durh dieGleihung
1 − 2gReJ(q2 = m2)

!
= 0. (2.29)Dadurh gelingt es uns, auh dann von einer Masse zu sprehen, wenn keine Polstelle vorhandenist. Es ist möglih, den erhaltenen Mesonpropagator durh eine Entwiklung um seinen Pol zunähern, in dem man

DM (q) =
−g2

Mqq

q2 −m2
M

(2.30)fordert. Hier wurde die e�ektive Meson-Quark-Quark-Kopplungskonstante gMqq eingeführt. Siekann über die Entwiklung des Nenners 1 − 2gJM nah q20 um q20 = m2
M + q2 erhalten werden.

1 − 2gReJM (q0,q) ≈ 1 − 2gReJM (
√

m2
M + q2,q) − 2g

dReJMdq20 (
√

m2
M + q2,q)(q20 − q2 −m2

M )(2.31)Der erste Term vershwindet nah Voraussetzung, und der zweite Term liefert direkt die gesuhteKopplungskonstante.
gMqq =

(dReJMdq20 )− 1
2 (2.32)Diese so genannte Polapproximation nähert die komplizierte Funktion DM (q) durh eine wesent-lih einfahe Funktion mit den zwei zu bestimmenden Parametern mM und gMqq. Sie entsprihtder Parametrisierung der T -Matrix durh einen Mesonen-Austaush in der Näherung freier Me-sonen.2.4 Chirale TheoremeIm hiralen Limes besitzt das Namu-Jona-Lasinio-Modell auf Grund der hiralen Symmetrie einigewihtige Eigenshaften. Diese Theoreme gelten auh in der vorgestellten Näherung Hartree+RPA.Da sie einerseits in dieser Arbeit keine direkte Verwendung besitzen, sie anderseits aber zu denfundamentamentalen Eigenshaften des Nambu-Jona-Lasinio-Modells gehören, stellen wir sie hiervor, beshränken uns aber auf eine kurze Darstellung. Eine genauere Behandlung erfahren dieTheoreme in der entsprehenden Literatur (zum Beispiel in [17℄ und [20℄).Das Goldstone-TheoremDurh die Gapgleihung wird dynamish eine endlihe Konstituentenquarkmasse erzeugt. Dadurhwird die hirale Symmetrie spontan gebrohen. Spontane Symmetriebrehungen gehen mit derExistenz von Goldstone-Bosonen einher. Diese masselose Anregung, die das Goldstone-Theoremvorhersagt, ist in diesem Fall das Pion. Nah der De�nition der Mesonmasse können wir dieseTatsahe auh

1 − 2gΠπ(q2 = 0) = 0 (2.33)shreiben.Die Goldberger-Treiman-RelationDie Goldberger-Treiman-Relation verknüpft die Pion-Zerfallskonstante fπ mit der Hartree-Quark-masse m und der Pion-Quark-Kopplungskonstante gπqq.
fπgπqq = m (2.34)Die Konstante fπ ist ein empirisher Parameter, der etwa den Wert fπ = 93 MeV beträgt. DieRelation gilt tatsählih auh für die aus der Polapproximation gewonnenen On-shell-Kopplung.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 12Die Gell-Mann-Oakes-Renner-RelationBei endliher Stromquarkmasse m0 6= 0 ist die hirale Symmetrie nur noh näherungsweise gege-ben. Dennoh gibt es eine Aussage, die über eine Entwiklung nah m0 gewonnen werden kann.
m2

πf
2
π = −m0〈ψψ〉 +O(m2

0) (2.35)Das hier eingeführte Quarkkondensatz 〈ψψ〉 hat in Hartree-Näherung die Form
〈ψψ〉 = −m−m0

2g
. (2.36)Auh die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation stellt eine Verbindung zu fπ her.2.5 Entwiklung in 1/NcDas NJL-Modell ist niht exakt lösbar. Zur Berehnung von Observablen muss daher auf Nähe-rungsmethoden zurükgegri�en werden. Der naheliegenste Gedanke wäre wohl gewöhnlihe Stö-rungstheorie, wie sie in üblihen Lehrbühern (siehe zum Beispiel [21℄) beshrieben wird. DiesesVorgehen, das einer Entwiklung nah Potenzen der Kopplungskonstanten entspriht, sheidetjedoh als mögliher Kandidat aus. Wir wollen das NJL-Modell in einem Bereih untersuhen, indem die Kopplung, durh die dimensionsbehaftete Koppplungskonstante g im Lagrangian L ver-ankert, stark ist. Was dies im Zusammenhang mit einer einheitenbehafteten Gröÿe zu bedeutenhat, wird im Abshnitt 2.6 deutlih werden.Ein Entwiklungsshema des NJL-Modells ist die Entwiklung nah Ordnungen der inversen An-zahl der Farben 1/Nc [20, 22, 23, 24, 25℄. Zwar ist Nc = 3 fest, jedoh bietet diese Entwiklungdie Möglihkeit, Eigenshaften des NJL-Modells sukzessive zu berehnen. Es gibt vershiedeneMotivationen, genau diese Entwiklung vorzunehmen. Für den bereits eingeshlagenen Weg, aufdem wir die Hartree-Selbstenergie und die RPA-Mesonen π und σ berehnet haben, stellt das

1/Nc-Enwiklungsshema eine natürlihe Fortsetzung dar. Anshaulih gesprohen wird die Ent-wiklung darauf hinauslaufen, Korrekturen durh die Meson-Wolken um die Quarks zu berehnen.Doh auh formelle Gründe sprehen für diese Entwiklung. Denn eine wihtige Eigenshaft esNJL-Modells ist das Verhalten für groÿe Nc. In führender Ordnung stimmt dieses Verhalten mitdem der QCD überein. Die 1/Nc Entwiklung erhält auÿer dem die Eigenshaften, die das Modellaufgrund seiner hiralen Symmetrie in der bisherigen Form besitzt, wie das Goldstone-Theoremund die Goldberger-Treiman-Relation.Die 1/Nc-Entwiklung lässt sih zum einen über die e�ektive Wirkung erhalten [25℄. Sie lässt sihjedoh auh auf diagrammatishe Weise vollführen, was wir hier tun wollen. Wir folgen dabei imWesentlihen [17℄. Das Abzählen der Ordnungen kann durh den Vergleih der Beiträge geshehen,in denen Nc explizit auftauht. Nah den Feynmanregeln ist ein geshlossener Quarkloop mitdem Aufreten eines solhen Faktors Nc verbunden, da die Spurbildung durh die Symmetrie imFarbraum genau diesen Faktor liefert. Ein Beispiel für ein solhes Auftreten bietet bereits dieGap-Gleihung (2.17). Wir fordern weiterhin, dass der Hartree-Quarkpropagator S die Ordnung
N0

c besitzt. Dies können wir bei seiner De�nition in Gleihung (2.14) erreihen, in dem wir ΓMund somit g die Ordnung 1/Nc zuordnen. Wir erhalten so einzelnene diagrammatishe Bausteine,mit denen wir jeweils eine Ordnung in 1/Nc verbinden können.Gedresster Propagator S(k) N0
cGeshlossener Quarkloop Π(p) N1
cVierpunkt-Vertex ΓM N−1

cRPA-Meson D(q) N−1
c



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 13Mit dieser Übersiht ist es nun möglih, den vorgestellten Gröÿen des Modells Ordnung in 1/Nczuzuordnen. Wir erhalten so zum Beispiel für die Hartree-Selbstenergie N0
c , für den Fok-Term

N−1
c - was abermals unser Vorgehen rehtfertigt, die Quark-Selbstenergie in Hartree-Näherungzu berehen. Die mesonishen Parameter m2

M und g2
Mqq sind Gröÿen der Ordnung O(1) bezie-hungsweise 1/Nc.Wir werden in dieser Arbeit keine vollständig konsistenten Näherungen in 1/Nc vollführen (fürsolhe siehe [20℄, [17℄ oder [25℄). Es werden aber an einigen entsheidenden Stellen Beiträge be-nötigt, die durh diese Erweiterungen berehnet werden können.2.6 RegularisierungMan betrahte die Gap-Gleihung (2.13) und das in ihr enthaltene Integral iI1, welhes in Glei-hung (2.16) de�niert wurde. Shon durh Abzählen der Potenzen von k im Zähler und im Nennersieht man, dass das Integral niht existiert. Dass ein solhes Verhalten auftritt, kann genau genom-men sogar shon an der Lagrangedihte L abgelesen werden. Das Auftreten der Feldoperatorenin vierter Potenz und shon allein die dimensionsbehaftete Kopplungskonstante g verraten, dasses sih bei dem NJL-Modell um ein nihtrenormierbares Modell handelt. Während man bei ei-ner renormierbaren Quantenfeldtheorie derartige Divergenzen beseitigen kann, bleibt einem hiernihts anderes übrig, als das Integral künstlih auf einen endlihen Wert zubringen. Eine solheMethode nennt man Regularisierung.Eine intuitive Methode (die im folgenden auh weiter diskutiert werden wird) wäre die Einshrän-gung des Impulsraums auf ein kompaktes Volumen. Kann man bei der Form des Volumens nohmit Symmetrien argumentieren, so bleibt seine Gröÿe ein Wert, der von auÿen vorgegeben wer-den muss. Dieser Cut-o� Parameter, oft mit Λ bezeihnet, stellt einen zusätzlihen Parameter desNJL-Modells dar.Der Parameter Λ, genau wie auh die Stromquarkmasse m0 und die Kopplungskonstante g, wirdso festgelegt, dass die berehneten Ergebnisse physikalishe Werte annehmen. Die Orientierungbietet die Konstituentenquarkmasse m, die Pionmasse mπ und die Pion-Zerfallskonstante fπ.2.6.1 3er-Impuls-Cut-o�Da man das Integral der Gap-Gleihung als sphärish symmetrishes Integral über k shreibenkann, ist es leiht zu realisieren, die Integration nur bis zu einem Radius Λ durhzuführen. Umauf das eingangs beshriebene Bild Bezug zu nehmen: Wir shränken den Impulsraum auf einenHyperzylinder im vierdimensionalen Energie-Impuls-Raum ein: Während die k0-Integration keineRegularisierung erfährt, wird die dreidimensionale k-Integration auf eine Kugel mit Radius Λeingeshränkt.

i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ +∞

−∞

dk0

(2π)

∫

|k|<Λ

d3k

(2π)3
f(k,m) (2.37)Ein Vorteil dieses Regularisierungsshemas ist die relativ leihte Umsetzung. Ein deutliher Nah-teil ist, dass es sih um ein niht-Lorentz-kovariantes Shema handelt. Während die räumliheIsotropie erhalten bleibt, verlieren wir die Translationsinvarianz im Impulsraum. Das führt zumBeispiel zu Problemen bei Mesonen mit endlihem Dreierimpuls.ParametersätzeIn Tabelle 2.1 sind vier Parametersätze vorgestellt. Die äuÿeren Parameter sind Λ, der Impuls-Cut-o�, sowie g und m0. Es ist üblih, statt g den dimensionslosen Wert von gΛ2 anzugeben,der eine Auskunft über die tatsählihe Stärke der Kopplung geben kann. Mit diesen Parameternlässt sih die Konstituentenquarkmasse in Hartree-Näherung m und die Pion-Masse in RPA mπberehnen. Diese beiden Gröÿen �nden sih ebenfalls in der Tabelle, auh wenn es keine Parameter,sondern Resultate sind. Die hier vorgestellten Parametersätze sind [26℄ entnommen.



KAPITEL 2. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL 14Nummer 1 2 3 4
Λ [MeV℄ 664.3 587.9 569.3 568.6
m0 [MeV℄ 5.0 5.6 5.5 5.1
gΛ2 2.06 2.44 2.81 3.17

m[MeV ] 300 400 500 600
mπ [MeV℄ 135 135 135 135Tabelle 2.1: Parametersätze aus [26℄ für die Regularisierung mit dem 3er-Impuls-Cuto�.2.6.2 4er-Impuls-Cut-o�Der entsheidende Nahteil des 3er-Cut-o�s ist die manifeste Brehnung der Symmetrie zwishen

k0 und ~k. Ein naheligender Gedanke ist es nun, anstatt einer Kugel im dreidimensionalen Raumeine Hyperkugel im vierdimensionalen Raum zu wählen. Dazu muss das entsprehende Integraljedoh zunähst über eine Wik-Rotation in ein euklidishes Integral überführt werden.
i

∫ dk0

(2π)

∫ d3k

(2π)3
f((k, k0),m) → −

∫ d3k

(2π)3

∫ dk4

(2π)
f((k, ik4),m) (2.38)

→ −
∫

√
k2+k2

4<Λ

d3k

(2π)3
dk4

(2π)
f((k, ik4),m) (2.39)Dieses Shema wird in der vorliegenden Arbeit niht weiter verfolgt. Ein Parametersatz �ndetsih zum Beispiel in [19℄.2.6.3 Pauli-Villars-RegularisierungNeben den sharfen Cut-o�s, die oben vorgestellt wurden, kann man auh das asymptotisheVerhalten für groÿe |k| derart ändern, dass die Funktion integrabel wird. Dies kann zum Beispieldurh die Subtraktion von zusätzlihen Termen geshehen, die für kleine |k| relativ klein sind undim Ultravioletten das gleihe asymptotishe Verhalten wie der eigentlihe Integrand besitzen. DiePauli-Villars-Regularisierung [27℄ basiert genau auf diesem Prinzip.Beim Pauli-Villars-Regularisierungsshema wird die Funktion im Integranden durh eine Summevon n+1 dieser Funktionen mit untershiedlihen Massenmα und Gewihtungsfaktoren cα ersetzt.Formal gibt es so also n zusätzlihe Felder mit Teilhen, die die Massen mα besitzen.

i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ d4k

(2π)4

n
∑

α=0

cαf(k,mα) (2.40)Die Anzahl der nötigen Regulatoren hängt von der Divergenz der autretenden Integrale ab. Diehöhste auftretende Potenz im Integranden der oben eingeführten Integrale tritt in iI1 in der Gap-Gleihung auf. Um dies zu regularisieren, benötigt man (mindestens) zwei Regulatoren. In dieserArbeit wird an den meisten Stellen eine solhe Pauli-Villars-Regularisierung mit zwei Regulatorenbenutzt.
i

∫ d4k

(2π)4
f(k,m) → i

∫ d4k

(2π)4

{

f(k,m) − 2f(k,
√

m2 + Λ2
q) + f(k,

√

m2 + 2Λ2
q)
} (2.41)Das Pauli-Villars-Regularisierungsshema ist Lorenz-kovariant. Die Modi�kation der Masse bringtjedoh andere Shwierigkeiten mit sih. So �ndet sih in der Gap-Gleihung oder in der De�nitiondes σ-Polarisationsloops eine Masse als Vorfaktor. Es hat sih als sinnvoll herausgestellt, dieseMassen niht in die Regularisierung mit einzubeziehen, sondern lediglih die elementaren Integra-le iI1 und iI zu regularisieren, deren Integranden ein m im Nenner besitzen. Mit diesem Vorgehengelingt es, das Pion im hiralen Limes masselos zu erhalten, wie es das Goldstone-Theorem vor-hersagt.
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ΛM [MeV℄ 0 300 500 600 700
Λq [MeV℄ 800 800 800 820 852
m0 [MeV℄ 6.13 6.40 6.77 6.70 6.54
gΛ2

q 2.90 3.07 3.49 3.70 4.16
m[MeV ] 260 304 369 446 550
mπ [MeV℄ 140 140 140 140 140Tabelle 2.2: Parametersätze aus [17℄ für die Pauli-Villars-Regularisierung.ParametersätzeDie in dieser Arbeit benutzten Parametersätze sind aus [17℄ entnommen und �nden sih in Ta-belle 2.2. Sie werden hier mit der Nummer ihrer Spalten bezeihnet. Λq ist der Pauli-Villars-Regularisierungsparameter, m0 und g sind Stromquarkmasse und Kopplungskonstante. Mit die-sen drei Parametern lassen sih mit Hilfe der Gap-Gleihung die Konstituentenquarkmasse mund in RPA die Pionenmasse mπ berehnen. Zum Vergleih sind diese ebenfalls in der Tabelle zu�nden.Die Pauli-Villars-Regularisierung ist die einzige Regularisierungsmethode, in der wir Beiträge innähsthöherer Ordnung in 1/Nc ausrehnen werden. Für diese Ordnung wird es wieder nötigsein, Integrale zu regularisieren. Es handelt sih um Integrale über Mesonenimpulse. Wir werdendiese Integrale mit einem 3er-Impuls-Cut-o� regularisieren (analog zum Vorgehen in Abshnitt2.6.1). Der dafür notwendigen Parameter ΛM ist ebenfalls in der Tabelle zu �nden und wird alsMesonen-Cut-o� bezeihnet.



Kapitel 3Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell imMediumDas Ziel dieser Arbeit ist es, die Sherviskosität von stark wehselwirkender Materie zu untersu-hen. Nun ist es klar, dass die Beshreibung von Quarks und Mesonen im Vakuum dazu nihtausreihend ist. Fragestellungen zu Transportprozessen gehören klassisherweise zu Untersuhun-gen von Teilhen und Feldern in Medien.3.1 Quantenfeldtheorie im MediumDer entsheidende Zustand einer Feldtheorie im Vakuum ist der Grundzustand des Systems. Es istder Zustand, der die Energie minimiert. Hier liegt der wesentlih Untershied zu einer Quanten-feldtheorie bei endliher Temperatur oder einer Quantenfeldtheorie im Medium, welher wir unsnun nähern wollen. Wir werden in dieser Arbeit ausshlieÿlih Systeme im thermishen Gleihge-wiht betrahten. Das heiÿt, dass die Systemkon�guration durh die Forderung von Stationaritätfestgelegt wird. Diese Kon�guration kann als Grundzustand in dem Sinne angesehen werden, alsdass die Freie Energie minimiert wird. Thermishes Gleihgewiht bedeutet, dass die gesamteKon�guration durh zwei Parameter bestimmt ist: die Temperatur T und das hemishe Poten-tial µ. Das hemishe Potential µ bezieht sih selbstverständlih auf die beshrieben Quarks. Dakein anderes hemishes Potential in dieser Arbeit vorkommen wird (zum Beispiel ein Ladungs-hemishes Potential oder ein Isospin-hemishes Potential), verzihten wir darauf, durh einenIndex q zu verdeutlihen, dass sih µ beziehungsweise µq auf die Quarks bezieht.Sind Anregungen aus dem Vakuum-Grundzustand als Teilhen interpretierbar, so werden Anre-gungen aus dieser Kon�guration als Quasiteilhen bezeihnet. Die Quasiteilhen sind Teilhen-Loh-Anregungen, die eine teilhenartige Dispersionsrelation besitzen. Wir werden in diesem Ka-pitel trotzdem weiter von Quarks sprehen und niht von Quasi-Quarks.Zur Beshreibung der thermodynamishen Eigenshaften von Feldern gibt es zweierlei Methoden:Den Imaginärzeitformalismus (auh als Matsubara-Formalismus bezeihnet) und den Realzeitfor-malismus. In dieser Arbeit werden wir den Matsubaraformalismus verwenden. Die Grundlagendieses Ansatzes �nden sih in Lehrbühern wie [28℄ oder [29℄.3.1.1 Vergleih zwishen Vakuum und MediumVon entsheidender Wihtigkeit ist die Erkenntnis, dass Feynmanregeln und das Berehnen vonErwartungswerten im Medium groÿe Ähnlihkeiten mit den Berehnungen im Vakuum aufweisen.Bei den Berehnungen mit Integralen über Viererimpulse k wird formal die Energieintegrationdurh eine Summe über fermionishe beziehungsweise bosonisheMatsubarafrequenzen ωk ersetzt.
i

∫ d4k

(2π)4
f(k) → −T

∑

iωk

∫ d3k

(2π)3
f(iωk + µ,k) (3.1)16



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 17Die hier eingeführten Matsubarafrequenzen iωk besitzen die Gestalt
iωk =(2n+ 1)πiT, für Fermionen (3.2)
iωk =2nπiT, für Bosonen (3.3)mit n ∈ Z. Anders, als es sonst üblih ist, werden wir die Matsubara-Frequenzen niht allgemein

iωn nennen und die Summe über n laufen lassen, sondern sie mit dem Buhstaben des zugehörigenDreierimpulses als Index versehen, ho�end, dass es der Lesbarkeit und Transparenz dient.Wie ändert nun das Medium die harakteristishen Eigenshaften der NJL-Quarks? Gibt es einenBezug zu den Gröÿen im Vakuum? Nun, einerseits ist das Vakuum über den Grenzwert
fVakuum = lim

T→0
lim
µ→0

fT,µ (3.4)erreihbar. Das lässt sih bereits an Gleihung (3.1) nahvollziehen, wobei man ein Wik-rotiertesIntegral (vergleihe Gleihung (2.39)) erhält. Zudem lassen sih die modi�zierten Integrale aufgewisse Weise in einen Vakuumanteil und einen Mediumanteil aufspalten. Dies erlaubt es, dieÄnderungen bei endliher Temperatur nahzuvollziehen.Wie man an Gleihung (3.1) erkennt, ist die Symmetrie zwishen Energie- und Impulskoordi-nate im Medium verloren gegangen. Es gibt shlieÿlih ein ausgezeihnetes Bezugssystem in derBeshreibung von Feldern im thermishen Gleihgewiht: Das Ruhesystem des Mediums.3.1.2 Regularisierung im MediumDie auftretenden Integrale lassen sih mit den gleihen Shemata regularisieren, wie dies in 2.6beshrieben wurde. Es ist aber trotzdem lohnenswert, sie neu zu diskutieren und Varianten davonzu untersuhen.Der 3er-Impuls-Cut-o� hatte den entsheidenden Nahteil, dass er niht Lorenz-kovariant ist. Daes bei endliher Temperatur aber ein ausgezeihnetes Bezugssytem, das Ruhesystem des Mediums,gibt, kann dieser Nahteil mit Eigenshaften des Mediums motiviert werden.Zerlegt man die auftretenden Integrale in Vakuum- und Mediumanteil, so sind nur die Vakuu-manteile divergent. Man könnte also das Regularisierungsshema alleine auf den Vakuumanteilanwenden, während man den Mediumanteil unregularisiert lässt.
i

∫ d3k

(2π)3
f(k,m) = i

∫ d3k

(2π)3
{fVakuum(k,m) + fMedium(k,m)}

→ i

∫ d3k

(2π)3
(fVakuum(k,m) + reg.) + i

∫ d3k

(2π)3
fMedium(k,m) (3.5)Diese Methode wird in dieser Arbeit niht angewandt. In Kapitel 4 wird sie jedoh noh für einenVergleih wihtig sein.Zerlegt man die auftretenden Impulsintegrale in Real- und Imaginärteil, so ist nur der Realteildivergent. Man könnte den Imaginärteil unregularisiert belassen.

i

∫ d3k

(2π)3
f(k,m) = Rei ∫ d3k

(2π)3
f(k,m) + Imi ∫ d3k

(2π)3
f(k,m)

→ Rei ∫ d3k

(2π)3
(f(k,m) + reg.) + Imi ∫ d3k

(2π)3
f(k,m) (3.6)Auh hiervon wird abgesehen. Im Abshnitt 3.3 wird diese Idee jedoh kurz auftauhen.Wir entsheiden uns dafür, die auftretenden Integrale als Ganzes zu regularisieren, ohne dieIntegranden vorher in vershiedene Anteile zu zerlegen. Als Parameter werden die im Kapitel 2.6aufgelisteten Werte verwendet.
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(b)Abbildung 3.1: Hartree-Quarkmasse m als Funktion der Temperatur T für vershiedene Pauli-Villars-Parametersätze (siehe Tabelle 2.2). Abbildung (a) beshreibt das Verhalten für die ta-bellierte Stromquarkmasse m0, Abbildung (b) ist der Vergleih im hiralen Limes m0 = 0. InAbbildung (b) wird tatsählih für jeden Parametersatz bei einer bestimmten Temperatur dieMassse m = 0.3.2 QuarksDie Gapgleihung (2.13) behält ihre Struktur, jedoh wird das auftretende Integral iI1 nah derVorshrift (3.1) transformiert. Wir erhalten somit

iI1 = −T
∑

ωk

∫ d3k

(2π)3
1

(iωk)2 − k2 + iǫ
. (3.7)In Anhang B.1 ist beshrieben, wie man iI1 auf den Ausdruk

iI1 =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(1 − nk − nk) (3.8)bringen kann. Hierbei sind
nk = nF (Ek − µ) , nk = nF (Ek + µ) (3.9)mit der Fermi-Verteilungsfunktion nF (x) = (exp(x/T )+1)−1. Man beahte, wie einfah es sheint,den Integranden von iI1 in einen Vakuum- und einen Medium-Anteil aufzuteilen. Dies ist jedohein wenig trügerish, da die in beiden Gleihungen enthaltene Konstituentenquarkmasse m sehrwohl vom Medium beein�usst wird.Für T = 0, µ = 0 erhalten wir die in den Parametertabellen 2.1 und 2.2 angegebenen Massen m.Bei endliher Temperatur weiht die Lösung der Gap-Gleihung von der Vakuumlösung ab - siewird kleiner. Im hiralen Limes vershwindet die Konstituentenquarkmasse bei einer kritishenTemperatur. Dieses Verhalten ist für die untershiedlihen Pauli-Villars-Parametersätze in Ab-bildung 3.1 zu sehen. Das hemishe Potential bleibt bei µ = 0, während die Temperatur variertwird.Auh bei endlihem hemishem Potential wird die Konstituentenquarkmasse kleiner. Hier istein weiteres Verhalten beobahtbar: Die Gap-Gleihung besitzt unter Umständen mehrere Lö-sungen. Was diese Lösungen bedeuten und warum wir uns aus physikalishen Gründen für einebestimmte entsheiden, wird in Kapitel 4 klar werden. Trotzdem wird in Abbildung 3.2 das Ver-halten von m als Funktion von µ bei Temperatur T = 0 gezeigt, da es zum Mediumverhalten derKonstituentenquarkmasse m gehört.
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Abbildung 3.2: Hartree-Quarkmassem als Funktion des hemishen Potentials µ für vershiedenePauli-Villars-Parametersätze (siehe Tabelle 2.2).3.3 MesonenDie Bethe-Salpeter-Gleihung behält ihre Form wie in Abshnitt 2.3. Der Polarisationsloop JMwird im Imaginärzeit-Matsubara-Formalismus berehnet.

JM (iωq,q) = T
∑

iωk

∫ d3k

(2π)3
Tr(S(iωk,k)ΓMS(iωk + iωq,k + q)ΓM ) (3.10)Die äuÿerer Frequenz iωq ist eine bosonishe Matsubara-Frequenz iωq = 2πinT , n ∈ N. Manbeahte, dass die Summe einer bosonishen und einer fermionishen Matsubarafrequenz einefermionishe Matsubara-Frequenz ergibt. Aus der Bethe-Salpeter-Gleihung gewinnt man denMatsubara-Propagator des Mesons

DM (iωq,q) =
−2g

1 − 2gJM(iωq,q)
. (3.11)Um den retardierten Propagator zu bekommen, aus dem sih die Masse des Mesons extrahierenlässt, wird die stetige Fortsetzung iωq → q0 + iδ durhgeführt. Wir shreiben wieder JM alsKombination elementarer Integrale.

Jπ(q0,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf ((q0 + iδ)2 − q2)iI(q0 + iδ,q)

Jσ(q0,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf ((q0 + iδ)2 − q2 − 4m2)iI(q0 + iδ,q) (3.12)mit
iI(q0,q) =

∫ d3k

(2π)3

{(

1

Ek

− nk + n̄k

2EkqEk

sE

)

1

q20 − s2E
− nk + n̄k

2EkqEk

dE

1

q20 − d2
E

} (3.13)
Ek =

√

k2 +m2, Ekq =
√

(k + q)2 +m2 (3.14)
sE = Ekq + Ek, dE = Ekq − Ek. (3.15)Das elementare Integral iI, das den gleihnamigen Vakuumausdruk auf endlihe T und µ verall-gemeinert, wird in Anhang B.2 hergeleitet. Leiht kann man den Vakuum- und den Mediumanteildes Integranden identi�zieren.Wir besitzen nun die Matsubara-MesonenpropagatorenDM (iωq,q) sowie die retardierten Propa-toren
DM (q0,q) =

−2g

1 − 2gJM (q0,q)
. (3.16)Wie zu Beginn des vorangegangenen Kapitels versprohen, werden wir jetzt die Eigenshaften derRPA-Mesonen genauer diskutieren.
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Abbildung 3.3: Masse von π (durhgezogene Linie) und σ (gestrihene Linie) als Funktion derTemperatur T bei µ = 0 und q = 0. Pauli-Villars-Parametersatz 1, auf der linken Abbildung imhiralen Limes. Als Vergleih ist die doppelte Konstituentenquarkmasse (gepunktete Linie) miteingezeihnet. Man beahte, dass im hiralen Limes stets zwei Linien aufeinander liegen.3.3.1 Mesonenmassen im MediumAus den Polen des retardierten Propagators, beziehungsweise aus den Nullstellen von 1 − 2gJM ,lässt sih ebenso wie in 2.3 die Masse der π-Mesonen und des σ-Mesones berehnen. Die soerhaltenen Massen sind nun abhängig von der Temperatur T und dem hemishem Potential µ.Ein Verlauf ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Sie zeigt sowohl das Verhalten des gewöhnlihenPauli-Villars-Parametersatzes 1 wie auh das des gleihen Satzes im hiralen Limes m0 = 0.Um das Verhalten zu verstehen, betrahte man den hiralen Grenzfall. Im Vakuum ist die hiraleSymmetrie SU(2)V ⊗ SU(2)A spontan gebrohen. Obwohl das Stromquark masselos ist, besitztdie Gapgleihung Lösungen auÿerhalb der Null, die Konstituentenquarkmasse hat einen endlihenWert. Wie bereits angesprohen, geht diese spontane Symmetriebrehung mit der Existenz vonGoldstone-Bosonen einher, hier dem masselosen Pion. Bei niedrigen Temperaturen bleiben dieseEigenshaften vorerst so. Die Konstituentenquarkmasse m sinkt bei steigender Temperatur Timmer weiter. Die Masse des σ-Mesons ist dabei exakt so groÿ wie die doppelte Konstituenten-quarkmasse. Bei einer bestimmten Temperatur geht die Konstituentenquarkmasse auf Null. Andiesem kritishen Punkt ist m = mπ = mσ = 0. Bei höheren Temperaturen ist die Symmetrierestauriert (m = 0) und, wie sofort aus Gleihung (3.12) ersihtlih ist, π- und σ-Mesonen sindentartet.Bei endliher Stromquarkmasse m0 ist die SU(2)V ⊗ SU(2)A-Symmetrie nur approximativ. DasPion hat niht die Masse null, aber eine Masse, die deutlih unter m und mσ liegt. Die Massenvon π und σ sind bei hoher Temperatur zwar niht gleih, nähern sih aber stark an. Auh dasist eine direkte Konsequenz aus Gleihung (3.12).Interessant ist auh, wie sih die Massen des Mesons als Funktion des Dreierimpulses q verhalten.Da iI im Medium niht mehr alleine von q2, sondern separat von q0 und q abhängt, müssen wirdie Mesonenmasse bei endlihem Dreierimpuls q etwas genauer de�nieren.

1 − 2gReJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) = 0. (3.17)Während im Vakuum aus Gründen der Kovarianz keine Abhängigkeit zu erwarten ist, kann beiendliher Temperatur und Dihte das Bezugssystem des Mediums eine solhe Abhängigkeit ver-ursahen. In der Tat sieht man in Abbildung 3.4, dass die Masse für kleine Temperaturen nahezukonstant ist, für hohe Temperaturen jedoh als Funktion von q deutlih abfällt.3.3.2 Die SpektralfunktionEine Möglihkeit, Zweipunkt-Greensfunktionen zu harakterisieren, ist die Spektralfunktion. DieseGröÿe wird in den üblihen Lehrbühern (empfehlenswert ist zum Beispiel [30℄, aber auh in [28℄�ndet sih einiges) diskutiert. Es sei davor gewarnt, dass es vershiedene De�nitionen der Spektral-funktion gibt, die sih im Wesentlihen durh Vorzeihen und imaginäre Einheiten untersheiden.
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[MeV℄Abbildung 3.4: Masse eines Pauli-Villard regularisierten π-Mesons (links) bzw. σ-Mesons (rehts)als Funktion des 3er-Impulses q bei µ = 100. Die Temperatur beträgt 0 MeV (durhgezogene Li-nie), 100 MeV (gestrihelte Linie) bzw. 200 MeV (gepunktete Linie). Pauli-Villars-Parametersatz1.Die Spektralfunktion ρM eines Mesons M ist mit dem Propagator über die Gleihung

ρM (q0) = −2ImDM (q0) (3.18)verknüpft, wobei DM der retardierte Propagator ist. Es gilt
DM (q0) = DM (iωn)|iωn→q0+iδ . (3.19)Die Spektralfunktion ρ(q0) besitzt einige interessante Eigenshaften.Antisymmetrie

ρ(q0) = −ρ(−q0) (3.20)Positivität
q0ρ(q0) ≥ 0 (3.21)Summenregel

∫ +∞

−∞

dq0
2π

q0ρ(q0) = 1 (3.22)Die letzte Regel wird von der mesonishen Spektralfunktion der obigen De�nition verletzt, da, wiebereits diskutiert, die Kopplungskonstante gMqq im PropagatorDM absorbiert ist. Die Positivitätist bei Pauli-Villars-Regularisierung niht erfüllt, da der Imaginärteil im Ultravioletten einenVorzeihenwehsel durh den Beitrag der Regulatoren hat. Dies könnte vermieden werden, indem der Imaginärteil unregularisiert verbleiben würde, jedoh würden dann die analytishenEigenshaften verloren gehen. Die Spektralfunktion besitzt die shöne und intuitive Interpretationals Zustandsdihte des Systems. Dieses Bild kann bei der folgenden Diskussion hifreih sein.Wir wenden uns der konkreten Berehnung der Spektralfunktion aus dem Mesonpropagator DMzu. Dieser Propagator enthält als wesentlihes Element die Funktion JM . Wir bilden nun denReal- und Imaginärteil von J(iωn → q0 + iδ) und erhalten
Jπ(q0 + iδ,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q20 − q2)ReiI

+ i
(

−4NcNfq0δReiI − 2NcNf(q20 − q2) ImiI) (3.23)
Jσ(q0 + iδ,q) = 4NcNf iI1 − 2NcNf (q20 − q2 − 4m2)ReiI

+ i
(

−4NcNfq0δReiI − 2NcNf (q20 − q2 − 4m2)ImiI) (3.24)Auf analoge Weise lässt sih der benötigte Imaginärteil von iI herleiten. Die genaue Rehnung�ndet sih im Anhang B.3.
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1

16π
θ(q20 − q2 − 4m2)sgn(q0)

×
(

−
√

1 − 4m2

q20 − q2
+

1

|q|

∫ | q0
2 |+

√
△

| q0
2 |−

√
△

dEk(nk + n̄k)

)

, (3.25)falls q20 − q2 < 0 (raumartiger Impuls), giltImiI(q0,q) =
1

16π
sgn(q0)∫ √

△+| q0
2 |

√
△−| q0

2 |
dEk(nk + n̄k). (3.26)Dabei ist

√

△ =
|q|
2

√

q2 − 4m2

q2
. (3.27)Der (Matsubara-)Mesonpropagator DM ist

DM (iωq,q) = − 2g

1 − 2gJM (iωq,q)
(3.28)Der retardierte MesonpropagatorDM (q0,q) ergibt sih aus der stetigen Fortsetzung iωq → q0+iδ,

δ > 0 und in�nitesimal. Zerlegt in Real- und Imaginärteil erhält manReDM = −2g
1 − 2gReJM

(1 − 2gReJM )2 + (2gImJM )2
(3.29)ImDM =

{

2πgδ (1 − 2gReJM ) falls ImiI = 0

−4g2 ImJM

(1−2gReJM )2+(2gImJM )2 falls ImiI 6= 0
(3.30)Das Argument der δ-Funktion ist genau Null, wenn q2 = m2

M . Nun kann es zu zwei vershiedenenSituationen kommen. Ist ImJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) = 0, (3.31)so besitzt der Realteil des Propagator eine Polstelle bei q2 = m2

M , das Meson ist stabil. DerImaginärteil besteht aus einem δ-Peak bei der Masse sowie den Kontinuumsanteilen. Ein solherFall ist beim π-Meson im Vakuum und bei niedrigen Temperaturen und Dihten realsiert.Ist dagegen ImJM (q0 =
√

m2
M (q) + q2,q) 6= 0, (3.32)so erreiht der Realteil bei q2 = m2

M einen endlihen Wert. Das Meson ist instabil und hat eineBreite. Die Bedingungen für den δ-Peak sind niht erfüllbar: Das Argument der δ-Funktion istnie Null, wenn die Bedingung ImiI = 0 erfüllt ist. Die Spektralfunktion besitzt keinen δ-Peak,sondern lediglih ein lokales Maximum in der Nähe von q20 = m2
M +q2. Diese Situation tritt beim

σ-Meson und bei hohen Temperaturen und Dihten auh beim π-Meson auf.Die Meson-Spektralfunktion besteht also aus bis zu drei vershiedenen Anteilen, die alle einephysikalishe Interpretation besitzen.Der Teilhen-Loh-Branh Für raumartige Impulse, q20 − q2 < 0, gibt es im Vakuum keineBeiträge. Im Medium dagegen ist die Spektralfunktion in diesem Bereih von Null vershie-den. Diese Beiträge kann man als Streuprozesse interpretieren.Der Massenpol Die Spektralfunktion eines freien Teilhen besteht ausshlieÿlih aus dem Mas-senpol - einer δ-Funktion bei q20 = m2
M + q2. Auh das Pion besitzt im Vakuum einenMassenpol.Das Kontinuum Ist q20−q2 > (2m)2, so geht das Kontinuum der Spektralfunktion auf. Es rührtvon der Produktion von Quark-Antiquark-Zuständen her, die bei diesen Energien möglihwerden.



KAPITEL 3. DAS NAMBU-JONA-LASINIO-MODELL IM MEDIUM 23In Abbilung 3.5 sind die Spektralfunktionen ρM von π- und σ-Meson als Funktion der Energie
q0 bei vershiedenen Temperaturen dargestellt. Man beahte die untershiedlihe Skalierung anden Ahsen. Der σ-Massenpeak ist aufgrund der Übersihtlihkeit in der Regel abgeshnitten. ImVakuum bespielsweise erreiht das Maximum des Peaks 2.6 · 10−3 MeV−2 - das ist mehr als zweiGröÿenordnungn über dem Kontinuum des π-Mesons. Abbildung (a) zeigt die Spektralfunktion imVakuum. Im Vakuum ist die Spektralfunktion für raumartige Viererimpulse Null. Die Graphen(a) bis (d) enthalten den δ-Peak des sharfen Pions. In Abbildung (e) und (f) ist mπ > 2m,das Pion ist nunmehr nur eine Resonanz. In Abbildung (f) erkennt man gut die asymptotisheEntartung von π und σ für hohe Temperaturen.Bevor wir uns einer Anwendung der Spektralfunktion zuwenden, führen wir eine sinnvolle Kurz-shreibweise ein. ImD̃ := −4g2 ImJ

(1 − 2gReJ)2 + (2gImJ)2
(3.33)Somit können wir den Imaginärteil des Propagator shreiben alsImD = ImD̃ + aδ(ǫ±mπ) (3.34)mit a = 0 falls mπ > 2m. ImD̃ korrespondiert also zu den Teilhen-Loh-Branh- und Kontinu-umsanteilen der Spektralfunktion, der Massenpol ist absepariert.3.3.3 Stetige FortsetzungMithilfe der Spektralfunktion ist es möglih, den nur für reelle Werte q0 de�nierten retardiertenPropagator oder den nur für Matsubarafrequenzen iωn de�nerten Matsubarapropagator stetigfür beliebige z ∈ C fortzusetzen.

D(z, ~q) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

ρ(ǫ,q)

z − ǫ
(3.35)Dies ist die so genannte Lehmann-Darstellung eines Propagators. Wir beweisen diese Aussageüber den Cauhyshen Integralsatz für z /∈ R. Wir shreiben den Propagator D in der komplexenEbene als

D(z) =
1

2πi

∮

Cz

dωD(ω)

ω − z
(3.36)Hierbei ist Cz ein geshlossener Weg um z. Wir wissen, dass D auf der reellen Ahse einen Bran-hut besitzt und auÿerhalb analytish ist und nehmen ferner an, dass gilt limz→∞D(z) = 0. DerIntegrand hat neben dem Branhut noh einen Pol bei z = ω. Wir addieren nun einen zusätz-lihen Weg C′, der keinen Beitrag hat, nämlih einen Kreis mit einem sehr groÿen Durhmesser.Wir verformen C′ ein wenig in den analytishen Bereihen, wie es in Abbildung 3.6 gezeigt ist.Nun können wir das Integral umshreiben.

D(z) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
dωD(ω + iǫ) −D(ω − iǫ)

ω − z
=

∫ +∞

−∞

dω
2π

−2ImD(ω)

z − ω
(3.37)Wir erkennen sofort die Lehmann-Darstellung mit der Spektralfunktion ρ = −2ImD wieder. Fürden Matsubara-Meson-Propagator DM (iωn) erhalten wir als Beispiel den Ausdruk

DM (iωn) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

ρM (ǫ)

iωn − ǫ
. (3.38)Wir setzen nun die Ausdrüke ein, die wir oben für die mesonishe Spektralfunktion erhaltenhaben. Eingesetzt erhält man für ImiI(mπ) = 0

D(z,q) = − 2mπsgn(ReiI(√m2
π + q2,q))

mπReiI(√m2
π + q2,q) + 1

2 (m2
π + q2)ReiI ′(√m2

π + q2,q)

1

z2 −m2
π

+

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

−2ImD̃(ǫ)

z − ǫ
(3.39)
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(f) T = 300 MeVAbbildung 3.5: Spektralfunktionen ρM (q0,q) von π- (durhgezogene Linie) und σ-Meson (gestri-helte Linie) als Funktion der Energie q0. Pauli-Villars-Parametersatz 2, |q| = 50 MeV, µ = 0.

C
,

Im ω

Reω

Cz

z

(a) Reω

Im ω

z

(b)
Im ω

Reω

z

()Abbildung 3.6: Verformung von Integrationswegen in der komplexen Zahlenebene, die von Glei-hung (3.36) zur Gleihung (3.37) führt.
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D(z,q) =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

−2ImD̃(ǫ)

z − ǫ
. (3.40)ReiI ′ bezeihnet die Ableitung von ReiI nah q0. Der zweite Summand in Gleihung (3.39) ist (fürreelle ω = z) proportional zu (ω2 −q2 −m2

π)−1. Ein solher Ausdruk für den Propagator ist unsniht unbekannt - wir erkennen hier die Polapproximation aus Gleihung (2.30) wieder. Diese kön-nen wir also auh aus der stetigen Fortsetzung des Propagators verstehen. Die Polapproximationist die Vernahlässigung der Teilhen-Loh-Branh- und Kontinuumsanteile. Die Kopplungskon-stante gπqq kann aus dem Vorfaktor des entsprehenden Summanden gewonnen werden, wie es inAbshnitt 2.3 beshrieben wurde.



Kapitel 4Thermodynamik vonNJL-Quarkmaterie4.1 EinführungNahdem das letzte Kapitel bereits das NJL-Modell im thermishen Gleihgewiht behandelthat, werden wir uns in diesem Kapitel mit der Thermodynamik etwas intensiver auseinander-setzen. Dies wird uns erlauben, die bisherigen Erkenntnisse über die Gapgleihung (2.13) unddie Konstituentenquarks besser zu verstehen. Auf natürlihe Weise erhalten wir Einblike in dasQCD-Phasendiagramm. Ziel dieses Abshnitts ist es, Eigenshaften der von unserem Modell be-shriebenen Materie im Medium, also bei endliher Temperatur und Dihte, zu berehnen. Dazuverwenden wir, wie auh [17℄ und [26℄, den Matsubara-Formalismus. Wir werden das thermody-namishe Potential pro Volumen Ω und die Entropiedihte s berehnen.Die zentrale Gröÿe zur Berehnung thermisher Observablen ist Z, die groÿkanonishe Zustands-summe.
Z = Tr exp

(

−β
∫ d3x(H− µψγ0ψ)

) (4.1)Hierbei ist H die Hamiltondihte.
H = ψ(−γγγ · ∇∇∇ +m)ψ − g[(ψψ)2 + (ψiγ5~τψ)2] (4.2)Mit Hilfe der Zustandssumme lässt sih der thermishe Mittelwert eines Operators A berehnen.So ist die die Dihte n beispielsweise

n = 〈ψγ0ψ〉 = 〈ψ†ψ〉. (4.3)Das groÿkanonishe thermodynamishe Potential pro Volumen Ω ist mit der groÿkanonishenZustandssumme über die Gleihung
Ω(T, µ) = −T

V
lnZ (4.4)verknüpft. Die Entropiedihte s ist

s = −∂Ω
∂T

. (4.5)
Ω und s sind die wesentlihen Gröÿen des folgenden Kapitels. Da wir Z aufgrund der kompi-zierten Struktur von H nah Gleihung (4.2) niht berehnen können, sind wir gezwungen, aufsystematishe Näherungsmethoden zurükzugreifen.4.2 Mean-�eldIn diesem Abshnitt wird das NJL-Mean-�eld-Modell entwikelt. Es weist niht nur eine emi-nente Verbindung zur bereits diskutierten Gapgleihung (2.13) auf, sondern ist auh besonders26



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 27naheliegend. Es war bereits die Rede davon, dass das NJL-Modell historish sehr von der mikro-skopishen Theorie der Supraleitung inspiriert war. Das nun folgende Mean-Field-Modell weist sozahlreihe Parallelen zur bekannten Mean-Field-BCS-Theorie in Festkörpern auf. Wir orientierenuns in der Herleitung an dem Zugang, der zum Beispiel auh von [26℄, [31℄ und [32℄ beshrittenwird.4.2.1 HerleitungWir gehen vom Lagrangian des NJL-Modells nah Gleihung (2.1) aus. Wir spalten ψψ auf
ψψ = 〈ψψ〉 + δσ (4.6)in den Mittelwert 〈ψψ〉 (das Quarkkondensat), und die Fluktuationen δσ aus diesem Mittelwert.
δσ = ψψ − 〈ψψ〉 (4.7)Der Index σ deutet an, dass es sih um das skalare Quarkkondensat handelt, daneben gibt esauh noh das pseudoskalare Quarkkondensat 〈ψiγ5~τψ〉, zu dem ebenfalls Fluktuationen
δπ = ψiγ5~τψ (4.8)gehören. Die Mean-Field-Appromimation erhält man, in dem man nun den biquadratishen Termdurh Vernahlässigung der Fluktuationen nähert.

⇒ (ψψ)2 = −〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉 + δ2σ (4.9)
≈ −〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉 (4.10)Somit erhält man den Mean-�eld-Lagrangian

Lmf = ψ(i∂/−m0)ψ + g[−〈ψψ〉2 + 2ψψ〈ψψ〉] (4.11)
= ψ(i∂/−m0 + 2g〈ψψ〉)ψ − g〈ψψ〉2. (4.12)Das Quark-Kondensat 〈ψψ〉ist ein noh unbestimmter, reeller Parameter. Die volle Lagrange-dihte L ist nun aufgespalten in einen Mean-�eld-Anteil Lmf und in einen Anteil Lfl, der vonFluktuationen herrührt.

L = Lmf + Lfl (4.13)
Lfl = g(δ2σ + δ2π) (4.14)Gleihung (4.11) kann sofort interpretiert werden. Wir sehen eine Lagrangedihte freier Teilhen,die einen zusätzlihen skalaren Term bei ihrer Masse enthalten, und eine additive Konstante. Wirde�nieren die Quark-Selbstenergie in mean-�eld Σ als
Σ = −2g〈ψψ〉 (4.15)und die führen die Konstituentenquarkmasse m über die Gleihung

m = m0 +Σ = m0 − 2g〈ψψ〉 (4.16)ein. Diese De�nition der Konstituentenquarkmasse ist äquivalent zu der der Gapgleihung, wasim Folgenden noh von Bedeutung sein wird.4.2.2 Das Groÿkanonishe PotentialDas groÿkanonisher Potential pro Volumen Ωmf in Mean-�eld enthält also das Potential einesfreien Gases mit Teilhen der Masse m. Hinzu kommt ein Term durh die additive Konstante imMean-�eld-Lagrangian. Beide Beiträge gemeinsam ergeben
Ωmf (T, µ) =

(m−m0)
2

4g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

Ep

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep − µ

T

))

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep + µ

T

))

}

. (4.17)



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 28Hier ist der erste Term (m − m0)/2g durh die konstante Vershiebung von Lmf um 〈ψψ〉2verursaht worden, das Integral danah ist der Beitrag durh freie Teilhen.Der bis jetzt unbestimmte freie Parameter 〈ψψ〉 wird nun durh die Forderung der Minimierungdes Potentials determiniert. Im thermishen Gleihgewiht ist das groÿkanonishe Potential Ω mi-nimal bezüglih 〈ψψ〉. Wie man an Gleihung (4.16) sieht, kann man äquivalent dazu Ω bezüglih
m minimieren.

∂Ωmf

∂m
(m) = 0 (4.18)Diese Extremalbedingung von Ωmf bezüglih m ist äquivalent zur Gap-Gleihung (2.17). Da-mit ist die Konsistenz zwishen m nah der Gapgleihung und m durh das thermodynamishePotential bewiesen.Regularisierung und VakuumbeitragDas Integral in Gleihung (4.17) ist auf gleihe Weise regularisiert wie iI1, aufgrund der Korre-spondenz zur Gap-Gleihung. Für die Pauli-Villars-Regularisierung existiert das Integral in dervorgestellten Form niht, trotz der Regularisierung. Da das thermodynamishe Potential jedohnur bis auf eine Konstante bestimmt ist, lässt sih Ωmf in einen endlihen Ausdruk Ω′

mf über-führen.
Ω′

mf = Ωmf −Ωmf,vac <∞ (4.19)Nun benötigt man ein geeignetes Ωmf,vac, das shon in seiner Bezeihnung nahelegen soll, dass essih um eine Art unendlihen Vakuumsbeitrag handelt. Es liegt nahe, Ω′
mf über die Integrationder Gap-Gleihung zu erhalten.

Ω′
mf =

∫ m

mvac

dm′ dΩmf

dm
(m′) (4.20)

=

∫ m

mvac

dm′
[

m′ −m0

2g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3
m′

Ep

(1 − np − np)

] (4.21)Geht man diesen Weg, so erhält man ein endlihes Ω′
mf . Die eingeführte Konstante Ωmf,vac istzwar unabhängig von m, jedoh niht unabhängig von T und µ. Um das Minimum des groÿkano-nishen Potentials bei festem T und µ zu bestimmen, ist diese Eihung zulässig. Um jedoh dieEntropiedihte s zu bestimmen, muss ein Ωmf,vac gefunden werden, das von T und µ unabhängigist. Ein solherart geeihtes Potential ist

Ωmf (T, µ) =
(m−m0)

2

4g
− 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

Ep − Ep

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep − µ

T

))

+ T ln

(

1 + exp

(

−Ep + µ

T

))

} (4.22)mit Ep =
√

m2
vac + p2. Das gesamte Integral in Gleihung (4.22) ist Pauli-Villars-regularisiertnah dem leiht variierten Shema

f(m2,m2
vac) → f(m2,m2

vac)

− 2f(m2 + Λ2
q,m

2
vac + Λ2

q) + f(m2 + 2Λ2
q,m

2
vac + 2Λ2

q). (4.23)Dieses Vorgehen zur Berehnung von Ω′
mf entspriht der Wahl Ωmf,vac = Ωmf |T=0,µ=0 in Glei-hung (4.19).Für die Regularisierung mit dem Dreier-Impuls-Cut-o� ergeben sih derlei Problem gar niht, da

Ωmf stets endlih bleibt. Wir werden der Einfahheit halber zukünftig von der Notation Ω′
mfkeinen Gebrauh mehr mahen, sondern stets von Ωmf sprehen.4.2.3 PhasenübergängeZur Bestimmung der Konstituentenquarkmasse als Funktion der Temperatur und Dihte wirdnun nah dem Minimum von Ωmf gesuht. Die Funktion Ωmf (m) hat jedoh niht immer nur
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µ und T .



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 314.2.4 ErgebnisseWir wollen nun die Konstituentenquarkmasse als Funktion von µ und T bestimmen. Dazu suhtman für ein festes µ und T nah dem absoluten Minimum vonΩmf bezüglihm und gewinnt so denParameterm, der bei diesem T , µ angenommen wird. Für zwei Parametersätze, nämlih die Pauli-Villars-Parametersätze 2 und 5, ist je ein solher Graph in Abbildung 4.3 gezeigt. Man sieht, dassdie Konstituentenquarkmassem im Vakuum ihren gröÿten Wert annimmt und für groÿe T und µimmer weiter abfällt. Die im Vakuum spontan gebrohene approximative Symmetrie restauriertsih so im Medium. Wie bereits diskutiert, weist der Parametersatz 5 einen Phasenübergang ersterOrdnung auf. In Abbildung (b) ist dieser Phasenübergang an der Unstetigkeitsstelle zu erkennen.Am Phasenübergang existieren zwei vershiedene Grenzwerte für die Konstituentenquarkmasse,je nah dem, von welher Seite man sih der Trennlinie nähert. Der Untershied zwishen diesenGrenzwerten ist bei T = 0 am gröÿten und wird immer kleiner, bis sih die beiden Grenzwerteam kritishen Endpunkt tre�en. An diesem Punkt, wie es sih vielleiht erahnen lässt, ist mzwar stetig, besitzt jedoh eine senkrehte Steigung. Dieses Verhalten des Ordnungsparametersist gerade das Charakteristikum für einen Phasenübergang zweiter Ordnung.Auf die Darstellung weiterer Parameter und Regularisierungen wurde verzihtet. Die beiden we-sentlihen Verhaltensmuster sind hier vorgestellt; der gröÿte Untershied besteht bei anderenSätzen in der Skalierung der drei Ahsen. Parametersatz 5 besitzt in Mean-�eld unphysikalishgroÿe Konstituentenquarkmassen und viel zu groÿe typishe Skalen in T und µ. Trotzdem wurdeer gewählt, weil er über den ausgeprägtesten Phasenübergang (vergleihe Abbildung 4.2) verfügt.4.2.5 CrossoverlinienJenseits des kritishen Endpunktes gibt es einen Crossover zwishen den beiden Phasen. Es liegtnun nahe, die phasentrennende Linie über den kritishen Endpunkt hinaus zu extrapolieren,um ein Maÿ für den Wehsel der Phasen angeben zu können. Eine solhe Crossoverlinie ist einkonstruiertes Objekt, und so verwundert es niht, dass sie niht auf einfahe und eindeutigeWeise de�niert werden kann. Es gibt vershiedene Ansätze, deren Motivation und Problematiknun diskutiert werden soll.Maximaler GradientDer Ordnungsparameter m kann als Funktion von T und µ aufgefasst werden. Bewegt man sihnun in einer vorgegebenen Rihtung, so kann der Crossover als gröÿte Änderung von m de�niertwerden. Anders gesagt, bilden wir
∇T,µm(T, µ) =

(

∂Tm
∂µm

)

. (4.24)Hier wird auh das gröÿte Problem dieser populären Crossoverkonvention o�enbar: Da R2 keineOrdnungsrelation besitzt, ist die De�nition eines Maximums niht eindeutig. Möglih sind zumBeispiel Crossoverlinien über Maxima der Funktion
max(~γ · ∇m) (4.25)für einen reht beliebigen Weg ~γ ⊂ R2 in der T, µ-Ebene.Der Mott-ÜbergangWir geben uns mit der beshriebenen Crossoverlinie niht zufrieden und suhen nah einer neu-en. Neben der Phasentrennlinie gibt es eine weitere, trennende Linie in Phasendiagramm: DieLinie des Mott-Übergangs. Der Mott-Übergang trennt zwei Gebiete des Phasendiagramms, zweiMengen U1,2 ⊆ R2

+.
U1 = {(T, µ) : mπ(q = 0)(T,µ) < 2m} U2 = {(T, µ) : mπ(q = 0)(T,µ) > 2m} (4.26)
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(b) Pauli-Villars Parametersatz 2Abbildung 4.3: Die Hartree-Quarkmasse m, an der die Funktion Ω(m) ihr absolutes Minimumannimmt, als Funktion von Temperatur T und hemishem Potential µ für zwei Parametersätze.Man beahte die Sprungstelle in Abbildung (b), die auf einen Phasenübergang erster Ordnunghinweist.
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Abbildung 4.5: Links: Der Raumartige Bereih der σ-Spektralfunktion ρσ als Funktion der Energie
q0. Rehts: Der Realteil des Propagators in der Umgebung von q0 = 0. Die untershiedlihen Kur-ven gehören zu vershiedenen Temperaturen T in der Nähe des kritishen Enpunktes (Tkrit, µkrit)bei festem µkrit ≈ µ = 436 MeV. Durhgezogene Linie: Tkrit > T = 110 MeV, gestrihelte Linie:
Tkrit ≈ T = 120 MeV, gepunktete Linie: Tkrit < T = 130 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5,
q = 50 MeV.Am kritishen Endpunkt verläuft die Konstituentenquarkmasse stetig, aber die Ableitung diver-giert. Später, im Crossoverbereih, sind Masse und Ableitung stetig. Der Phasenübergang ist amkritishen Endpunkt also von zweiter Ordnung.Das σ-Meson ist im hiralen Limes am Phasenübergang zweiter Ordnung masselos. Diese Masse istim Sinn der De�nition in Abshnitt 3.3 über den Vorzeihenwehsel des Realteils des retardierten
σ-Propagators Dσ beziehungsweise dessen Inversen de�niert.

1 − 2gJσ(q0 = mσ,q = 0) = 0 (4.27)Bei endliher Stromquarkmassen, wenn die hirale Symmetrie nur noh approximative Gültigkeitbesitzt, ergibt sih eine von Null vershiedene σ-Masse am kritishen Endpunkt. Dieses Verhaltender Masse verwundert, da am kritishen Punkt immer erwartet würde, dass das σ-Meson einevershwindende Masse bekommt [33℄. Hier untersheidet sih das NJL-Modell auh von demVerhalten des σ-Mesons im linearen Sigma-Modell, das diese Eigenshaft zeigt [34℄.Die Spuren dieses Phänomens �ndet man im NJL-Modell im raumartigen Bereih der Spektral-funktion (siehe auh [35℄). Die Spektralfunktion bildet in der Nähe der Null einen Peak aus, dieAbleitung der Spektralfunktion nah der Energie divergiert. Dieses Verhalten kann man auh imRealteil des Propagators erahnen: In der Nähe des kritishen Endpunkts bildet sih an der StelleNull tatsählih eine Art Massenpeak heraus. Dies ist lediglih im Sinne des Auftretens einesdeutlihen Maximums zu verstehen, da sih der Peak im raumartigen Bereih be�ndet. Diesebeiden Verhaltensweisen sind in Abbildung 4.5 gezeigt.4.3 Entropiedihte in Mean-FieldDie Entropiedihte ist durh die Gleihung
smf = −∂Ωmf

∂T
(4.28)mit dem thermodynamishen Potential verknüpft.Führt man die Ableitung aus, so erhält man

smf = 2NcNf

∫ d3p

(2π)3

{

ln(1 + e−β(E−µ)) + β(E − µ)nF (E − µ)

+ ln(1 + e−β(E+µ)) + β(E + µ)nF (E + µ)
} (4.29)
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(b) Pauli-Villars-Parametersatz 5Abbildung 4.6: Entropiedihte in mean-�eld smf als Funktion von T und µ für zwei vershiedeneParametersätze.
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Abbildung 4.7: Vershiedene Entropiedihten s nah als Funktion der Temperatur T . smf nahGleihung (4.29) (durhgezogene Linie), smf mit nihtregularisiertem Mediumanteil (gestrihelteLinie) und sfree nah Gleihung (4.31) (gepunktete Linie). Die beiden Graphen untersheidensih nur durh die Art der Auftragung - die T -Ahse ist links logarithmish aufgeteilt, um das
T 3-Verhalten der freien Entropiedihte sfree zu verdeutlihen. Pauli-Villars-Parametersatz 5 imhiralen Limes.wobei die gleihen Regularisierungsvorshriften wie in Gleihung (4.22) zu beahten sind.Am Beispiel der Pauli-Villars-Parametersätze 2 und 5 (deren Konstituentenquarkmasse ja bereitsdiskutiert wurde) ist in Abbildung 4.6 smf als Funktion von T und µ gezeigt. Wir sehen, dass dieEntropiedihte im Vakuum den Wert null annimmt und für endlihe Temperatur gröÿer als nullist. Auh in diesem Plot ist bei Parametersatz 5 in Abbildung (b) der Phasenübergang erkennbar.Regulatore�ekte bei Pauli-Villars-RegularisierungDie so ermittelte Entropiedihte smf hat eine überrashende Temperaturabhängigkeit. Zwar gilt
limT→0 smf = 0, aber für festes hemishes Potential µ nimmt smf bei einer bestimmten Tempe-ratur ein Maximum an und fällt danah ab. Shon in Abbildung 4.6 ist ein Abkniken erahnbar.Um dieses Verhalten besser beurteilen zu können, untersuhen wir den Spezialfall eines freienGases masseloser Quarks. Wir würden erwarten, dass s für hohe Temperaturen ein ähnlihenVerhalten wie freie Quarks kleiner Masse zeigen würde.Der Druk masseloser Quarks bei hemishem Potential µ = 0 ist

pfree(T ) = −Ωfree =
7

8
f
π2

90
T 4 (4.30)wobei f = 4NcNf = 24 die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Die Entropiedihte ist somit

sfree(T ) =
84π2

90
T 3. (4.31)Das beobahtete Abkniken der Entropiedihte smf bei hohen Temperaturen (und niedrigenQuarkmassen m) in den NJL-Rehnungen steht niht im Einklang mit dem T 3-Verhalten. Eshandelt sih hier um ein Artefakt des Regularisierungsverfahrens. Als Vergleih wird die Entropiein Gleihung (4.29) auf eine andere Art regularisiert: Anstatt Regulatoren für alle Terme zu addie-ren und zu subtrahieren, regularisiert man nur den Vakuumanteil ∝ E−1

p und lässt die ohnehinendlihen Mediumanteile ohne Regulatoren. Ein solhes Verfahren wurde bereits im Abshnitt3.1.2 über die Regularisierung im Medium kurz angerissen. Das Temperaturverhalten dieser dreiEntropiedihten ist in Abbildung 4.7 gezeigt. Wie man sieht, liefert ein solhes Verfahren tat-sählih für hohe Temperaturen ein T 3-Gesetz analog zu Gleihung (4.31) und stimmt für kleineTemperaturen mit smf überein.4.4 Korrekturen in O(1/Nc)In diesem Abshnitt wollen wir Korrekturen zum Mean-�eld-Potential Ωmf berehnen. Das Zielsoll lediglih sein, eine Korrektur für die Entropiedihte zu berehnen und niht den Korrekturterm



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 37in die Minimierung des groÿkanonishen Potentials Ω einzubeziehen. Obwohl wir damit bereitsdie vollständige Konsistenz verloren haben, werden wir uns auh hier an dem Entwiklungsshemain 1/Nc orientieren.4.4.1 HerleitungDer Mean-�eld Lagrangian Lmf , der zur Herleitung des groÿkanonishen Potentials Ωmf amAnfang dieses Kapitels benutzt wurde, untersheidet sih um den Fluktuationsterm
Lfl = g[δ2σ + δ2π] (4.32)vom gesamten Lagrangian L des NJL-Modells. Aus diesem Term berehnen wir nun formal denzugehörigen Beitrag zum thermodynamishen Potential Ωfl mit Hilfe der Methode der Kopp-lungskonstantenintegration (siehe zum Beispiel [31℄).

Ωfl =

∫ 1

0

dG

G

∫ d3q

(2π)3
T

2

∑

iωq

Tr (ΣG

fl(iωq,q)GG (iωq,q)
) (4.33)Hierbei ist G die modi�zierte Kopplungskonstante, die nun eine Integrationsvariable gewordenist. GG ist der volle Quarkpropagator und ΣG

fl die Quark-Selbstenergie durh Lfl bei dieserKopplungskonstanten.Diesen Beitrag entwikeln wir nun nah dem Entwiklungsshema nah Ordnungen O(1/Nc). DerHartree-Beitrag, diagrammatish (4.34)ausgedrükt, entspriht der Ordnung O(1). Wir benötigen so als nähsthöheren Term Ωfl in derOrdnung O(1/Nc). Diese Beiträge entsprehen dem Fok-Term und der Ringsumme.
+ + + . . . (4.35)Diese Aufsummation von Polarisationsloops Π weist deutlihe Ähnlihkeiten mit der Beshrei-bung von RPA-Mesonen auf. Der Ringsummenbeitrag lässt sih shreiben als
Ωfl =

∑

M∈{σ,πa}
ΩM . (4.36)Die Korrektur zum thermodynamishen Potential ΩM ist nah Ausintegration der modi�ziertenKopplungskonstanten G

ΩM =

∫ d3q

(2π)3
T

2

∑

ωq

ln(1 − 2gΠM (iωq,q)). (4.37)Wir können diesen Anteil des thermodynamishen Potentials als Beitrag durh die Mesonen πund σ deuten.4.4.2 Die Mesonbeiträge zum thermodynamishen Potential ΩMIm Prinzip lässt sih Gleihung (4.37) direkt numerish berehnen. Jedoh lässt sih durh einigeUmformungen noh ein eleganteres Ergebnis erzielen. Auÿerdem weist das numerishe Ausführender Matsubara-Summe bei der von uns bevorzugten Pauli-Villars-Regularisierung einige Shwie-rigkeiten auf, die bei einfahen Dreierimpuls-Cut-o�s oder dem pNJL-Modell niht auftreten. Sierühren von der Shwierigkeit der Abshätzung des asymptotishen Verhaltens äuÿerer Parameterbei im Unendlihen nur shwah abfallenden Integranden her.
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(a) (b) ()Abbildung 4.8: Konturverformung zu Gleihung (4.39)Wir shreiben den Ausdruk (4.37) um in ein Konturintegral in der komplexen Ebene.

ΩM =

∫ d3q

(2π)3
1

2

∮

C

dz
2πi

nB(z) ln(1 − 2gΠM (z,q)) (4.38)Hierbei ist nB(x) = (exp(x/T ) − 1)−1 die Bose-Verteilungsfunktion.Nun verformen wir die Kontur C analog zu Abbildung 4.8, so dass man
ΩM =

∫ d3q

(2π)3
1

2

∫ +∞

−∞

dω
2πi

nB(ω) (ln(1 − 2gΠM(ω + iǫ,q)) − ln(1 − 2gΠM (ω − iǫ,q))) (4.39)erhält. Unter Ausnutzung von nB(−ω) = −1 − nB(ω) und der Symmetrie des Realteils von Πlässt sih ΩM shreiben als
ΩM =

1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
2πi

(1 + 2nB(ω)) ln
1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)
(4.40)StreuphasenWir wollen nun den Integranden mit Streuphasen beshreiben. In der Dyson-Lehmann-Jost-Darstellung ist die Streumatrix S

S(ω,q) =
1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)
= e2iφM (ω,q) (4.41)mit der Streuphase φM . Diese Streuphase kann auh mit dem Propagator DM verknüpft werden

DM (ω,q) = |DM (ω,q)|eiφM (ω,q) (4.42)und besitzt die für unsere Zweke relevante Darstellung
φM (ω,q) =

1

2i
ln

1 − 2gΠM (ω − iǫ,q)

1 − 2gΠM (ω + iǫ,q)
. (4.43)Man beahte, dass wegen

1

2i
ln

z

z∗
=

1

2i
ln

|z|e+iφz

|z|e−iφz
=

1

2i
ln e2iφz = φz + nπ (4.44)mit n ∈ Z für beliebige z ∈ C die Phase φM niht eindeutig de�niert ist.Wir bekommen somit den mesonishen Beitrag zum thermodynamishen Potential als Funktionder Streuphase.

ΩM = −1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π

(1 + 2nB(ω))φM (4.45)In Abbildung 4.9 sind exemplarish Propgatoren D in der komplexen Zahlenebene dargestellt.Die Darstellung ist ein wenig ungewöhnlih, aber für die Zweke dieser Veranshaulihung sehrnützlih. Gezeigt ist der WegR+ ∋ ω 7→ DM (ω) ∈ C, also die Kurve {DM (z) ∈ C : z ∈ R
+
0 }. Jededieser komplexen Zahlen kann nun durh einen Winkel und einen Radius ausgedrükt werden.Der Winkel ist nah Gleihung (4.42)genau die Streuphase φM .
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Abbildung 4.9: π- und σ-Propagatoren als mit ω parametrisierte Wege in der komplexen Zahlene-bene. Mit Kreisen sind die Punkte DM (ω = 0) markiert, mit Kreuzen die Punkte DM (ω = 2m).Die Kurven starten also in der Halbebene negativer Realteile und laufen dann weiter gegen denUhrzeigersinn, um sih für ω → ∞ dem Wert 2g anzunähern. Links: T = 0, µ = 0; rehts: T = 200MeV , µ = 10 MeV; Pauli-Villars-Parametersatz 1.Zerlegung von ΩMWie auh bei Ωmf können wir den divergierenden Ausdruk durh Abziehen des Vakuumbeitragsauf einen endlihen Wert Ω′
M bringen.

Ω′
M = ΩM −ΩM,vac (4.46)Wir werden im Folgenden diesen umgeeihten Ausdruk ebenfalls mit ΩM bezeihnen, also keineexplizite Untersheidung zwishen ΩM und Ω′

M mahen. Wir zerlegen ΩM nun in zwei Summan-den, die sih shon in Gleihung (4.45) ankündigen und bei deren Benennung wir [36℄ folgen.
ΩM = ΩNSR +Ωqfl (4.47)

ΩNSR = −
∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π
nB(ω)φM (4.48)

Ωqfl = −1

2

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
π
φM (4.49)(4.50)

ΩNSR ist der so genannte Nozière-Shmitt-Rink-Beitrag [37℄, der erstmals von Nozière undShmitt-Rink im nihtrelativistishen Fall hergeleitet wurde. Ωqfl wird als Beitrag durh Quan-ten�uktuationen interpretiert.Neben dieser Zerlegung in zwei Summanden kann ist noh eine weitere Auspaltung von ΩMinteressant. Diese wird uns den Zusammenhang mit ΩM,free, dem groÿkanonishen Potentialeines freien Mesongases zeigen. Im ω-Integral kann man eine partielle Integration durh führen.
ΩM =

∫ d3q

(2π)3

∫ +∞

−∞

dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

) ∂φM

∂ω
(4.51)Nun fällt eine Besonderheit auf. Hat 1 − 2gΠM einen Durhgang durh den Punkt z = 0 + i0auf der reellen Ahse, so springt der Winkel von −π nah 0. Einen solhen Nulldurhgang gibtes niht immer - er tritt beim einem sharfen Pion bei ω2 = m2

M + q2 auf. In einem solhen Fallkann man die Streuphase in der Umgebung des Pols shreiben als
φπ(ω) = −πθ(m2

π + q2 − ω2) (4.52)und entsprehend die Ableitung nah ω als
∂φπ

∂ω
(ω) = πsgn(ω)δ(|ω| −

√

m2
π + q2). (4.53)



KAPITEL 4. THERMODYNAMIK VON NJL-QUARKMATERIE 40Wir shreiben dieses Verhalten für das Pion wieder allgemein für ein Meson M und setzen dieErgebnisse in ΩM ein.
ΩM =

∫ d3q

(2π)3

(

∫ |q|

0

+

∫ ∞

√
2m2+q2

) dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

) ∂φM

∂ω

+

∫ d3q

(2π)3

∫

√
2m2+q2

|q|

dω
π

(ω

2
+ T ln(1 − e−βω)

)

πδ(|ω| −
√

m2
π + q2) (4.54)Den zweiten Term nennen wir Ωpol, da er von der Polstelle im Propagator D herrührt. Die sozerlegten Terme werden nun in den folgenden Abshnitten einzeln diskutiert.4.4.3 Polbeitrag ΩpolDie δ-Funktion erlaubt es uns, die ω-Integration sofort analytish auszuführen.

Ωpol =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))

[

√

m2
M + q2 + T ln(1 − exp(−β

√

m2
M + q2))

] (4.55)Der Polanteil beshreibt also den Beitrag eines freien Mesonengases zum thermodynamishenPotential. Da dies der Vernahässgung von Kontinuums- und Teilhen-Loh-Branh entspriht,erwarten wir, dass Ωpol für kleine Temperaturen T und hemishe Potentiale µ am besten mitdem vollen ΩM übereinstimmt.Den Beitrag Ωpol gibt es nur, wenn die Masse des MesonsM kleiner als die doppelte Konstituen-tenmasse ist, also nur, wenn das Meson einen sharfen Massenpeak besitzt. Dies ist in der Formel(4.55) durh die θ-Funktion berüksihtig. Diese Situation tritt ausshlieÿlih bei π-Mesonen auf,
σ-Mesonen können also überhaupt niht durh eine solhe Polapproximation beshrieben werden(wie wir ja auh ihre Masse nur in einem weiteren Sinne de�nieren konnten).An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die q-Abhängigkeit der Mesonmasse M von ent-sheidender Bedeutung ist. Es gibt sehr wohl Situationen im Medium, in denen Mesonen erstunterhalb eines bestimmten Impulses qs instabil sind (mM (q < qs) > 2m) und oberhalb stabilwerden (mM (q > qs) < 2m). Daraus kann man auh folgern, dass der Polbeitrag der π-Mesonenniht sprunghaft bei einer Mott-Temperatur vershwindet, sondern stetig null wird.Auh Ωpol kann man wieder in zwei Summanden aufteilen.

Ωpol = Ωpol,NSR +Ωpol,qfl

Ωpol,NSR =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))T ln(1 − exp(−β

√

m2
M + q2)) (4.56)

Ωpol,qfl =

∫ d3q

(2π)3
θ(2m−mM (q))

√

m2
M + q2 (4.57)Diese Aufteilung erlaubt es uns, direkt den Polanteil der vollen Potentiale ΩNSR und Ωqfl durhVergleih zu analysieren.In Abbildung 4.10 ist das Verhalten von Ωpol als Funktion von T bei einem konstanten hemishenPotential von µ = 10 MeV gezeigt. Hier sieht man, dass in der Tat am Mott-Übergang einAbkniken der Kurve zu beobahten ist. Ab der Temperatur, bei der mπ(|q| = ΛM ) > 2mist, vershwindet der Beitrag Ωpol vollständig. Auh ist zu erkennen, dass der Nozières-Shmitt-Rink-Beitrag eine deutlih stärkere Temperaturabhängigkeit als der Quanten�uktuationsbeitragbesitzt. Man bedenke hierbei, dass der Absolutwert aufgrund der Wahlfreiheit einer Konstantenvollkommen unerheblih ist.4.4.4 Nozière-Shmitt-Rink ΩNSRDer Integrand der ω-Integration des NSR-Beitrags enthält die Bose-Verteilungsfunktion nB(ω),die einen Pol erster Ordnung bei ω = 0 besitzt. Man beahte, dass notwendiger Weise

φ(0) = 0 (4.58)
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Abbildung 4.10: Polanteil zum mesonishen Anteil des thermodynamishen Potentials als Funkti-on der Temperatur T bei hemishem Potential µ = 10 MeV. Durhgezogene Linie: Ωpol,NSR, ge-strihelte Linie:Ωpol,qfl, gepunktete Linie:Ωpol = Ωpol,NSR+Ωpol,qfl. Pauli-Villars-Parametersatz5. Aus Gründen der Übersihtlihkeit wurde darauf verzihtet, den Vakuumanteil von Ωpol,qfl ab-zuziehen.gelten muss, damit das Integral existiert. Dies steht im Widerspruh zur üblihen Konvention derStreuphase nah dem Levinson-Theorem, das

φ(0) = Anzahl der gebunden Zustände · π = π (4.59)vorhersagt. Wir erinnern uns aber daran, dass φ nur bis auf ein additives Vielfahes von πfestgelegt ist. Wir de�nieren also einfah φ so, dass die Bedingung (4.58) erfüllt ist. So erhältman zwar ein ungewöhnlihes Ultraviolettverhalten der Streuphase, doh ist durh die Bose-Verteilungsfunktion die Konvergenz des Integrals gesihert.4.4.5 Quanten�uktuationen ΩqflDa das Integral in der Form, wie es in Gleihung 4.50 angegeben wurde, niht existiert, ziehenwir den unendlihen Vakuumbeitrag ab.
Ωqfl =

∫ d3q

(2π)3

∫ ∞

0

dω
2π

△φ(ω) (4.60)Hierbei ist die sogenannte Phasenvershiebung im Medium
△φ(ω) = φT,µ(ω) − φT=0,µ=0(ω). (4.61)der Untershied der Streuphase zwishen Vakuum und Medium.Man kann sih davon überzeugen, dass das Ultraviolettverhalten von △φ

△φ(π)(q0,q) → 1

π
NcNfgΛ

4
q6
(

m2
vac −m2

) 1

(q20 − q2)2
(4.62)

△φ(σ)(q0,q) → 1

π
NcNfgΛ

4
q2
(

(m2
vac −m2

) 1

(q20 − q2)2
(4.63)tatsählih das Integral konvergieren lässt.



Kapitel 5Sherviskosität5.1 Was ist die Sherviskosität?Die Sherviskosität, übliherweise mit dem Symbol η bezeihnet, ist ein Parameter der relativi-stishen Hydrodynamik. Wir werden zunähst einige Grundlagen erläutern, um die Bedeutungdieser Gröÿe zu erklären. Eine ausführlihere Darstellung bietet zum Beispiel [38℄.Relativistishe Hydrodynamik beshreibt auf sehr allgemeine Weise Fluide durh Gleihungen,die durh die Erhaltunggröÿen eines Systems und weitere nötige Annahmen gewonnen werden.Die zu beshreibenden Gröÿen sind der Energie-Impuls-Tensor T µν des Systems sowie erhalteneverallgemeinerte Ladungen Jµ. Diese Ladungen können elektrish sein, aber auh Baryonenzahlen,Seltsamkeit und andere Ladungen sind von dieser Beshreibung niht ausgenommen. Die Anzahlder unbekannten Gröÿen ist damit 14.
T µν → 10 (5.1)
Jµ → 4 (5.2)Für diese Unbekannten wollen wir nun versuhen, Bedingungen zu �nden, um das System hydo-dynamish erfassen zu können. Die Erhaltungssätze des Systems

∂µT
µν = 0 (5.3)

∂µJ
µ = 0 (5.4)liefern jedoh lediglih fünf Gleihungen. An dieser Stelle setzt das Prinzip der relativistishenHydrodynamik ein. Wir füllen diese fehlenden Informationen, in dem wir weitere Annahmen überdas System tre�en.Wir fordern zunähst, dass sih das System nur shwah ändert. Das wird es uns erlauben, ∂µ alskleine Gröÿe und damit als Grundlage einer Entwiklung zu behandeln. Man kann den Ausgangs-punkt dieser Entwiklung als den statishen und isotropen Fall verstehen. Wir werden zunähstnur die führende Ordnung betrahten.Als zweite Annahme beshreiben wir das System lokal an jeder Koordinate x durh einen Vierer-vektor uµ(x). Per Konvention normieren wir ihn durh die Bedinung uµu

µ = 1. Die Gröÿen Jµund T µν drüken wir nun durh uµ aus.
T µν = (ǫ+ p)uµuν − gµνp (5.5)
Jµ = uµn (5.6)Die hier neu eingeführten Parameter o�enbaren ihre Bedeutung, wenn man die Gleihungen imlokalen Ruhesystem u = (1,000)T betrahtet.

n = J0 Eigenladungsdichte (5.7)
ǫ = T 00 Eigenenergiedichte (5.8)
p = T ii Druck (5.9)42



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITÄT 43Als drittes nehmen wir an, dass sih das System lokal im thermishen Gleihgewiht be�ndet.Dies geht mit der Existenz einer Zustandsgleihung einher, einer Gleihung, die es erlaubt, denDruk p als eine Funktion von Ladungsdihte n und Energiedihte ǫ auszudrüken.Somit haben wir unser System durh die sehs Gröÿen uµ, ǫ und p beshrieben, die nun durhsehs Gleihungen, nämlih die fünf Erhaltungssätze und die Zustandsgleihung, bestimmmbargeworden sind. Diese erste Ordnung in der Entwiklung entspriht einer idealen Flüssigkeit. Eineideale Flüssigkeit besitzt keine innere Reibung oder Viskosität, keine Energiedissipation und keineEntropieänderung.Um solhe E�ekte mit einzubeziehen, ist eine Entwiklung bis zum nähsthöheren Term notwen-dig. Das führt, zunähst einmal rein formal, zu Zusatztermen νµ und πµν in den Ausdrüken für
Jµ und T µν .

T µν = (ǫ+ p)uµuν − gµνp+ πµν (5.10)
Jµ = uµn+ νµ (5.11)Diese Zusatzterme können nun durh physikalish interpretierbare Gröÿen ausgedrükt werden.

πµν = η
(

∂µuν + ∂νuµ − uνuλ∂
λuν − uνuλ∂

λuµ
)

+

(

ζ − 2

3
η

)

(gµν − uµuν) ∂λu
λ (5.12)

νµ = κ

(

nT

ǫ+ p

)2

(∂µ − uµuν∂ν)
µ

T
(5.13)Hier bezeihnet T die Temperatur und µ das hemishe Potential. Die auftretenden Materialkon-stanten

η Sherviskosität
ζ Bulk-Viskosität
κ thermishe Leitfähigkeitbeshreiben die Korrekturen, die sih durh ein shwahes lokales Nihtgleihgewiht ergeben. Indieser Näherung, der viskosen Hydrodynamik, beinhaltet die Gleihungen Dissipationse�ekte undEntropiezunahme.5.2 HerleitungWir werden in dieser Arbeit ausshlieÿlih die Beshreibung von Viskositäten über die Kubo-Formel benutzen. Neben diesem Weg ist es auh möglih, die Sherviskosität von Quarkmaterieüber statistishe Gleihungen herzuleiten (siehe zum Beispiel [39℄). Die Kubo-Formel resultiertaus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem und bildet auh eine Grundlage zur Berehnung derelektrishen Leitfähigkeit (siehe zum Beispiel [40℄). Wir folgen in dieser Herleitung [16℄. Nah derKubo-Formel ist die Sherviskosität η gegeben durh

η(ω) = β

∫ ∞

0

dteiωtdr (Txy(r, t), Txy(0, 0)) . (5.14)Hierbei ist Txy der Energie-Impuls-Tensor, der im NJL-Modell gegeben ist durh
Txy =

i

2

(

ψγ2∂1ψ − ∂1ψγ2ψ
)

. (5.15)Der Korrelator (·, ·) ist de�niert als
(A,B) = T

∫ β

0

dλ〈eλHAe−λHB〉, (5.16)wobei H der Hamilton-Operator und 〈·〉 der thermishe Mittelwert ist. Wir setzen dies ein underhalten
η = − lim

ω→0

d

dω
ImΠR(ω) (5.17)
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Abbildung 5.1: Diagramm für die Korrelationsfunktion Πmit der der retardierten Korreltationsfunktion
ΠR(ω) = Π(iωe → ω + iδ), (5.18)die durh stetige Fortsetzung aus der Matsubara-Korreltationsfunktion

Π(iωe) = −
∫ β

0

dτe−iωeτ

∫ dr〈Tτ (Txy(r, τ)Txy(0, 0))〉 (5.19)erhalten werden kann. Tτ ist der Zeitordnungsoperator des Imaginärzeitformalismus, iωe ist einebosonishe Matsubarafrequenz, deren Index e suggeriert, dass sie die externe, durh den Looplaufende Impulskomponente ist.Wir setzen den Ausdruk für den Energie-Impuls-Tensor (5.15) ein und erhalten das wihtigeZwishenergebnis
Π(iωe) = T

∑

ωp

∫ dp
(2π)3

Tr [pxγ
2G(p, iωp + iωe)pxγ

2G(p, iωp)
]

. (5.20)Hierbei ist G(p, iωp) der volle Quark-Propagator (im Gegensatz zum Hartree-Propagator S).Diese Gleihung bildet die Basis der weiteren Untersuhungen. Sie lässt sih diagrammatishinterpretieren, wie es in Abbildung 5.1 gezeigt ist.Um nun die Sherviskosität η zu berehnen, muss das Diagramm 5.1 berehnet werden. Da esniht möglih ist, dies auf exakte Weise zu tun, da der volle Quarkpropagator unbekannt ist, mussdieses Diagramm genähert werden. Wie wir noh sehen werden, ist der Versuh, die o�ensihtliheNäherung
G(p, ωp) = ≈ = S(p, ωp) (5.21)durhzuführen, niht sehr fruhttragend. Da wir ohnehin ein wenig Aufwand treiben müssen, istes angebraht, diese Tatsahe hier niht weiter zu beleuhten, sondern sie im Zuge der folgendenShritte zu erläutern. Wir werden in den folgenden Abshnitten systematish Näherungen fürGleihung (5.20) entwikeln.Wir führen zur Verbesserung der Übersihtlihkeit der nahfolgenden Rehenshritte einige Ab-kürzungen ein

Π(ωe) =

∫ d3p

(2π)3
S (5.22)

S = T
∑

ωp

P (ωp + ωe, ωp) (5.23)
P (ω1, ω2) = Tr [pxγ

2G(p, ω1)pxγ
2G(p, ω2)

] (5.24)die uns in den nähsten Shritten in dieser oder ähnliher Weise wieder begegnen werden.



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITÄT 455.3 Entwiklung in O(1/Nc)Die Idee dieser Näherung ist die Entwiklung in O(1/Nc). Man kann sih unter dieser Nähe-rungsmethode Korrekturen durh Mesonen vorstellen, die eben auh die Eigenshaften von NJL-Quarkmaterie beein�ussen.
= +

+ + + + +

+O(1/N1
c ) (5.25)Dabei entspriht der erste Beitrag, der RPA-Loop, der führenden OrdnungN1

c , die weiteren Termegehören zur nähsthöheren Ordnung N0
c .5.3.1 Führende Ordnung: RPAWir betrahten den Beitrag in erster Ordnung, den RPA-Loop. Wir stellen die zugehörige Kor-relationsfunktion Π(0) auf diagrammatishe Weise dar.
Π(0) = (5.26)Dieser Term hat eine ähnlihe Form wie die exakte Lösung (5.20). Wir wollen diesen Term daher,wie es auh in [16℄ getan wird, in einer etwas allgemeineren Form herleiten. Wir bauen aufGleihung (5.20) auf und werden auh weiterhin den Propagator G und niht S nennen.Wir wollen zunähst die Matsubara-Summe ausführen. Formal lässt sih die Summe als Kontur-integral umshreiben

S = −
∮

C

dz
2πi

nF (z)Tr [pxγ
2G(p, z)pxγ

2G(p, z + iωe)
]

. (5.27)Die üblihe Tehnik verlangt eine Fortsetzung der Matsubara-Propagatoren in die komplexe Ebe-ne hinein. Wir benutzen dazu die Lehmann-Darstellung der Propagatoren (siehe zum BeispielGleihung (3.35)), um uns klarzumahen, dass es zwei Branhuts in der komplexen Ebene gibt:einen bei Imz = 0 und einen bei Imz = ωe. Wir können den Integrationsweg C gemäss Abbildung5.2 verformen. Wir parametriesieren die umgeformten Wege in der Form ǫ± iδ und ǫ− iωe ± iδ(ǫ ∈ R, δ in�nitesimal ) und erhalten auf diese Weise
S = −

∫ +∞
−∞

dǫ
2πi

{

nF (ǫ− iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iδ)pxγ

2G(ǫ+ iωe − iδ)
]

− nF (ǫ+ iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ+ iδ)pxγ

2G(ǫ+ iωe + iδ)
]

+ nF (ǫ− iωe − iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iωe − iδ)pxγ

2G(ǫ− iδ)
]

− nF (ǫ− iωe + iδ)Tr [pxγ
2G(ǫ− iωe + iδ)pxγ

2G(ǫ+ iδ)
]

} (5.28)Nutzt man aus, dass
nF (ǫ) = nF (ǫ+ 2πinT ) = nF (ǫ± iδ), (5.29)
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(a) (b) ()Abbildung 5.2: Umformung des Integrationswegs C von Gleihung (5.27) nah Gleihung (5.28).so erhält man

S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(−2ImG(ǫ))pxγ
2G(ǫ+ iωe) + pxγ

2G(ǫ− iωe)pxγ
2(−2ImG(ǫ))

]

.(5.30)Wir erinnern uns, dass −2ImG(ǫ) = ρG(ǫ) die De�nition für die Spektralfunktion ist, ordnen dieSpur um und erhalten die Gleihung
S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(ρG(ǫ))pxγ
2(G(ǫ+ iωe) +G(ǫ− iωe))

]

. (5.31)Um nun die retardierte Form zu erhalten, führen wir die stetige Fortsetzung iωe → ω+ iδ durh.
S =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Tr [pxγ

2(ρG(ǫ))pxγ
2(G(ǫ+ ω + iδ) +G(ǫ− ω − iδ))

]

. (5.32)Nehmen wir davon den Imaginärteil, so erhalten wir das entsheidende ZwishenergebebnisImS =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

1

2
(nF (ǫ+ ω) − nF (ǫ))Tr[ρ(ǫ+ ω)pxγ

2ρ(ǫ)pxγ
2]. (5.33)Wir erinnern uns, dass die Viskosität η mit S verknüpft war durh

η = − lim
ω→0

ddω ∫ d3p

(2π)3
ImS (5.34)In unserer Näherung ist aber ρ(ǫ) ∝ δ(ǫ ±m), und so ist ρ(ǫ + ω)ρ(ǫ) = 0. Somit vershwindetder Term in führender Ordnung.

η(0) = 0 (5.35)Bemerkung zu GrenzübergängenDas letzte Ergebnis ist eine Frage der Reihenfolge der beiden Grenzübergänge, die zur Berehnungvon η durhgeführt werden. Neben dem Grenzübergang
η = − lim

ω→0

ddω ImΠ (5.36)gibt es nämlih noh den Grenzübergang der δ-Funktion, den man sih
δ(x) = lim

Γ→0
d(x) (5.37)vorstellen kann, mit einer geeigneten Verteilung d(x) mit endliher Breite Γ . Eine solhe Vertei-lung kann zum Beispiel duh eine Breit-Wigner-Verteilung realisiert werden [16℄. Es gilt

η(0) = − lim
ω→0

lim
Γ→0

ddω ImΠ = 0 (5.38)
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η(0) = − lim

Γ→0
lim
ω→0

ddω ImΠ = ∞. (5.39)Welhe Reihenfolge der Grenzübergänge vorzunehmen ist, sheint shon an Gleihung (5.17) ab-gelesen werden zu können, nämlih (5.38). Jedoh hängt das Vorgehen auh von der Fragestellungab. Somit ist es wenig sinnvoll, mit einem einfahen Hartree-Quarkloop die Sherviskosität bereh-nen zu wollen, weil dahinter die Interpretation eines freien Quarkgases als Grenzfall eines reellenQuarkgases stekt. Dieser Grenzübergang enspriht Gleihung (5.39). Dagegen ist der Beitragals rein mathematish notwendiger Summand in einer Entwiklung so implementiert, dass derGrenzübergang durh Gleihung (5.38) entspriht.5.3.2 Nähsthöhere Ordnung: (a)Der Beitrag
Π(a)(iωe) = (5.40)wird den entsheidenden Beitrag für die Berehnungen dieses Abshnitts liefern.

Π(a)(iωe) = T
∑

ωp

∫ dp
(2π)3

P (ωp + ωe, ωp) (5.41)mit
P (ω1, ω2) =

1

2
DM (ω1,p)Γ△γ2MM ′(ω1,p,−ω2,−p)DM ′

(ω2,p)Γ△γ2M ′M (−ω1,−p, ω2,p).(5.42)Die Notation orientiert sih an vergleihbaren Gröÿen vorangegangener Abshnitte. Hierbei ist
Γ△γ2MM (p1, p2) =

p
2

1
p

M
Γ

M
Γ

px
γ 2

p
21

p (5.43)
= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k + p1 + p2)ΓMS(k + p1)ΓMS(k)
]

+ ex. (5.44)das Quark-Dreiek, in welhem beide Umlaufsinne der Quarks berüksihtig sind. Dies geshiehtdurh das Vertaushen von p1 und p2, in der Gleihung mit ex. bezeihnet. Es gibt zu P Beiträgedurh die Propagatoren Dπa und Dσ. Aufgrund der Struktur von Γ△ gibt es keine Mishungenvon Mesonen, d.h. M = M ′ ∈ {σ, πa}. Der Vorfaktor 1/2 entsteht durh die Berüksihtigungdes Symmetriefaktors bei der von uns gewählten De�nition des Quarkdreieks Γ△.Wie bei der Berehnung des RPA-Beitrags in Abshnitt 5.3.1 wollen wir die Matsubarasummegeshikt durh ein Konturintegral ausdrüken. Wollen wir eine ähnlihe Strategie verfolgen, wiesie sonst üblih ist (nämlih der Einführung einer Boseverteilungsfunktion und einem Integrati-onsweg um deren Pole), so stoÿen wir auf ein Problem: Zwei der Pole liegen auf dem Branhut.Dieses Problem umgehen wir, indem wir diese beiden Polstellen niht vom Integrationsweg umlau-fen lassen und sie als Matsubarabeiträge einfah separat dazuaddieren. Diese Aufspaltung ist inden folgenden Gleihungen formal dargelegt, eine Veranshaulihung des Integrationsweges bietetAbbildung 5.3.
S = T

∑

ωp

P (ωp + ωe, ωp) (5.45)
= T (P (iωe, 0) + P (0,−iωe)) −

∮ dz
2πi

nB(z)P (z + iωe, z) (5.46)
= S1(ωe) + S2(ωe) (5.47)
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(a) (b)Abbildung 5.3: Umformung des Integrationswegs von S2. Man beahte, dass der Integrationswegniht um die auf den Branhuts be�ndlihen Pole herumgeht.Während S1 in der hiesigen Form stehen bleiben kann, ist die Untersuhung von S2 interessant.Diese Form ist analog zur Rehnung in [16℄ und [40℄ , und als Ergebnis erhält manImS2 =
1

2

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

[nB(ǫ) − nB(ǫ+ ω)]

× [P (ǫ+ iδ, ǫ+ ω + iδ) − P (ǫ+ iδ, ǫ+ ω − iδ)

+ P (ǫ− iδ, ǫ+ ω − iδ) − P (ǫ− iδ, ǫ+ ω + iδ)] (5.48)Eine weitere Umformung ist wenig sinnvoll, da die Struktur von P zu kompliziert ist, um eineehte Vereinfahung zuzulassen. Wir wenden uns daher den nähsten Beiträgen zu.5.3.3 Nähsthöhere Ordnung: (b), ()Die Beiträge (b) und () lassen sih auf eine ähnlihe Form bringen, und auh im weiteren Verlaufwird sih ihre Behandlung auf sinnvolle Weise gemeinsam durhführen lassen. Die Loop-Beiträgesind
Π(b)(iωe) = (5.49)

=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Γ2γ2MMγ2((−iωp,−p), (iωp,p), (−iωe,0))DM (iωp,p) (5.50)und
Π(c)(iωe) = (5.51)
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=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Γ2γ2Mγ2M ((−iωp,−p), (−iωe,0), (iωp,p))DM (iωp,p). (5.52)Die Quarkviereke Γ2γ2Mγ2M und Γ2γ2MMγ2 sind analog zu den Quarkdreieken Γ△ de�niert.
Γ2γ2MMγ2(p1, p2, p3) =

ΓM ΓM

2γ
xp

2γ
xp

1
p

2
p

3
p

1
p

3
p

2
p (5.53)

= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k)ΓMS(k + p1)ΓMS(k + p1 + p2)kxγ
2S(k + p1 + p2 + p3)

] (5.54)
Γ2γ2Mγ2M (p1, p2, p3) =

ΓM

2γ
xp

1
p

2
p

3
p

1
p

3
p

2
p

ΓM

2γ
xp (5.55)

= i

∫ d4k

(2π)4
Tr [kxγ

2S(k)ΓMS(k + p1)kxγ
2S(k + p1 + p2)ΓMS(k + p1 + p2 + p3)

] (5.56)Auh hier lieÿe sih die Matsubarasumme in eine Integration verwandeln. Auh könnte manBeitrag (b) als Quark-Selbstenergie ausdrüken. Da all dies jedoh niht benötigt wird, gehen wirzum letzten und einfahsten Term der Entwiklung über.5.3.4 Nähsthöhere Ordnung: (d)In diesem Abshnitt wird gezeigt, dass der Loop-Beitrag
Π(d) = (5.57)

=

∫ dp
(2π)3

T
∑

iωp

Tr [pxγ
2SΣ(a)

(iωp + iωe,p)pxγ
2S(iωp,p)

] (5.58)vershwindet. SΣ(a) ist ein um die skalare Selbstenergie Σ(a) korrigierter Quarkpropagator. Σ(a)ist einer der beiden O(1/Nc)-Korrekturterme zur Quark-Selbstenergie.
Σ(a) = (5.59)Der so modi�zierte Propagator hat die Form

SΣ(a)

(p) = S(p)Σ(a)(p)S(p). (5.60)Zu dem Propagator SΣ(a) gehört selbstverständlih auh eine Quark-Spektralfunktion ρ(a)(p).Der Ausdruk lässt sih analog zu (5.33) umformen, und man erhältImS =

∫ +∞

−∞

dǫ
2π

1

2
(nF (ǫ+ ω) − nF (ǫ))Tr[ρ(a)(ǫ+ ω)γ2ρ(ǫ)γ2]. (5.61)



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITÄT 50Um nun die Zustandsdihten ρ(a)(p) zu berehnen, muÿ der Imaginärteil der Propagatoren gebil-det werden.ImS(a) = ImSReΣ(a)ReS + ReSImΣ(a)ReS + ReSReΣ(a)ImS + ImSImΣ(a)ImS (5.62)Alle Terme, die ein ImS enthalten, vershwinden wie in Gleihung (5.33). Der einzig interessanteTerm ist ReSImΣ(a)ReS. Was wir also benötigen, ist der Imaginärteil von Σ(a).Wir shreiben Σ(a) nah der De�nition in Gleihung (5.59):
Σ(a) = D(σ)(0,0)

∑

M

T
∑

ωp

∫ d3p

(2π)3
Γ△MMσ(p,−p)D(M)(p) (5.63)

= D(σ)(0,0)
∑

M

∫ d3p

(2π)3
X. (5.64)Nun shreiben wir die Matsubarasumme um und erhalten mit einer einfahen Konturumformungein wihtiges Ergebnis.

X = −
∮

C

dz
2πi

nF (z)Γ△MMσ(z,p)D(M)(z,p) (5.65)
= −

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nF (ǫ)Γ△MMσ(ǫ+ iδ,p)D(M)(ǫ+ iδ,p)

+

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nF (ǫ)Γ△MMσ(ǫ− iδ,p)D(M)(ǫ− iδ,p) (5.66)
= −

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
nF (ǫ)Im(Γ△MMσ(ǫ− iδ,p)D(M)(ǫ− iδ,p)

) (5.67)
∈ RDa ImDM (0,p) = 0, ist auh ImΣ(a) = 0 und somit auh

η(d) = 0. (5.68)5.3.5 ProblematikWas zu tun bleibt, ist die Ergebnisse (5.48), (5.50) und (5.52) weiter zu vereinfahen und aus-zuwerten. Die gröÿte tehnishe Shwierigkeit besteht darin, die retardierten Quarkdreieke undQuarkviereke, deren Imaginärteile und deren Ableitungen nah dem äuÿeren Impuls zu bereh-nen. Selbst wenn dies durhgeführt wäre, bliebe ein sehr anisotropes Hauptwertintegral übrig. Derfolgende Abshnitt stellt eine Näherungsmethoden vor, die gerade bei solhen e�ektiven Meson-Verties diskutiert wurde.5.4 Quadratisher Statisher LimesWir mahen nun eine weitere Näherung. Die Quarkdreieke Γ△ und die Quarkviereke Γ2 nähernwir durh eine Entwiklung in Potenzen des externen Impulses p bis zur ersten nihtvershwinden-den Ordnung. Die erste nihtvershwindende Ordnung von Γ△ ist proportional zu p2, wir nennendiesen genäherten Meson-Meson-Vertex Γ qsl
△ für quadratisher statisher Limes.Diagrammatish können wir diese neuen Objekte ebenfalls darstellen.

→ (5.69)
→ (5.70)
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(a) (b) ()Abbildung 5.4: Der Integrationsweg von Gleihung (5.74) und seine Umformung hin zu Gleihung(5.75). Man beahte, dass der auf dem Branhut liegende Pol separat behandelt wird.Hierbei suggeriert die Form des Vertex die Verbindung zu dem auf einen Punkt zusammengezo-genen Dreiek bzw. Vierek.Nur diese erste von Null vershiedene Ordnung zu berüksihtigen sheint eine sehr drastisheNäherung zu sein, ist doh das Verhalten für groÿe p deutlih vershieden. Da wir jedoh das Inte-gral über den Mesonen-Impuls p mit einem Dreierimpuls-Cut-o� regularisieren werden (analog zu[17℄), ist diese Nährung gar niht so willkürlih. Problematish ist eher, dass die Genauigkeit vonder Temperatur abhängt: Streng genommen ist es eine Entwiklung nah dem dimensionslosenVektor pµ/m, und die Masse ist im entsprehenden Bereih des Phasendiagramms eine relativstark variierende Gröÿe (siehe auh Abshnitt 2.2.2).Der so erhaltene Vetex Γ qsl

△ wird im Anhang C hergeleitet und hat die Form
−iΓ qsl

△ = const. · ipxpy. (5.71)Er ist insbesondere unabhängig von p0, hat eine triviale p-Abhängigkeit und ist rein reell.Für die Verties Γ qsl
2 ergibt sih

−iΓ qsl
2

= const. · ip2
xp

2
y. (5.72)Auh dieser Vertex ist unabhängig von p0, hat die triviale p-Abhängigkeit und ist reell. Das wirduns als Eigenshaft shon genügen, um daraus weitreihende Konsequenzen ziehen zu können.5.4.1 Die Beiträge (b) und () im statishen LimesWir shreiben Π(b),(c),qsl in der gemeinsamen Form

Π
(b),(c),qsl

M =

∫ dp
(2π)3

Γ
(b),(c),qsl
2 T

∑

ωp

DM (iωp,p). (5.73)Das Symbol Γ (b),(c),qsl
2 bezeihnet die Quark-Viereke von Π(b),(c), wie sie in den Gleihungen(5.53) und (5.55) eingeführt wurden, im quadratishen Limes. Wir führen die Matsubara-Summewieder einmal auf ein Konturintegral zurük und vergessen niht, auf den auf dem Branhutbe�ndlihen Pol aht zu geben. Der Integrationsweg und seine Verformung ist in Abbildung 5.4gezeigt.
Π

(b),(c),qsl

M =

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∮ dz
2πi

nB(z)DM (z,p)

) (5.74)
=

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
2πi

nB(ǫ)(DM (ǫ+ iδ,p)−DM (ǫ− iδ,p)

) (5.75)
=

∫ d3p

(2π)3
Γ

(b),(c),qsl
2

(

TD(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
π
nB(ǫ)ImDM (ǫ,p)

)

∈ R (5.76)
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M = 0 und somit sind
η(b)qsl = η(c)qsl = 0. (5.77)Übrig bleibt also nur Term (a).5.4.2 Der einzige nihtvershwindende Beitrag: (a)Wir benutzen die Erkenntnisse zu Γ qsl

△ gemeinsam mit (5.47) und (5.48), um S1 und S2 auszu-rehnen. ImSqsl
1 = T (Γ qsl

△ )2D(0)D(ω) (5.78)ImSqsl
2 = (Γ qsl

△ )2
∫ +∞

−∞

dǫ
2π

[nB(ǫ+ ω) − nB(ǫ)] [ImD(ǫ)ImD(ǫ+ ω)] (5.79)Bildet man nun die Ableitung nah ω für den Grenzfall ω → 0, so erhält man Quadrate von Spek-tralfunktionen. Hier ist eine kleine Besonderheit zu beahten, denn im Falle stabiler π-Mesonenergibt sih eine ähnlihe Situation wie im Teil 5.3.1: der Imaginärteil enthält zwar eine δ-Funktion,da diese jedoh immer um ein Stük ω > 0 auseinanderliegen, ergibt das Produkt der beiden kei-nen Beitrag. Da ω beliebig klein wird, kann die δ-Funktion auh niht auf dem Kontinuum oderdem Teilhen-Loh-Branh liegen. Der Imaginärteil ohne eine δ-Funktion wurde aber in (3.33) alsImD̃ bezeihnet.
lim
ω→0

d

dω
ImSqsl

1 = T (Γ qsl
△ )2D(0)ImD′(0) (5.80)

lim
ω→0

d

dω
ImSqsl

2 = (Γ qsl
△ )2

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
n′

B(ǫ)ImD̃2(ǫ) (5.81)Man beahte, dass der Integrand in (5.81) symmetrish ist und sih für ǫ→ 0 stetig verhält. Wirerhalten also für den Beitrag eines Mesonloops zur Viskosität den Ausdruk
η(M),qsl = −

∫ d3p

(2π)3
(Γ qsl

△ )2

×
(

TD(0,p)ImD′(0,p) +

∫ +∞

−∞

dǫ
2π
n′

B(ǫ)(ImD̃(ǫ,p))2
) (5.82)und für die gesamte Sherviskosität im statishen Limes

ηqsl = η(σ)qsl +
∑

a

η(πa)qsl (5.83)durh die Beiträge der einzelnen Mesonen.5.5 Numerishe Ergebnisse im statishen LimesIn diesem Abshnitt wollen wir nun die Formel (5.82) numerish auswerten. Die vershiedenenTeile beleuhten vershiedene, aus untershiedlihen Gründen interessante Bereihe des QCD-Phasendiagramms.5.5.1 Ergebnisse bei niedriger DihteEiner der Anreize, sih mit dem Thema der Sherviskosität von Kernmaterie zu beshäftigen,waren Experimente am RHIC. Selbstverständlih muss man einige Vorsiht walten lassen, wennman Shwerionenkollisionen mit Gröÿen des thermishen Gleihgewihtes beshreibt. Aber nimmtman einmal letzteres an, so entsprehen die Experimente Zuständen bei nur shwah von nullvershiedenem hemishen Potential µ. Wir nehmen im Folgenden das reht kleine hemishePotential µ = 10 MeV an.
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Abbildung 5.5: Sherviskosität η in O(1/Nc) im statishen Limes als Funktion der Temperatur Tbei hemishem Potential µ = 10 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5.Für dieses hemishe Potential lässt sih nun numerish die Sherviskosität η als Funktion derTemperatur T berehnen. Das Ergebnis einer solhen Rehnung ist in Abbildung 5.5 gezeigt.Benutzt wurde hier der Pauli-Villars-Parametersatz 5. Man erkennt ein langsames Anwahsender Viskosität bis zu einem klaren Maximum in der Umgebung des Mott-Übergangs. DiesesVerhalten kann direkt aus Gleihung (5.82) verstanden werden. Die Bose-Verteilungsfunktionwird mit steigender Temperatur breiter, gleihzeitig wähst der Teilhen-Loh-Zweig, wenn mansih aus dem Vakuum entfernt. Das Kontinuum wird ebenfalls stärker, wenn sih der Massenpolgegen 2m vershiebt. Nah dem Mott-Übergang werden die Spektralfunktionsbeiträge kleiner.Man erkennt ebenfalls die asymptotishe Entartung von π und σ.5.5.2 Am kritishen PunktDie Untersuhung der Sherviskosität nah Gleihung (5.82) am kritishen Endpunkt des QCD-Phasendiagramms verspriht interessante Ergebnisse. In Abshnitt 4.2.6 wurde dikutiert, dassdas σ-Meson am kritishen Punkt ein interessantes Verhalten aufweist. In der Spektralfunktion
ρσ(ω) bildet sih ein Pol bei ω = 0 heraus, wenn man sih auf den kritishen Punkt zubewegt.Dies ist nun interessant, da ηqsl die Terme Dσ(0,p), ImD′

σ(0,p) und nB(ǫ)ImDσ(ǫ,p) enthält, dieallesamt sehr sensitiv auf das Verhalten des Propagators und der zugehörigen Spektralfunktionan der Stelle null sind.In Abbildung 5.6 ist das Verhalten von η in der Nähe des kritishen Punktes gezeigt. Dabei ist
µ = 430 knapp unterhalb von µkrit ≈ 436 MeV gewählt, während T im Crossovergebiet variiertwird. Wir haben uns für den Pauli-Villars-Parametersatz 5 entshieden, um das Verhalten von ηzu untersuhen. In der Tat sieht man eine deutlihe Dominanz des σ-Anteils an der Viskosität.Somit haben wir ein weiteres Merkmal des kritishen Endpunktes des QCD-Phasendiagrammsgefunden.
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Abbildung 5.6: Sherviskosität η in O(1/Nc) im statishen Limes als Funktion der Temperatur Tbei hemishem Potential µkrit & µ = 430 MeV in der Nähe des kritishen Punktes. Pauli-Villars-Parametersatz 5.
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Abbildung 5.7: Verhältnis von Sherviskosität zu Entropiedihte η/s in O(1/Nc) im statishenLimes als Funktion der Temperatur T bei hemishen Potential µ = 10 MeV. Pauli-Villars-Parametersatz 5.5.6 η/s und die KSS-GrenzeWir verlassen nun den vorangegangenen, sehr tehnishen Abshnitt und kommen zu einer neuen,interessanten Gröÿe.Im Jahre 2005 mahten P.K. Kovtun, D.T. Son und A. O. Starinets [41℄ eine Vorhersage, die sihauf das Verhältnis von Sherviskosität η und Entropiedihte s bezieht. Sie stellten die Behauptungauf, dass dieses Verhältnis stets über dem seit dem als KSS-Grenze bekannten Wert
η

s
≥ 1

4π
(5.84)liegt. Sie benutzten zum Beweis die AdS/CFT-Dualität der Stringtheorie [42, 43℄. Eine gewisseKlasse von Quantenfeldtheorien bei endliher Temperatur hat eine Dualität zu shwarzen Branen,den höherdimensionalen Verallgemeinerungen von shwarzen Löhern. Diese Dualität kann zurBerehnung von Korrelationsfunktionen benutzt werden [44, 45, 41℄. So lassen sih hydrodyna-mishe Eigenshaften durh die Betrahtung solher Brane berehnen [46℄. Die Aussage ist sehrallgemein, so dass die Bereihe, in dem die KSS-Grenze gültig ist, viele vershiedene Systeme um-fasst. Ebenso wurde nah der Möglihkeit, Gegenbeispiele zu konstruieren, gesuht [47℄. Währendbei alltäglihen Flüssigkeiten wie Wasser oder auh �üssigem Helium die KSS-Grenze von η/sum Gröÿenordnungen übertro�en wird, sheint das Quark-Gluon-Plasma ein Kandidat für dasasymptotishe Erreihen der KSS-Grenze zu sein [48℄.Wir können nun mit den vorliegenden Rehnungen versuhen, dieses Verhältnis zu überprüfen.Dazu verwenden wir die Mean-�eld-Entropiedihte s und die Sherviskosität nah der vorliegendenBerehnung. In Abbildung 5.7 ist das Verhalten für den Pauli-Villars-Parametersatz 5 gezeigt.Aufgetragen sind die Beiträge π und σ sowie deren Summe als Funktion der Temperatur. DasVerhältnis erreiht in der Nähe des Mott-Übergangs ein Maximum und fällt danah stark ab. DieKSS-Grenze wird dabei untershritten. Dies kann vershiedene Gründe haben. Zum einen ist kann



KAPITEL 5. SCHERVISKOSITÄT 56es auf die Vereinfahungen der Rehnung, dem statishen Limes, zurükzuführen sein. Anderseitskönnen Regulatore�ekte der Grund für die Untershreitung sein. Man sollte auh niht vergessen,dass auh die Gültigkeit der KSS-Grenze niht als bewiesen angesehen werden kann.5.7 Ausblik: Weitere Näherungsmethoden5.7.1 Quarkpropagatoren mit endliher BreiteEs wurde bereits diskutiert, dass der Konstituentenquarkloop keinen Beitrag zur Sherviskositätliefert, da der Peak der Hartree-Quark-Spektralfunktion keine Breite besitzt. Nun kann mannatürlih Methoden verwenden, die dem Propagator S′ eine Breite zuordnen.Dies kann zum einen geshehen, in dem man phänomenologish eine Quark-Spektralfunktionvorgibt, deren Parameter man motiviert. Statt eines δ-Peaks kann eine andere normierte Vertei-lung benutzt werden. Eine derartige Rehnung kann mit der aus der Wahrsheinlihkeitsrehnungbekannten Breit-Wigner-Verteilung d
d(x) =

1

2π

Γ

(x−m)2 + Γ 2/4
(5.85)getan werden. Beahtet werden müssen auh noh die Eigenshaften der Spektralfunktion (wiesie sih zum Beispiel in Abshnitt 3.3.2 �nden). Eine solhe Rehnung wurde bereits durhgeführt[16℄. Die Problematik eines solhen Vorgehens liegt natürlih in der Shwierigkeit, den äuÿerenParameter Γ zu wählen und seine Temperaturabhängigkeit zu bestimmen.Eine weit konsistenteres Vorgehen ist die Verwendung von 1/Nc-Korrekturen zur Quark-Selbst-energie Σ.

Σ(p) = Σ(a) +Σ(b)(p) (5.86)
= + (5.87)Den Korrekturterm Σ(a) kennen wir bereits aus Abshnitt 5.3.4, aber auh Σ(b) tauht in Ab-shnitt 5.3.3 im Term Πb auf. Der korrigierte Quarkpropagator SΣ kann nun durh die Selbst-energiebeiträge ausgedrükt werden.

SΣ = S(p)Σ(a)S(p) + S(p)Σ(b)(p)S(p) (5.88)Wie shon gesehen wurde, ist Σ(a) reell und konstant und verändert somit zwar die Konstituenten-quarkmasse, gibt ihm jedoh keine endlihe Breite. Σ(b) dagegen kann die Quark-Sektralfunktionverändern. Dies geshieht jedoh niht im statishen Limes. So muÿ entweder volle Impulsab-hängigkeit von Meson-Verties berüksihtigt werden oder zu einer anderen Näherung gegri�enwerden.5.7.2 Andere Vertex-NäherungenDer statishe Limes ist niht die einzige Näherung, die bei Meson-Vertizes vollzogen werdenkann. Eine andere Möglihkeit, die Impulsabhängigkeit von Quarkdreieken oder Quarkvierekenzu approximieren, ist ein Verfahren des Typs
|k + q| = max(|k|, |q|). (5.89)Hier wird also die Summe zweier Vektoren durh den gröÿeren Vektor genähert. Daraus folgtsofort, dass das Skalarprodukt k · q vershwindet, denn mit dieser Näherung gilt automatish

k · q =
1

4

(

(k + q)2 − (k − q)2
)

=
1

4

(

max 2(|k|, |q|) − max 2(|k|, | − q|)
)

= 0. (5.90)Ein solher Ansatz wurde ebenfalls shon in einer Berehnung der Sherviskosität benutzt [49℄.



Kapitel 6Zusammenfassung und AusblikWir untersuhten das Nambu-Jona-Lasinio-Modell im Vakuum sowie im Medium als Funkti-on der Temperatur T und des hemishen Potentials µ. Dabei verwendeten wir zunähst dieStandard- beziehungsweise Mean-�eld-Approximationen Hartree+RPA. Wir legten ein besonde-res Gewiht auf die Untersuhung der Mesonen π und σ und leiteten deren Spektralfunktionenher. Die Verwendung der Pauli-Villars-Regularisierung ermöglihte es uns, interessante Aspekteder Spektralfunktion wie auh Erweiterungen des Modells über die Standard-ApproximationenHartree+RPA hinaus vornehmen zu können. Der Rahmen dieser Erweiterung wurde von derEntwiklung in 1/Nc vorgegeben. Mit Hilfe des groÿkanonishen Potentials diskutierten wir dasMean-�eld-Phasendiagramm des Modells und konnten das Verhalten vershiedener Parametersät-ze miteinander vergleihen. Zusätzlih berehneten wir die Entropiedihte in diesem Näherungs-shritt. Dabei wurden die Vor- und Nahteile der vershiedenen üblihen Regularisierungsshe-mata und deren Varianten diskutiert. Wir konnten auÿerdem Eigenshaften des σ-Mesons amkritishen Endpunkt des Phasendiagramms untersuhen. Wir benutzten dazu die Pauli-Villars-Regularisierung und fanden das erwartete Verhalten im Teilhen-Loh-Branh der Spektralfunk-tion, wie es shon in anderen Regularisierungsshemata auftrat. Wir berehneten die Beiträgezum thermodynamishen Potential durh mesonishe Fluktuationen in nähsthöherer Ordnungin 1/Nc. Shlieÿlih haben wir erstmals die Sherviskosität des NJL-Modells in führender niht-vershwindender Ordnung in der Entwiklung O(1/Nc) hergeleitet. Wir haben diesen Transport-koe�zienten numerish im statishen Limes berehnet. Die Ergebnisse wurden für Parameterähnlih der der Experimente am RHIC diskutiert. Wir erhielten als Ergebnis, dass die Sher-viskosität im Rahmen der Entwiklung für groÿe Temperaturen klein wird. Dies werteten wirals Hinweis, dass das Quark-Gluon-Plasma Verhaltensweisen eines nur shwah viskosen Fluidszeigt. Die KSS-Grenze, die als eine universelle Grenze für die Viskosität eines hydrodynamishenSystems vorgeshlagen wurde, erlaubte es uns, einzushätzen, in wie weit dieses Verhalten demeiner idealen Flüssigkeit entspriht. Die Ergebnisse legten die gute Übereinstimmung mit einemsolhen idealisierten Fluid nahe, auh wenn aufgrund der Näherungen ein quantitativer Shlussniht möglih war. Wir untersuhten weiterhin das Verhalten der Sherviskosität am kritishenEndpunkt des Phasendiagramms. Wir beobahten dabei, dass der σ-Beitrag zur Viskosität in derNähe des kritishen Endpunktes sehr groÿ wird und haben damit ein weiteres Charakteristikumdieses Punktes gefunden.Die Rehnungen dieser Arbeit zeigen bereits, dass die Sherviskosität im NJL-Modell durh eineBerehnung in nähsthöherer Ordnung in 1/Nc ein interessantes Verhalten aufweist. Da es nö-tig war, für einen ersten Einblik in dieses Gebiet weitere Näherungen durhzuführen, kann dieUntersuhung dieses hydrodynamishen Parameters noh niht als abgeshlossen gelten. Die na-türlihe Fortsetzung besteht darin, die einzelnen Nährungen zu hinterfragen und zu shrittweiseauf sie zu verzihten.Eine erste Erweiterung der hier vorgestellten Rehnungen zur Sherviskosität kann im Verlas-sen des statishen Limes bestehen. Neben der niht-bosonisierten Behandlung der O(1/Nc)-Entwiklung sind aber auh andere Näherungen für die Vertizes denkbar. Doh das groÿe Zielwäre die Berehnung in einer O(1/Nc)-Entwiklung bis zur benötigten Ordnung N0
c ohne weitereVereinfahungen. Dieses geht weiter als die bloÿe Berüksihtung weiterer Terme im Ausdrukfür die Viskosität. Es beinhaltet auh die konsistente Berüksihtigung von mesonishen Kor-57



KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 58rekturen in der Minimierung des thermodynamishen Potentials. Dies führt zu Korrekturen zurQuark-Selbstenergie und Modi�kationen der Propagatoren der Mesonen. Die Grundlage zu die-sen Erweiterungen wurden mit der Berehnung der mesonishen Beiträge ΩM in dieser Arbeitgelegt. Eine Berüksihtigung dieser Beiträge verspriht auh interessante Askpekte in anderenFragestellungen des NJL-Modells, bei denen thermodynamishe Potentiale eine Rolle spielen.



Anhang AElementare Integrale im VakuumA.1 Die Gapgleihung: iI1Das hier zu vereinfahende Integral iI1 genügt der Gleihung
iI1 = i

∫ d4k

(2π)4
1

k2 −m2 + iǫ
(A.1)mit ǫ > 0 in�tesimal und dem Quadrat des Viererimpuls k2 = k2

0 −k2. Wir de�nieren die Energie
E2

k = m2 + k2 und führen eine Partialbruhzerlegung durh.
iI1 = i

∫ dk0

2π

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(

1

k0 −
√

E2
k − iǫ

− 1

k0 +
√

E2
k − iǫ

) (A.2)Da ǫ eine in�nitesimale Grösse ist, können wir diesen Ausdruk umshreiben.
iI1 = i

∫ dk0

2π

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(

1

k0 − Ek + iǫ
− 1

k0 + Ek − iǫ

) (A.3)Wir wollen nun die k0-Integration analytish durhführen. Dies ist reht einfah mit Hilfe desResiduensatzes zu realisieren. Wir denken uns den Integranden als Funktion von k0 in die kom-plexe Zahlenebene fortgesetzt. Er besitzt zwei Pole, in Abbildung A.1(a) dargestellt. Wir addierenein weiteres Stük Integrationsweg (siehe Abbildung A.1(b)), das die Kurve shliesst und keinenBeitrag liefert, und erhalten so eine geshlossene Kurve, die einen Pol enthält. Wir wenden nunden Residuensatz an und erhalten das Endergebnis.
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

(A.4)Hierbei konnten wir stetig die Fortsetzung von ǫ nah Null durhführen. iI1 enthält keine in�ni-tesimale Gröÿe mehr.A.2 Mesonen: iIIn diesem Abshnitt behandeln wir das Integral
iI(q) =

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2 + iǫ][(k + q)2 −m2 + iǫ]
. (A.5)Wieder ist ǫ > 0 in�nitesimal. Mit Unformungen, die analog zu denen im vorangegangenenAbshnitt A.1 sind, gelangen wir zu dem Ausdruk

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3

∫ dk0

2π

{

1

4EkEkq

(

1

k0 − Ek + iǫ
− 1

k0 + Ek − iǫ

)

×

×
(

1

k0 + q0 − Ekq + iǫ
− 1

k0 + q0 + Ekq − iǫ

)

}

. (A.6)59
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(a) (b)Abbildung A.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGleihung (A.3).

(a) (b)Abbildung A.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGleihung (A.6).Hierbei ist E2
kq = m2 + (k + q)2. Um die k0-Integration analytish auszuführen, betrahten wirden Integranden in der komplexen Zahlenebene. Es besitzt dieses Mal vier Pole, zwei in deroberen Halbebene und zwei in der unteren Halbebene. Diese Struktur ist in Abbildung A.2(a)dargestellt. Dem auf der reellen Ahse verlaufenden Integrationsweg fügen wir einen beitragslosenHalbkreisbogen mit k0 im positiven Imaginärteil hinzu und shlieÿen ihn so (siehe AbbildungA.2(b)). Mit dem Residuensatz erhalten wir

iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

4EkEkq

1

q20 − s2E
(Ek + Ekq). (A.7)Die neu eingeführte Variable sE = Ek+Ekq bezeihnet die Summe der beiden Energien. Wir setzenTranslationsinvarianz in k voraus und können so im zweiten Summanden durh Substitution

k′ = k+ q und anshlieÿendes Umbenennen und Zusammenfassen der Integrale das Endergebnis
iI(q) =

∫ d3k

(2π)3
1

2Ek

1

q20 − s2E
(A.8)erhalten. Hierbei sei angemerkt, dass die Translationsinvarianz bei einer Cut-o�-Regularisierung(siehe Abshnitt 2.6) niht allgemein gegeben ist, sondern nur für q = 0 erfüllt ist.



Anhang BElementare Integrale im MediumB.1 Die Gapgleihung: iI1Im Medium erhalten wir das elementare Integral
iI1 = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

(iωk + µ)2 − k2 −m2
. (B.1)Hierbei ist T die Temperatur und µ das hemishe Potential. Die Summe läuft über alle fermio-nishen Matsubarafrequenzen

iωk = (2n+ 1)πiT , n ∈ Z. (B.2)Wir können wie im Vakuum die Energie E2
k = m2 + k2 de�nieren.

iI1 = −
∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

(iωk + µ)2 − E2
k

. (B.3)Haben wir im Vakuum ein Integral über k0 gehabt, dass sih analytish auswerten lieÿ, haben wirnun eine Summe. Die üblihe Tehnik, mit der solherlei Matsubarafrequenzen berehnet werden,shreibt die Summe formal in ein Integral in der komplexen Ebene um.
iI1 =

∫ d3k

(2π)3

∮

C

dz
2πi

nF (z)
1

(z + µ)2 − E2
k

. (B.4)Hierbei bezeihnet C eine Kurve, die aus Ringen in der komplexen Ebene um die fermioni-shen Matsubarafrequenzen besteht. Das andere neu eingeführte Symbol bezeihnet die Fermi-Verteilungsfunktion nF (x) = (exp(x/T ) + 1)−1. Diesen Shritt maht man sih am Besten rük-wärts, das heiÿt von Gleihung (B.4) nah Gleihung (B.3), klar. Der Integrand von Gleihung(B.4) hat in der Komplexen Ebene zwei Pole bei z = ±Ek − µ durh den Nenner des letztenTerms und zusätzlih unendlih viele Pole bei den fermionishen Matsubarafrequenzen durh dieFermi-Verteilungsfunktion nF . Diese Pole und der Integrationsweg C sind in Abbildung B.1(a)veranshauliht. Wendet man nun den Residuensatz auf dieses Integral um die Pole der Fermi-Verteilungsfunktion an, gelangt man zu Gleihung (B.3). Ein Vorteil ergibt sih nun, weil derIntegrationsweg auh zu einem Weg C′, abgebildet in Abbildung B.1(b), umgeformt werden kann.Nun umshlieÿt der Integrationsweg lediglih die zwei Pole bei ±Ek − µ. Davon lässt sih dasResiduum leiht ausrehnen. Man erhält
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
dz
2πi

(nF (−Ek − µ) − nF (Ek − µ)). (B.5)Nun nutzt man die Eigenshaft der Fermi-Verteilungsfunktion
nF (−x) = 1 − nF (x) (B.6)61
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(a) Weg C (b) Zwishenshritt () Weg C′Abbildung B.1: Umformung von Interationswegen in der komplexen k0-Ebene ausgehend vonGleihung (A.3).aus und kommt so zum Endergebnis
iI1 =

∫ d3k

(2π)3
dz
2πi

(1 − nF (Ek − µ) − nF (Ek + µ)). (B.7)Oft werden die beiden Fermi-Verteilungsfunktionen in Gleihung (B.7) mit nF (Ex −µ) = nk und
nF (Ek + µ) = nk bezeihnet, da sie als die Korrekturen durh die Quarks und Antiquarks desMediums interpretiert werden können. Man sieht auh sofort die Verbindung zu iI1 im Vakuumund kann so das Integral in einen Vakuum- und einen Mediumanteil aufspalten.B.2 Mesonen: iIWir wenden uns dem Integral iI im Medium zu.

iI(iωq,q) = −
∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

[(iωk + µ) − k2 −m2][(iωk + iωq + µ) − (k + q)2 −m2]
(B.8)Hierbei läuft iωk analog zu der Rehnung in B.1 wieder über alle fermionishen Matsubarafre-quenzen. Degegen ist iωq als Summe zweier fermionisher Matsubarafrequenzen eine bosonisheMatsubarafrequenz der Form

iωq = 2nπiT , n ∈ Z. (B.9)Wir führen analog zu A.2 die Energien Ek und Ekq ein, E2
k = k2 +m2, E2

kq = (k+q)2 +m2 undkönnen so iI ein Stük kompakter shreiben.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

[(iωk + µ) − E2
k][(iωk + iωq + µ) − E2

kq ]
(B.10)Wieder shreiben wir die Matsubarasumme in ein Konturintegral um.

iI(iωq,q) = −
∫ d3k

(2π)3

∮

C

dz
2πi

nF (z)
1

[(z + µ) − E2
k ][(z + iωq + µ) − E2

kq ]
(B.11)Der Integrationsweg C verläuft um die fermionishen Matsubarafrequenzen herum. Um diesesWegintegral vereinfahen zu können, betrahten wir den Integranden in der komplexen Zahlene-bene von z. Neben den Polen durh die Fermi-Verteilungsfunktion bei z = (2n+ 1)πinT , n ∈ Z,gibt es noh vier weitere Pole bei z = ±Ek−µ und z = ±Ekq −µ− iωq. Die Pole sowie der Weg Csind im Abbildung B.2(a) gezeigt. Über den Zwishenshritt in Abbildung B.2(b) formen wir Cin C′ um, welher in Bild B.2() gezeigt wird. Nun werden lediglih vier Pole von C′ umshlossen.Dieses Integral kann man mit Hilfe des Residuensatzes analytish ausrehnen.
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(a) Weg C (b) Zwishenshritt () Weg C′Abbildung B.2: Umformung von Interationswegen in der komplexen z-Ebene ausgehend von Glei-hung (B.11). Die Pole sind bei ±Ek −mu, ±Ekq − iωq − µ und iωk. iωq ist eine bosonishe, iωksind fermionishe Matsubarafrequenzen.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

4EkEkq

×
{

nF (Ek − µ)

iωq − dE

− nF (Ekq − µ)

iωq + dE

− nF (Ek − µ)

iωq + sE

+
nF (−Ekq − µ)

iωq + sE

−nF (Ek − µ)

iωq − sE

+
nF (Ekq − µ)

iωq − sE

+
nF (−Ek − µ)

iωq + dE

− nF (−Ekq − µ)

iωq + dE

} (B.12)Hierbei ist sE = Ekq +Ek die Summe der beiden Energien und dE = Ekq −Ek die Di�erenz derbeiden Energien. Ausgenutzt wurde, dass nF (x+ iωB) = nF (x) für alle bosonishen Matsubara-frequenzen iωB gilt. Durh geshiktes Aufteilen in Einzelsummanden, Substitution k′ = k + qund Rekombination kann man die Energien Ekq aus den Fermi-Verteilungsfunktionen eliminieren.
iI(iωq,q) = −

∫ d3k

(2π)3
T
∑

iωk

1

4EkEkq

{

nF (Ek − µ)

(

1

iωq − dE

− 1

iωq + dE

− 1

iωq + sE

+
1

iωq − sE

)

+nF (−Ek − µ)

(

1

iωq + sE

− 1

iωq − sE

+
1

iωq + dE

− 1

iωq − dE

)

} (B.13)Benutzt man nun wieder den Trik nF (−x) = 1−nF (x), so vershwinden einige Summanden undübrig bleibt
iI(iωq,q) =

∫ d3k

(2π)3

(

1

Ek

− nk + nk

2EkEkq

sE

)

1

(iωq)2 − s2E
− nk + nk

2EkEkq

dE

1

(iωq)2 − d2
E

. (B.14)Wie bereits in Abshnitt B.1 de�niert, ist nk = nF (Ek−µ) und nk = nF (Ek+µ). Dieser Ausdrukist für imaginäre Matsubarafrequenzen iωq de�niert. Um ihn für reelle Energien q0 zu berehnen,muss nun die stetige Fortsetzung iωq → q0 + iǫ berehnet werden. Den Realteil erhält man sofort,in dem ǫ = 0 gesetzt wird und so das Integral in ein Hauptwertintegral übergeführt wird.ReiI(q0,q) =

∫ d3k

(2π)3

(

1

Ek

− nk + nk

2EkEkq

sE

)

1

q20 − s2E
− nk + nk

2EkEkq

dE

1

q20 − d2
E

. (B.15)Um den Imaginärteil zu erhalten, muss ein wenig mehr Aufwand betrieben werden, was im fol-genden Abshnitt getan wird.



ANHANG B. ELEMENTARE INTEGRALE IM MEDIUM 64B.3 Der Imaginärteil von iIIn diesem Abshnitt wird der Imaginärteil des Integrals iI hergeleitet. Dies geshieht durh dieErsetzung iωq → q0 + iǫ in Formel (B.14). Durh diese Ersetzung wird man den Ausdruk vonImiI erhalten, der für den retardiertenMesonpropagator benötigt wird. Der avanierte Propagatorwürde über eine analoge Rehnung iωq → q0−iǫ berehnet - einfaher ist es jedoh, das retardierteErgebnis komplex zu konjugieren, was zum gleihen Ergebnis führt. Mit Hilfe der Identität
lim
ǫ→0

Im 1

x+ iǫ
= −πδ(x) (B.16)gelangt man so zuImiI(q0,q) = −

∫

d3k

(2π)3

{

π

2sE

(

1

Ek

− nk + n̄k

2EkqEk

sE

)

(δ(q0 − sE) − δ(q0 + sE))

− π

2dE

nk + n̄k

2EkqEk

dE (δ(q0 − dE) − δ(q0 + dE))

} (B.17)Wir shreiben das Integral in Kugelkoordinaten. Das Koordinatensystem von k wählen wir derart,dass q in die kz Rihtung zeigt. Wir entshlieÿen uns dazu, die δ-Funktion bei der θ-Integrationzu berüksihtigen. Diese Integration lässt sih sofort ausführen. Wir müssen im Folgenden immerUntersheidungen tre�en, ob q20 − q2 raumartig oder zeitartig ist.Falls q2 = q20 − q2 > 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π

∫ ∞

m

dEk

√

E2
k −m2

|k| · |q| θ(q2 − 4m2)×

×
{

θ(q0 − Ek)(q0 − Ek)

(

1

q0
− nk + nk

2(q0 − Ek)

)

χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

− θ(−q0 − Ek)(−q0 − Ek)

(

1

−q0
− nk + nk

2(−q0 − Ek)

)

χ[− q0
2 ±√△](Ek)

+ θ(q0 + Ek)(q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(q0 + Ek)

)

χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

− θ(−q0 + Ek)(−q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(−q0 + Ek)

)

χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

} (B.18)Falls q2 = q20 − q2 < 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π

∫ ∞

m

dEk

√

E2
k −m2

|k| · |q| θ(−q2)×

×
{

θ(q0 − Ek)(q0 − Ek)

(

1

q0
− nk + nk

2(q0 − Ek)

)

(

1 − χ[
q0
2 ±√△](Ek)

)

− θ(−q0 − Ek)(−q0 − Ek)

(

1

−q0
− nk + nk

2(−q0 − Ek)

)

(

1 − χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

)

+ θ(q0 + Ek)(q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(q0 + Ek)

)

(

1 − χ[− q0
2 ±

√
△](Ek)

)

− θ(−q0 + Ek)(−q0 + Ek)

(

− nk + nk

2(−q0 + Ek)

)

(

1 − χ[
q0
2 ±

√
△](Ek)

)

} (B.19)Das neu eingeführte Symbol √△ ist auf folgende Weise de�niert.
√

△ =
|q|
2

√

q2 − 4m2

q2
(B.20)



ANHANG B. ELEMENTARE INTEGRALE IM MEDIUM 65Die Stufenfunktionen θ und die harakteristishen Funktionen χ shränken nun das Ek-Integra-tionsintervall weiter ein.Falls q2 = q20 − q2 > 0:ImiI(q0,q) = − 1

8π
θ(q20 − q2 − 4m2)

1

|q|

×
{

θ(q0)

∫

[
q0
2 ±

√
△]

dEk

(

1 − Ek

q0
− 1

2
(nk + nk)

)

+ θ(−q0)
∫

[− q0
2 ±

√
△]

dEk

(

1 +
Ek

q0
− 1

2
(nk + nk)

)

} (B.21)Falls q2 = q20 − q2 < 0:ImiI(q0,q) =
1

16π|q|

∫ ∞

− q0
2 +

√
△
dEk(nk + nk) − 1

16π|q|

∫ ∞

q0
2 +

√
△
dEk(nk + nk) (B.22)Diese Ausdrüke lassen sih noh ein Stük weiter vereinfahen. Als Endergebnis erhält manIntegrale über endlihe Raumbereihe.Falls q20 − q2 > 0 (zeitartiger Impuls)ImiI(q0,q) =

1

16π
θ(q20 − q2 − 4m2)sgn(q0)

×
(

−
√

1 − 4m2

q20 − q2
+

1

|q|

∫ | q0
2 |+

√
△

| q0
2 |−

√
△

dEk(nk + n̄k)

)

, (B.23)Falls q20 − q2 < 0 (raumartiger Impuls)ImiI(q0,q) =
1

16π|q|sgn(q0)

∫

√
△+| q0

2 |

√
△−| q0

2 |
dEk(nk + n̄k) (B.24)Das verbliebene Integral lässt sih sogar mit Hilfe der Stammfunktion

∫ dx 1

exp( x
T

) + 1
= −T ln

(

1 + exp(− x

T
)
) (B.25)analytish lösen.



Anhang CDas Quark-DreiekWir wollen hier −iΓ (π)
△ berehnen, wobei wir letztendlih daran interessiert sind, eine Näherungfür kleine einlaufende Impulse zu mahen. So werden wir den externen Impuls iωe gänzlih ver-nahlässigen.

−iΓ (π,σ)
△ =

∫ d4k

(2π)4
Tr (kxγ

2S(k)Γπa,σS(k + p)Γπb,σS(k)
)

+ ex. (C.1)Der Zusatz +ex bedeutet, dass beide Umlaufrihungen berüksihtigt werden. Dies wird durhden Übergang p→ −p realisiert. Nah Auswertung der Spur erhalten wir
−iΓ (π)

△ = −4NcNfδab

{∫ d4k

(2π)4

(

kxky

[k2 −m2]2
− kxpy

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]

)

−p2

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]

}

+ ex. (C.2)
−iΓ (σ)

△ = −4NcNf

{∫ d4k

(2π)4

(

kxky

[k2 −m2]2
− kxpy

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]

)

−(p2 − 4m2)

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]

}

+ ex. (C.3)Die ersten beiden Summanden sind gleih, beim dritten ist der Vorfaktor leiht vershieden.Der Integrand des ersten Termes ist antisymmetrish und fällt somit weg. Es bleiben die beidenanderen, die nun ζ1,2 genannt seien.
ζ1 =

∫ d4k

(2π)4
pykx

[k2 −m2][(k + p)2 −m2]
(C.4)

= −1

2
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[(k − p
2 )2 −m2][(k + p

2 )2 −m2]
(C.5)

ζ2 =

∫ d4k

(2π)4
kxky

[k2 −m2]2[(k + p)2 −m2]
(C.6)

=

∫ 1

0

2(1 − x)dx∫ d4l

(2π)4
(lx − xpx)(ly − xpy)

[l2 −m2 + p2x(1 − x)]3
(C.7)

= pxpy

∫ 1

0

2(1 − x)dx∫ d4l

(2π)4
1

[l2 −m2 + p2x(1 − x)]3
(C.8)Nun wird eine Taylorentwiklung von ζ1 und ζ2 nah p bis zur ersten nihtvershwindendenOrdnung durhgeführt. Das ist hier die quadratishe. Da eine ähnlihe Entwiklung von [17℄ mit66



ANHANG C. DAS QUARK-DREIECK 67dem Begri� statisher Limes versehen wird, nennen wir diese Vereinfahung den quadratishenstatishen Limes (abgekürzt qsl). Dabei ist der Vorfaktor p2 bzw. p2 − 4m2 vor ζ2 niht zuvergessen.
ζqsl
1 = −1

2
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
(C.9)

ζqsl
2 =

1

6
pxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]3
(C.10)Der Austaushterm führt zu einem Faktor zwei. Damit ist auh shon das Endergebnis erreiht.

−iΓ (π)qsl

△ = −4NcNfδabpxpy

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
(C.11)

−iΓ (σ)qsl

△ = −4NcNfpxpy

(∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]2
− 4

3
m2

∫ d4k

(2π)4
1

[k2 −m2]3

) (C.12)
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