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1 Einleitung

Neutronensterne gehéren zu den extremsten Objekten im Universum. Zusammen mit
Weifen Zwergen und Schwarzen Lochern bilden sie die Klasse der Kompakten Objek-
te. Unter Neutronensternen versteht man Sterne mit Massen im Bereich von 0,1 bis 2,5
Sonnenmassen und einem Durchmesser von 20 bis 30 Kilometern. Damit verbunden sind
Zentraldichten fiinf- bis zehnfacher Kerndichte. Diese Sterne kénnen mit Perioden im
Millisekunden-Bereich rotieren. Dariiber hinaus kénnen Neutronensterne Magnetfelder
von bis zu 10'5 Gauss erreichen und Temperaturen von bis zu 10! Kelvin. Neutronenster-
ne weisen eine komplexe innere Struktur auf. In Neutronensternen findet man Phénomene
wie Neutrino-Opazitdt, Superfluiditdt und Supraleitung, moglicherweise auch Hypero-
nenkondensation, Quark-Deconfinement und Farbsupraleitung. Des Weiteren beobachtet
man verschiedene Strahlungsphédnomene im gesamten elektromagnetischen Spektrum so-
wie Akkretion.

Bei der theoretischen Untersuchung von Neutronensternen begegnen sich zwei verschie-
dene physikalische Theorien. Zum einen verlangt die Kompaktheit der Objekte von
% ~ 0,1 (im Vergleich: Kompaktheit der Sonne ~ 107°) eine Behandlung durch die
Allgemeine Relativitdtstheorie, zum anderen muss Materie unter solch extremen Bedin-
gungen mit Methoden der Kern- und Teilchenphysik beschrieben werden.

1.1 Historisches

Zu den wohl spektakulérsten Erscheinungen am Himmel gehéren Supernova-Explosionen,
bei denen innerhalb weniger Tage ungeheure Mengen an Energie abgestrahlt werden, so
dass eine einzige Supernova die Leuchtkraft einer ganzen Galaxie entwickeln kann. Erst-
mals wurde ein solches Ereignis im Jahr 1054 nach Christus von chinesischen Astronomen
beobachtet [50]. Baade und Zwicky spekulierten 1932 nach der Entdeckung des Neutrons
durch Chadwick, dass Supernovae den Ubergang eines gewdhnlichen Sterns zu einem
Neutronenstern, einem &dufterst kompakten aus Neutronen bestehenden Objekt, darstel-
len [37], [11], [12], [10]. Erste theoretische Untersuchungen zu Neutronensternen stammen
von Landau [87], der Chandrasekhars Modell von Weilen Zwergen aufnahm [38], [39].
Im Jahr 1939 legten Tolman, Oppenheimer und Volkoff die erste allgemein relativiti-
sche Beschreibung von Neutronensternen vor [106], [136]. Dabei leiteten sie im Rahmen
der Allgemeinen Relativitdtstheorie die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts her
und l6sten diese unter der Annahme, dass Neutronensterne aus einem freien Fermigas von
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Neutronen bestehen. Es stellte sich damals heraus, dass Neutronensterne eine maximale
Masse von 0,7 Sonnenmassen haben bei einem Radius von 10 km. Allerdings blieben die
Versuche, Neutronensterne zu beobachten, iiber Jahrzehnte erfolglos. Dennoch wurden
weitere theoretische Forschungen angestellt. So wurde die Zustandsgleichung der Neutro-
nensternmaterie verbessert [72], [71] und Versuche unternommen, Neutronensterne mit
Rontgenbeobachtungen in Verbindung zu bringen [58|, [121]. Aufgrund der fehlenden
bzw. spekulativen Beobachtungen blieb die Existenz von Neutronensternen und Schwar-
zen Lochern, iiber die mittlerweile auch diskutiert wurde, unter Physikern und Astro-
nomen weiterhin umstritten. Dies dnderte sich schlagartig im Jahr 1967 als Hewish und
Bell vollkommen regelméfige Pulse mit Perioden von 3 s im Radiobereich detektierten
[80], denn kurze Zeit spéter erkliarte Gold diese sogenannten Pulsare durch magnetisierte
rotierende Neutronensterne, die dhnlich einem Leuchtturm Radiowellen abstrahlen [61].
Damit wurden 35 Jahre nach den ersten Vorhersagen Neutronensterne beobachtet. 1969
entdeckten Cocke et al. einen mit 33 ms rotierenden Pulsar im Krebs-Nebel (siche Abbil-
dung 1.1) und konnten so endgiiltig den Zusammenhang zwischen Supernova-Explosionen
und Neutronensternen herstellen [43], wobei schon seit den 40iger Jahren der Krebs-Nebel
als der Uberrest der Supernova aus dem Jahr 1054 angesehen wurde [50]. SchlieRlich ge-
lang es 1971 Neutronensterne auch im Rontgenbereich zu beobachten [59]. Dabei wird
die Rontgenstrahlung durch Akkretion von Materie auf einen Neutronenstern erzeugt,
die in einem Doppelsternsystem vom Begleitstern ,abgesaugt® wird. Mittlerweile wurden
verschiedene andere Effekte in Doppelsternsystemen mit Neutronensternen studiert. Als
besonders interessant erwiesen sich dabei die quasi-periodischen Oszillationen bei Ront-
genausbriichen in massearmen Rontgen-Doppelsternsystemen (LMXB), da sich aus deren
Power-Spektrum verschiedene Eigenschaften von Neutronensternen ableiten lassen [36].
Aber ebenso wurden auch bei Beobachtungen mit Radioteleskopen grofte Fortschritte
gemacht. So entdeckten 1973 Hulse und Taylor einen Pulsar in einem Doppelsternsystem
[81]. Solche Beobachtungsobjekte erwiesen sich als duferst wertvoll, da sich verschiedens-
te Vorhersagen der Allgemeinen Relativitdtstheorie, wie zum Beispiel die Abstrahlung
von Gravitationswellen, testen lassen [143]. Aufserdem war es moglich anhand von rela-
tivistischen Effekten die Massen der Sterne abzuleiten. Bis heute wurden mehr als 50
weitere solcher Objekte gefunden [92]. Die meisten dieser Systeme haben Weisse Zwerge
als Begleiter. Im Jahr 2004 konnte man schliefllich ein Doppelpulsar-System identifizieren
[93]. Bis heute hat man insgesamt mehr als 1700 Pulsare gefunden, einige davon rotieren
mit Perioden im Millisekunden-Bereich. 23 Jahre lang war die kiirzeste beobachtete Ro-
tationsperiode eines Pulsars 1,56 ms [13], bis vor wenigen Monaten die Entdeckung eines
mit 1,4 ms rotierenden Sterns bekanntgegeben wurde |[79]. Auffallend viele Massen von
beobachteten Neutronensternen liegen im Bereich von 1,4 Sonnenmassen, wofiir es bisher
noch keine befriedigende Erklarung gibt [135]. Der schwerste bekannte Neutronenstern
hat eine Masse von (2,1 £ 0,2) Sonnenmassen [104]|. Auf verschiedene andere Beobach-
tungsergebnisse wird an entsprechenden Stellen dieser Arbeit eingegangen.
Darstellungen der historischen Entwicklung auf dem Forschungsgebiet der Neutronen-
sterne findet man unter anderm in [118], [102] und [83].
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Abbildung 1.1: Das fiir Arbeiten iiber Neutronensterne obligatorische Bild vom Krebs-
Nebel M1. Diese Aufnahme des FORS2-Instruments am ESO VLT
Kueyen zeigt den Zentralbereich des Supernova-Uberrests [145]. Etwa in
der Mitte des Bildes ist der ,Crab-Pulsar” links unterhalb eines kleinen
hellen Bogens sogar im Optischen zu erkennen. Dieser Neutronenstern
entstand bei der Supernova-Explosion im Jahr 1054 nach Christus.

1.2 Motivation und Uberblick

Die oben beschriebenen extremen Eigenschaften machen Neutronensterne zu einem &u-
Rerst interessanten Forschungsgegenstand. Die astrophysikalische Bedeutung wurde im
vorigen Kapitel schon angedeutet, besonders auch im Zusammenhang mit Supernovae
und Schwarzen Lochern. Es stellt sich weiter allgemein die Frage, ob eine konsistente Be-
schreibung dieser Objekte im Zusammenspiel zweier verschiedener Theorien moglich ist.
Zum einen ist die experimentelle Bestétigung der Allgemeinen Relativitéitstheorie noch
zu verbessern (siehe [143]). Ebenso sind die Eigenschaften von dichter kalter Materie
experimentell nicht zugénglich (siehe Abbildung 1.2).

Es sind verschiedene Szenarien denkbar und eine Fiille an moglichen Zustandsgleichun-
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Abbildung 1.2: Im QCD-Phasendiagramm ist die Temperatur iiber dem chemischen Po-
tential der Baryonen aufgetragen. Im Bild sind verschiedene Zustidnde
von Materie und Beschleunigeranlagen eingetragen. Die Neutronensterne
befinden sich bei sehr niedriger Temperatur in der Nihe des Ubergangs
von der hadronischen Phase zur Quarkmaterie [36], [112].

gen fiir kalte dichte Materie wurde bisher verdffentlicht. Insbesondere besteht die Mog-
lichkeit von verschiedenen Quarkphasen. Eine besondere Bedeutung kommt dabei der
strange matter hypothesis zu, nach der der absolute Grundzustand von Materie durch
Quarks gebildet wird, die nicht in Hadronen gebunden sind [25], [144]. Sollte sich diese
bewahrheiten, hétte dies enorme Auswirkungen auf grofse Teile der Physik (Kosmologie,
Dark Matter, Teilchenphysik, kosmische Strahlen, ...) [141]. Die einzige Moglichkeit, ex-
perimentelle Aussagen iiber den Zustand von Materie unter solch extremen Bedingungen
zu gewinnen, besteht in der Beobachtung von Neutronensternen. Dazu miissen deren
Eigenschaften (Masse, Radius, Rotationsperiode, ...) aus den theoretisch gewonnenen
Zustandsgleichungen berechnet werden, um mit astrophysikalischen Beobachtungen ver-
glichen zu werden. Dies soll in dieser Arbeit geschehen. Hierzu werden auf verschiedene
Weise numerische Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen [51], [52] gewonnen und
daraus diverse Eigenschaften rotierender Sterne abgeleitet. Dies geschieht unter Verwen-
dung moderner Zustandsgleichungen, fiir die teilweise noch keine dhnlichen Ergebnisse
vorliegen. So werden beispielsweise auch Losungen schnell rotierender Quarksterne stu-
diert.

Das Gravitationsfeld schnell rotierender Neutronensterne wird nur unzureichend durch
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die von Schwarzschild gefundene Losung beschrieben [115], [116], da die Sterne aufgrund
der Rotation abgeplattet sind und damit nicht mehr spahrisch symmetrisch. Was hier-
bei schnell bzw. langsam rotierend bedeutet, soll unter anderem in dieser Arbeit geklért
werden. Unter langsamer Rotation wird man dann Sterne verstehen, die sich mit ei-
ner Naherungsmethode, das heifst mit einer Entwicklung in der Winkelgeschwindigkeit,
beschreiben lassen. Im Jahr 2000 veréffentlichten Manko et al. [98], [99] eine exakte
analytische Losung der Einsteinschen Feldgleichungen im Aufsenraum schnell rotierender
Neutronensterne. Eine analytische Losung im Aufenraum ist fiir verschiedene astrophy-
sikalische Probleme von Vorteil (z. B. Akkretion und Gravitationswellen). Diese soge-
nannte Manko-Ldsung 14t sich jedoch nicht kontinuierlich auf die Schwarzschild-Lésung
reduzieren, die nicht rotierende bzw. langsam rotierende Sterne korrekt beschreibt. Des-
halb ist es ein weiteres Anliegen dieser Arbeit, die ,Giite” und den Giiltigkeitbereich
der Manko-Losung zu untersuchen. Der Ankniipfungspunkt ist auch hier wieder die nu-
merische Losung der Einsteinschen Feldgleichungen, die mit der analytischen Losung
verglichen wird. Es wird sich zeigen, dass fiir den Fall, dass eine Manko-L6sung zu einem
entsprechenden Stern existiert, diese eine sehr gute Beschreibung des Gravitationsfeldes
liefert. Allerdings werden sich grofsere Einschrankungen als bisher gedacht ergeben, was
die Existenz der Manko-Losung betrifft.

Wie im historischen Uberblick erwihnt, waren Tolman, Oppenheimer und Volkoff 1939
die ersten, die sich mit Neutronensternen im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie
beschéftigten. Allerdings konnten nur nicht rotierende Sterne untersucht werden. Diese
Arbeiten wurden in den 1960er von Hartle und Thorne [73|, [74] weiterentwickelt, in-
dem sie langsame Rotation beriicksichtigten. Ein Teil dieser Methoden bildet heute ein
Standardverfahren, das routineméfig bei neuen Zustandsgleichungen angewandt wird. Im
ersten Teil dieser Arbeit werden diese Methoden Thema sein. Wenngleich diese seit lan-
gem bekannt sind, sollen die Gleichungen und deren Losungen hier nochmals ausfiihrlich
hergeleitet und besprochen werden, weil sich in der Literatur bisher keine zusammen-
héngende und detaillierte Darstellung findet. Finige Jahre spéter leiteten Bardeen et al.
[15] Strukturgleichungen her, die beliebig schnell rotierende achsensymmetrische Korper
beschreiben. In der Folgezeit wurden verschiedene andere Gleichungen verdffentlicht, die
dasselbe Problem behandeln. Auch in dieser Arbeit soll ein neuer Satz stellarer Struk-
turgleichungen hergeleitet werden. Dazu wird die Methode des sogenannten 3+-1-Splits
verwendet, die sich in den letzten Jahrzehnten als die Standardmethode der Numerischen
Relativitdt etabliert hat. Es wird dabei versucht, Gleichungen zu finden, die numerisch
besonders vorteilhaft sind. Denn obwohl sowohl die Verfiigbarkeit von leistungsfiahigen
Computern als auch die Weiterentwicklung numerischer Methoden zur Behandlung par-
tieller Differentialgleichungen grofie Fortschritte brachte, ist die Losung der allgemeinen
stellaren Strukturgleichungen auch heute noch alles andere als einfach. Stergioulas gibt
in [129] einen Uberblick iiber verschiedene Lésungsmethoden der stellaren Strukturglei-
chungen. Eine Zusammenfassung findet man auch in [111]. Besonders hervorzuheben sind
dabei die Ansétze von Butterworth und Ipser, die als erste Losungen angeben konnten
[34]. Auf dieser Relaxationsmethode basierend wurden von anderen Personen weitere
Verfahren entwickelt (siche [129], [111]). Dartiber hinaus 16sten Komatsu, Eriguchi und
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Hachisu die Feldgleichungen mit einer Greenfunktionen-Methode [85]. Dieses Verfahren
wurde von Cook, Shapiro und Teukolsky [44] weiter verbessert und schlieflich von Ster-
gioulas und Friedman in einem frei verfigbaren Code implementiert [127], [146]|. Dieser
RNS-Code wird auch in dieser Arbeit zum Einsatz kommen. Eine andere Entwicklung
wurde von Bonazzola et al. [26] angestofen. Diese Gruppe verwendet eine Spektralmetho-
de zur Losung partieller Differentialgleichungen. Implementiert wurde dieses Verfahren in
den Codes des Sofware-Pakets Lorene, das ebenfalls frei im Internet verfiigbar ist [147].
In dieser Arbeit werden hauptsichlich Programme genutzt, die auf dem Code rotstar
dieses Projekts basieren. Die Codes wurden dahingehen verbessert und ausgebaut, dass
verschiedenste Grofken und Eigenschaften von Neutronensternen berechnet werden und
ein hoherer Grad an Automatisierung sowie eine grofsere Vielseitigkeit erreicht wurden.
An dieser Stelle ist noch auf die Arbeiten von Ansorg et al. [8] hinzuweisen, in denen eine
ahliche Methode verwandt wird. Referenzen zu all diesen Arbeiten findet man in [129]
beziehungsweise werden in der hier vorliegenden Arbeit an den entsprechenden Stellen
zitiert.

1.3 Notation und Konvention

An dieser Stelle sollen zun#chst einige Notationen und Konventionen eingefiihrt werden,
die die gesamte Arbeit betreffen. Es wird die Signatur (-+-++) verwendet. Wenn nicht
explizit angegeben, wird ¢ = G = 1 gesetzt. Natiirlich wird die Einsteinsche Summen-
konvention benutzt, dabei laufen griechische Indizes iiber 0,1,2,3 und lateinische Indizes
iiber 1,2,3. Im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist der Begriff der Masse
nicht eindeutig definiert. Besonders in den Kapiteln, die sich mit den Ergebnissen und
deren Interpretation befassen, wird oftmals nur abkiirzend von der Masse eines Sterns
gesprochen. In diesen Féllen handelt es sich stets um die gravitative Gesamtmasse (siehe
dazu Kapitel 2.1). In manchen Passagen, wenn allgemein von Neutronensternen die Rede
ist, ist oftmals eine gesamte Klasse von Objekten gemeint, die sowohl gewohnliche ha-
dronische Neutronensterne als auch Quarksterne wie Hybrid-Sterne und Seltsame Sterne
beinhaltet. Obwohl der Ausdruck ,kompakte Sterne in diesem Fall treffender wére, wird
in diesem Zusammenhang der in der Literatur iibliche Begriff Neutronensterne verwen-
det. Die im Text erwahnten Programme sind durchweg in C++4 geschrieben. Soweit es
sich um neu geschriebene Programme handelt, befinden sie sich auf einer CD, die die-
ser Arbeit beigelegt ist. Entsprechende Beschreibungen findet man ebenfalls auf der CD
(readme-Dateien). Teilweise befinden sich einige hilfreiche Erklarungen und Kommentare
auch direkt im Quellcode.

10



2 Stellare Strukturgleichungen bei
langsamer Rotation

Einen wichtigen Sonderfall bilden langsam rotierende Neutronensterne, da in diesem
Fall eine Entwicklung der Feldgleichungen in Ordnungen der Winkelgeschwindigkeit des
Sterns 2 moglich ist. Dieses Vorgehen fithrt auf ein mehrdimensionales Anfangswertpro-
blem, was sich verhéltnisméfig leicht numerisch 16sen 1dft. Fiir eine Entwicklung bis zur
ersten Ordnung in 2 wird sich zeigen, dass Sterne, die mit einer Frequenz von 1 Hz ro-
tieren noch ohne weiteres mit dieser Naherungsmethode behandelt werden diirfen. Selbst
bei Frequenzen von 100 Hz sind die Abweichungen noch gering. Die hier folgende Herlei-
tung orientiert sich im Wesentlichen am Vorgehen von Hartle [73|, der zum ersten Mal
solche Rechnungen anstellte. Dazu werden als erstes die Tolman-Oppenheimer-Volkoft-
Gleichungen hergeleitet, die sphéarisch symmetrische Sterne beschreiben. Danach wird ei-
ne zusatzliche Gleichung abgeleitet, die das sogenannte frame-dragging bestimmt. Unter
frame-dragging versteht man das Mitrotieren des Lokalen Inertialsystemen in der Néahe
von rotierenden Massen. Die Rotation mifit man relativ zu weit entfernten Sternen. Um
die Eigenschaften von langsam rotierenden Sternen zu berechnen, ist die Kombination
dieser Differentialgleichungen zu 16sen.

2.1 Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen

Den Ausgangspunkt zur Herleitung der Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen bildet
eine stationdre kugelsymmetrische Metrik. Diese kann in der Form

ds® = —e2di? + P dr? + 12]d6? + sin0d?) (2.1)

geschrieben werden [102], [73]. Dabei verlangen die Symmetrien, dass die metrischen
Funktionen v und A nur von r abhéngen. Um den Einstein-Tensor zu berechnen, wird
der Cartan-Formalismus verwendet, der in verschiedenen Lehrbiichern prasentiert wird
[102], [117], [36]. Durch das Einfiihren der Basis-1-Formen

00 = edt (2.2)
o' = rsinfdp (2.3)
0> = eNdr (2.4)
03 = rdd (2.5)

11
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nimmt die Metrik die Form ds? = 1,40 ® 6° an (mit Minkowski-Tensor 7). Die entspre-
chende Basis des Tangentialraums ist

e = e "0 (2.6)
1
= 2.
“ rsind % (2.7)
es = €0, (2.8)
1
= —0y. 2.9
e3 0 (2.9)
Die duftere Ableitung ergibt
do® = vVeldr Ndt=1ve 0> N 6° (2.10)
dot = sinBdr A de + rcosfdd A dy
1 1 0
= —e A+ =T g3 p g (2.11)
r r sind
o> = 0 (2.12)
1
do® = drndd==-e 6% N6 (2.13)

r

Dabei bedeutet f’ Ableitung nach der Koordinate r. Jetzt werden mit Hilfe der ersten
Cartanschen Strukturgleichung

Ao = —wt, A 6P (2.14)

die Zusammenhangsformen bestimmt. Hat man einen Ansatz gefunden, der (2.14) erfiillt,
hat man die gesuchten Zusammenhangsformen bestimmt, da die Losung eindeutig ist
(siche [102]). Man kann leicht durch Einsetzen nachpriifen, dass dies fiir

Wl = Ve 0 =ve MVt (2.15)
1
wly = —e 0 = sinfe Mdyp (2.16)
r
1
wls = 70(,)5991 = cosfdp (2.17)
T sin
1
Wi o= ——e 03 = —eNdb (2.18)
r

12
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der Fall ist. Die iibrigen Zusammenhangsformen verschwinden. Die &ufseren Ableitungen
dieser Zusammenhangsformen sind

dwy = W —VN 4+ @))e M Vdr Adt
= W =VUN+))He P02 n0° (2.19)
doly = —sinONe dr A dp + cosBe™df A dp
1 1
= N PPN+ cos —xg3 5 g1 (2.20)
r r4 sind
do's = —sinfdd A dy
1
= —ﬁei” N (2.21)

dw?s = Ne MdrAdo
= Lvenpe g (2.22)
,

Daraus ergeben sich nach der zweiten Cartanschen Strukturgleichung

O, =dwt, +w's N7, (2.23)
die Kriimmungs-2-Formen
1
Q% = —=Ve 200! (2.24)
T
Q% = —(" =N+ ()2)e 20N 62 (2.25)
0% = L e g0 p g (2.26)
T
1
Oty = ;)\’e_”‘ﬁl A 62 (2.27)
1 _
Qs = S(—e 2001 A 63 (2.28)
1
Q%3 = “Ne 202 n0% (2.29)
T

Diese Groflen bestimmen den Ricci-Tensor iiber
Ry, =% (e ep). (2.30)

Die nicht verschwindenden Komponenten sind

Roo = (§V'+y"—y’X+ (V/)2)e2> (2.31)
Ry = (—/ 4+ ey Loy (2.32)
1 r r r2 ’

2
Ry = (;X VN = (V)2)e A (2.33)
1 / 1 AP 1 —2X
— (=2 12 (1 - e, 2.34
R3s3 ( TV+T )e +r2( e ) (2.34)

13
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Durch Kontraktion berechnet man den Ricci-Skalar

R = —Ryy+ Ri1 + Ros + Rs3

4, 4 2
- — <21/’ — 2N 20/ v — /\’> e+ S(1—e).  (2.35)
r r

r

Nun kann der Einstein-Tensor G, = R, — %gupR zusammengesetzt werden. Mit g,, =
Nup ergibt sich

2., _ 1 _
Goo = T)\/ 2)\+ 2(1*6 2)\) (236)
1 1
Gi1 = <1/ —VUN 4+ )+ = — )\’> e 2 (2.37)
T T
2 N 1 )
G22 = , ﬁ(l—e ) (2.38)
1 1
G33 _ <I/” - 1//)\/ + (I//)Q + 71// - )\/> 6_2>\. (2'39)
T T

Alle anderen Komponenten verschwinden. Die Einsteinschen Feldgleichungen [52] besa-
gen nun, dass dieser Tensor an den Energie-Impuls-Tensor koppelt. Die Materie im Innern
eines Sterns soll durch eine ideale Fliissigkeit mit dem Druck P und der Energiedichte €
angendhert werden. Deren Energie-Impuls-Tensor ist gegeben durch

Typ = (P + €)uyu, + Pgpp, (2.40)

wobei u” die Eigengeschwindigkeit des Fluids ist. Der Druck P und die Energiedichte e
werden dabei im Eigensystem des Fluids gemessen. Damit hat der Energie-Impuls-Tensor
im orthonormierten System die Komponenten

TOO = € (241)
T11 = T22:T33:P. (2.42)

Die nichtdiagonalen Komponenten verschwinden. Demnach erhélt man folgende Glei-
chungen:

2 1
;)\’6_2’\ + 50— e™?) = 8re (2.43)
1 1
W= VN + )+ =V = =-N)e P = 8rP (2.44)
r r
2 1
Ve~ —(1- e = 8rP. (2.45)
T r

Das Problem besteht nun darin, aus diesen Gleichungen die metrischen Funktionen v/(r)
und A(r) sowie P(r) bzw. €(r) zu bestimmen. Dazu definiert man eine Hilfsgrofe y =
re~2*. Durch Ableiten folgt

= (1—2r\)e 2, (2.46)
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2.1 Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen

was man in (2.43) wiederfindet, als 877%¢ = —y’ + 1. Nach Integration ergibt sich

y=r— 87r/ e(r)r?dr (2.47)
0

dabei verlangt die Regularitéit von ¢'" = e~ 2* = Y, dass y = 0 bei r = 0, und erklart

damit die untere Integrationsgrenze. Es erscheint demnach sinnvoll, die Gréfe
T
M(r) = 477/ e(r)yrdr’! (2.48)
0

mit

r

e = <1 - 2M(r>>_l (2.49)

zu definieren, die sich auflerhalb des Sterns als dessen gravitative Gesamtmasse heraus-
stellt. Statt A direkt zu bestimmen, hat man jetzt eine Gleichung fiir M (r). Damit ist
der rdumliche Anteil der Metrik festgelegt. Um das sogenannte Gravitationspotential v
zu bestimmen, 16st man (2.43) mit Hilfe von (2.49) auf nach

Ve (120 i ). 50

”
Die Addition der Gleichungen (2.43) und (2.45) liefert

(V' 4+ N)e 2 = dxr(e + P). (2.51)
Damit ergibt sich durch Einsetzen von (2.50) und wieder mit Hilfe von (2.49)

Vo = dar(e+ P)e?r - X

— <1 - 25"”) B [sz + %] . (2.52)

Jetzt fehlt noch eine Bestimmungsgleichung fiir den Druck- bzw. Dichteverlauf als Aus-
druck des hydrostatischen Gleichgewichts. Den Zusammenhang zwischen Druck und
Dichte liefert die Zustandsgleichung e¢(P). Um eine Gleichung fiir den Druckgradienten
abzuleiten, gibt es zwei Moglichkeiten. Zum einem wurde eine der sogenannten Einstein-
Gleichung (2.43) bis (2.45) noch nicht genutzt, ndmlich Gleichung (2.44). Durch Ableiten
von (2.45) und Einsetzen in (2.44) erhdlt man eine Gleichung fiir den Druckgradienten
in Abhéngigkeit vom Druck, der Dichte und der metrischen Funtionen bzw. deren ersten
Ableitungen. Weiteres Anwenden der obigen Gleichungen liefert das aus der Literatur
bekannte Ergebnis (siehe z. B. [106]). Schneller gelangt man zu diesem Ziel durch die lo-
kale Energie-Impuls-Erhaltung, das heifst dem Verschwinden der Divergenz des Energie-
Impuls-Tensors

T 0 = 0. (2.53)
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2 Stellare Strukturgleichungen bei langsamer Rotation

Die Existenz dieses Erhaltungssatzes ist auf das Engste mit den Einsteinschen Feldglei-
chungen verkniipft (siehe [102]). Man betrachtet die ,r-Komponente®, also p = 2:
DMT'LLQ = eo(TOQ) — wpg(eo)TOp —+ wop(eo)Téo
+61(T12) — wpz(el)Tlp + wlp(el)Tf

+€2(T22) — wpg(eg)T2p + w2p(€2)T2p

+e3(T%2) — wPa(e3) T, + w?,(e3)TY (2.54)
e M0, P) + V'ee  + v/ Pe™? (2.55)
0.

Damit nimmt die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts die Form

(2.52)

PP D (4P (1 - 21”) - [zmp n %} (2.56)

dr

an. Nach Wiedereinfiihren von ¢ und G und Umstellen erhalt man schlieklich

dM

W = 4777"26 (257)
dv GM A3 P 2GM\ !

i 1 1— 2.
dr c2r? < + Mc? ) < c2r ) (2.58)
dP GMe P 43P 2GM\ !
i <1+602) (1+Mc2) (1‘ czr> - (259)

Damit hat man ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung, das die Struktur
des Sterns und des Gravitationsfeldes bestimmt. Die obigen Gleichungen werden Tolman-
Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen genannt [106], [136]. Sie lassen sich numerisch leicht
lsen, wenn man eine Zustandsgleichung e(P) spezifiziert hat. Dies soll in Kapitel 4
geschehen. Die Losung dieses Systems hat bestimmte Bedingungen zu erfiillen. Der An-
fangswert fiir P ist ein beliebig gewédhlter Zentraldruck P(0) = P¢. Der Sternradius R ist
durch die Bedingung P(R) = 0 definiert. Oben wurde schon gezeigt, dass M (0) = 0 gel-
ten muss, was bei der Interpretation der Gréfse M als Masse auch sinnvoll erscheint. Nach
dem Birkhoff-Theorem (siche z. B. [102]) wird der Aufenraum jeder kugelsymmetrischen
Massenverteilung durch die Schwarzschild-Metrik

-1

ds* = — <1 - 2ng> Adt? + <1 - 2GT> dr?® +r? (d@2 + sin29d4p2) (2.60)
re rc

beschrieben, wobei m die Gesamtmasse der Quellverteilung ist. Deshalb muss fiir r>R

(R Sternradius) e” =1 — 222” gelten. Man erkennt, dass fiir » — oo v verschwindet, die

Metrik demnach weit entfernt vom Stern einen flachen Raum beschreibt. Das Birkhoft-

Theorem klart auch die physikalische Bedeutung der Gréfse M. Durch Vergleich sieht man

namlich, dass M = m in der Tat die gravitative Gesamtmasse des Sterns im Aufenraum
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2.1 Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen

darstellt.

Die Interpretation von M = 4m« for e(r')r"dr'’ als Gesamtmasse ist keineswegs so offen-
sichtlich, wie es auf den ersten Blick scheinen mag. Denn das dreidimensionale Eigen-
Volumenelement der Metrik (2.1) ist fiir eine Kugelschale durch 47r2e*dr gegeben. Damit
ergibt sich eine Eigenmasse von

Mp = 4x /ORe(r)rz {1 - QM(T)] - dr. (2.61)

r

Diese unterscheidet sich offensichtlich von der gravitativen Gesamtmasse mit Mp > M.
Den Unterschied bildet die Gravitations-Bindungsenergie. Aber auch Mp unterscheidet
sich noch von der Ruhemasse, durch die Verwendung der Energiedichte im Integranden
von (2.61). Die Ruhemasse des Sterns ist nédmlich gegeben durch

My = 47mp /ORn(r)r? [1 — QM(T)] E dr, (2.62)

r

wobei n(r) die Baryonenzahldichte und mp die Baryonenruhemasse ist. Diese Grofe
bestimmt die Anzahl der Baryonen und multipliziert mit deren Ruhemasse, es werden
also die den Stern zusammensetzenden Einzelmassen aufaddiert. Die Baryonenzahldichte
ist durch die Zustandsgleichung gegeben.

Es ist interessant zu sehen, welche Form die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen
im Newtonschen Limit annehmen, das heifst, wenn % < 1, 417\?2213 < 1 und 252]7\,4 <1
gilt. Dann reduzieren sich die Gleichungen (2.57) bis (2.59) auf

dM

W = 47(7’260 <263)
dv GM  dd

27 — - = ___

“ar r2 " dr (264)
dP GMey

- _ . 2.

dr 72 (2.65)

Dabei ist € die Massendichte der Newtonschen Theorie. (Allgemein ist € = 60(14—%) mit
der Inneren Energie U). Demnach ist M die Masse einer Kugel mit der Dichte ¢y(r). Au-
ferdem findet man, dass v bis auf einen Faktor ¢ mit dem Newtonschen Gravitationspo-
tential iibereinstimmt. Dies rechtfertigt die obige Bezeichnung von v als Gravitationspo-
tential. Und schliefilich in der letzten Gleichung erkennt man den Newtonschen Ausdruck
des hydrostatischen Gleichgewichts. Die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen bil-
den deshalb die relativistische Verallgemeinerung der Gleichungen, die den Sternaufbau
in der Newtonschen Theorie bestimmen, wo der Gravitationsdruck dem Gas-, Strahlungs-
bzw. Entartungsdruck entgegenwirkt. Im Vergleich zum Newtonschen Fall werden allge-
mein relativistische Sterne instabiler, was man am zweifachen Auftreten des Drucks P in
Gleichung (2.59) erkennt. Nach dieser Gleichung erzeugt Druck noch mehr Druck.
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2 Stellare Strukturgleichungen bei langsamer Rotation

2.2 Frame-dragging und Tragheitsmoment

Wie in der Einleitung dieses Kapitels erwahnt, tritt bei rotierenden Sternen der Effekt
des frame-draggings auf. Begriindet liegt dies im nicht verschwindenden Term g,; des
metrischen Tensors. Dieser Effekt duflert sich darin, dass ein Probekorper beziehungswei-
se Beobachter, der, weit entfernt von einem rotierenden Stern startend und anfangs in
Bezug auf die Fixsterne nicht rotierend, in der Aquatorebene frei auf den Stern zu fillt,
beginnt, sich um diesen zu drehen. Diese Ablenkung wird durch das Rotieren des Lokalen
Inertialsystems hervorgerufen. In der Newtonschen Theorie wird dieses Verhalten nicht
beobachtet.

An dieser Stelle soll eine Gleichung abgeleitet werden, die das frame-dragging langsam
rotierender Sterne beschreibt. Ausgehend von dieser Gleichung wird eine allgemein rela-
tivistische Formel fiir das Tragheitsmoment der Sterne berechnet. Die Rotation soll dabei
als Storung behandelt werden. Deshalb werden die metrischen Koeffizienten nach dem
Storparameter, der Winkelgeschwindigkeit €2 des Fluids, entwickelt. In dieser Herleitung
sollen Storungen bis zur ersten Ordnung in 2 beriicksichtigt werden. Es wird eine starre
Rotation der Materie vorausgesetzt, so dass die Winkelgeschwindigkeit €2 konstant ist. Die
Annahme homogener Rotation ist durch die (Rest-)Viskositat der Materie gerechtfertigt,
da sich eine mogliche differentielle Rotation in kurzer Zeit (wenige Tage) abschwicht
[75]. Im Energie-Impuls-Tensor wird diese Viskositdt jedoch vernachléssigt, wenn man
eine ideale Fliissigkeit annimmt. Eine stationdre achsensymmetrische Konfiguration be-
findet sich im Gleichgewicht, in diesem Fall kénnen aufgrund des fehlenden zeitabhén-
gigen Massenquadrupolmoments keine Gravitationswellen emittiert werden. Weiterhin
wird Symmetrie beziiglich einer Ebene senkrecht zur Rotationsachse angenommen. Ein
passender Ansatz der Metrik fiir diesen Fall ist

ds® = —e2dt® + P dr? + r2[d6? + sin’0(dp — Ldt)?] (2.66)

(fiir weitere Informationen siehe z. B. [73], [138], [102], [82]). Bei den angenommenen
Symmetrien, Achsensymmetrie und Stationaritét, sind die metrischen Funktionen im All-
gemeinen Funktionen von 7 und 6. Diese Metrik sollte sich unter einer Zeitumkehrtrans-
formation genau so verhalten wie unter der Umkehr der Rotationsrichtung. Aus diesem
Grund kénnen die Funktionen €2 und e?* in einer Entwicklung nur gerade Ordnungen
der Winkelgeschwindigkeit {2 enthalten, wihrend L nur ungerade Potenzen enthélt. Bei
einer Entwicklung bis zur linearen Ordnung in der Winkelgeschwindigkeit wird demnach
allein L von der Rotation beeinflufit. Deshalb miissen die metrischen Funktionen e?”
und e} sphirisch symmetrisch sein. Dies erscheint auch dahingehend sinnvoll, als dass
die Zentrifugalkraft in der Newtonschen Theorie erst in zweiter Ordnung in der Win-
kelgeschwindigkeit auftritt. Der Stern wird also in dieser Ordnung nicht verformt, und
die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen bleiben in dieser Entwicklung giiltig. L ist
die Winkelgeschwindigkeit des Lokalen Inertialsystems gegeniiber den weit entfernten
Fixsternen. Man setzt die Entwicklung

L(r,0) = w(r,0) + O(Q®) (2.67)
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2.2 Frame-dragging und Tragheitsmoment

an. Um eine Bestimmungsgleichung fiir w zu erhalten, wird die Komponente
R,' = 8rT,’ (2.68)

der Einsteinschen Feldgleichungen in einer Entwicklung nach € betrachtet. Es wird in
der Koordinaten-Basis gerechnet, um die Identitét

V=9R" =0, [V=99"T"] (2.69)

auszunutzen (mit der Determinante g des metrischen Tensors). Diese Beziehung wird in
Anhang A bewiesen. Eine explizite Herleitung dieser Komponente des Ricci-Tensors mit
Hilfe des 3+1-Splits wird in Kapitel 5.4 vorgestellt. Einsetzen der nicht verschwindenden
Christoffelsymbole I'5, = % 9" (0p9on + OsGpny — Ongpo) liefert

V=gR," = 8, [V=g(g"T +¢"TL,)] (2.70)
= —%% [\/TQQ”“ <gw%g;f +gttaag;;>} ) (2.71)
Die Invertierung des metrischen Tensors lautet
—e—2v 0 0 — e~
S 60” 1/% 8 (2.72)
—we™ 0 0 —w?e 4+ 1/r%sin%0

Auflerdem berechnet man fur die Determinante
V=g = " r2sind. (2.73)

Letztlich ergibt sich fiir Gleichung (2.71) in linearer Ordnung durch Einsetzen der Kom-
ponenten des metrischen Tensors

—2@”+)‘r23in9Rgot = 0r [67'17%431'”39(87"00)] + 9y [6)\7”31'”397"2(89“1)] +0(%). (2.74)

Nun fehlt noch die Komponente T}, = (e + P)u,u’ des Energie-Impuls-Tensors mit der
Eigengeschwindigkeit u* des Fluids. Per Definition ist

do

de _ &
dr
woraus
u? = Qu' (2.76)
folgt. Die anderen Komponenten der Eigengeschwindigkeit verschwinden aufgrund der
Symmetrien des Problems. Aus der Normierungsbedingung u*u, = —1 ergibt sich mit
(2.76)
1
Ut = (_gtt — Qngf + 9299090)75 (277)

N

(e® + 2Quwr?sin®0 + Q*r?sin?0) 2. (2.78)
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2 Stellare Strukturgleichungen bei langsamer Rotation

Nach Entwicklung wird T, zu

T' = (e+ P)(u')(uy) (2.79)
= (e+ P)(u")*(g1p + Q90) (2.80)
= (e+ P)e " (Q — w)r’sin?0 + O(Q?), (2.81)

t

wobei es reicht, die nullte Ordnung in Q von u' zu verwenden. Deshalb definiert man

w=0—w, (2.82)

was als Winkelgeschwindigkeit des Fluids relativ zum Lokalen Inertialsystem zu inter-
pretieren ist (gemessen im Unendlichen). Damit liefert (2.68)

167 (e + P)er Vwrisin®0 = 0, [e VA rtsind0(0,w)] + dple "V sin®0r? (dpw)]
A—v

= 0= i87«[(5_”_’\9((9rw)] +

" Dp[sin30(dgw)] — 16m(e + P)e Y (2.83)

r2sin36
als Entwicklung der Einstein-Gleichungen in linearer Ordnung. Die thermodynamischen
Grofen € und P konnen nun mit Hilfe der Gleichungen nullter Ordnung aus Kapitel 2.1
eliminiert werden. Indem man

g
jlr) = eV = d—‘i =+ )\')6_”_)‘ (2.84)

definiert, kann man den Quellterm von Gleichung (2.83) unter Zuhilfenahme von Glei-
chung (2.51) schreiben als

4

—16m(e + P)e* "w = ——(/ +XN)e " w (2.85)
T
4 dj

= ——w. 2.86

rdr” (2.86)

Damit hangt die Bestimmungsgleichung fiir

1 ‘ 4 dj e
T—46T[r4j(r)(3«,«w)] + ——w+

in? = 2.
~ar T28m3989[sm 0(0pw)] =0 (2.87)

nur von der ungestorten Metrik ab. Nun ist ein Ansatz fiir w zu wéhlen, der Gleichung
(2.87) separiert. In Anhang A wird gezeigt, dass Vektor-Harmonische diese Forderung
erfiillen. Der Ansatz lautet

> 1 dp,
w(r,0) =Y wr)| ——|. (2.88)
; : ( sind df >

P, sind dabei Legendre-Polynome. Schlielich ergibt sich fiir den radialen Anteil von
Gleichung (2.87)

. Jdw 4 dj Lil+1) -2
Sl RS d e A SV e i _
rddr [T i) dr } + { © } @ =0 (2.89)

rdr r2
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2.2 Frame-dragging und Tragheitsmoment

(siche Anhang A). Durch Untersuchungen des Verhaltens von () fiir grofte und kleine
r kann man zeigen, dass einzig der Ansatz mit [ = 1 alle Erfordernisse erfillt. Demnach
ist @ eine Funktion von r allein und erfiillt die Differentialgleichung

1d d 4 dj
]

——w = 0. 2.90
rddr dr + r dr ( )

Am Ursprung r = 0 sollte w aus Symmetriegriinden konstant sein, das heifit dw = 0.

Aufserhalb des Sterns gilt j(r) = 1 (siehe Kapitel 2.1), und man zeigt leicht, dass damit
w(r) im Aufenraum die Form

C2
w(r,0) =c + e (2.91)

annehmen muss (¢; und ¢ Konstanten). Da w im Unendlichen verschwindet, muss nach
(2.82) ¢1 = Q sein. Aukerdem wahlt man ¢y = —2.J, wobei sich J durch Vergleich mit der
analytischen Metrik des Aufenraums (siehe [102], [82], [74]) als Drehimpuls herausstellt,
und man schreibt Gleichung (2.91) als

w(r) =0——. (2.92)

Damit wird nach Definition (2.82) w = 3—5’ fir » > R. Die Winkelgeschwindigkeit w
wurde als der in € lineare Anteil der metrischen Funktion L(r, #) definiert. Es bietet sich

deshalb an, den Drehimpuls als
J =10 (2.93)

zu schreiben, und dabei I als die relativistische Verallgemeinerung des Tragheitsmomen-
tes zu deuten. Das Trigheitsmoment 14t sich durch die metrischen Funktionen aus-
driicken. Dazu wird Gleichung (2.90) geschrieben als

d | 4. dol| 3dj
= [7“ g(r) dr] = —4r e (2.94)
und von r = 0 bis » = R integriert. Dann folgt aus
R
dj dw (2 92) 2J i(R)=
—4 8 L mdr = rtj(r)—— Yi(R)3 . — 19 2.95
/0 rt o edr = r*j(r) ar |, R*j (R)3R4 0 6 , (2.95)

dass mit wiedereingefiihrten Konstanten G und c fiir das Tragheitsmoment

GI 2 R
2:_/731ww (2.96)
C 3 0

gilt.

Setzt man in Ausdruck (2.96) fiir das Tragheitsmoment exphzlt ein (Gleichung (2.51)),
erhdlt man

87rc e+ P/t Q—w(r) o dr

(2.97)
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2 Stellare Strukturgleichungen bei langsamer Rotation

Bemerkenswert an diesem Ausdruck ist der Faktor (2 —w)e™”. Die Differenz 2 — w gibt
die Winkelgeschwindigkeit des Fluids relativ zum Lokalen Inertialsystem an (gemessen
weit entfernt vom Stern). Der Faktor e bestimmt, wie grofs diese Differenz im Lokalen
Inertialsystem erscheint.

Ebenso 1aft sich aus der obigen Darstellung leicht der Newtonsche Grenzfall ableiten.
Zum einen gibt es im Newtonschen Bild kein frame-dragging. Nutzt man zum anderen
die in Kapitel 2.1 gemachten Annahmen zu diesem Grenzfall, reduziert sich (2.97) auf

den bekannten Ausdruck

R
s R

I reo(r)dr. (2.98)
3 Jo

2.3 Hartle-Thorne-Methode zweiter Ordnung

Die obige Herleitung der stellaren Strukturgleichungen beschriankt sich auf Effekte linear
in der Winkelgeschwindigkeit €2. Hartle und Thorne, auf die diese Herleitung zuriickgeht,
entwickelten ebenso ein Verfahren, das Stérungen bis zur quadratischen Ordnung behan-
delt [74]. In diesem Fall beeinfluft die Rotation auch die Struktur des Sterns und fiihrt
beispielsweise zur Abplattung, was gleichbedeutend mit einem nicht verschwindenden
Quadrupolmoment ist.

Eine stationdre und achsensymmetrische Metrik ist im Allgemeinen gegeben durch

ds? = =20 g2 4 22 0) g2 4 (20 (10) [r2d92 + r2sin0(de — L(r, H)dt)Q] . (2.99)

Aufgrund der in Kapitel 2.2 dargelegten Symmetrieiiberlegungen (beziiglich Zeitumkehr
und Umkehr der Rotationsrichtung) spezifizierten Hartle und Thorne die Metrik (2.99)
durch den Ansatz

e2v(rf) 2 1+ 2(ho + hoPa(cost))] (2.100)
1+ 2(mo + maPa(cosh))/(r —2M)
2M(r0) 2\
e et 1+2 =20/ (2.101)
Y0 = 14 2(vy — hy)Ps(cosh) (2.102)
L = w. (2.103)

Dabei wurden Terme der Ordnung 22 und hoher vernachlifigt. Die Grofen €2V, e2*, M
und w der rechten Seite sind identisch mit den in den Kapitel 2.1 und 2.2 eingefiihr-
ten metrischen Funktionen und erfiillen dieselben Differentialgleichungen. Sie beschrei-
ben bekanntlich einen langsam rotierenden sphérisch symmetrischen Stern. Py(cosf) =
$(3cos®0 — 1) ist das Legendre-Polynom zweiter Ordnung. Die iibrigen Funktionen m,
ma, ho, ho und vy sind proportional zu 92 und nur von r abhingig. Die Funktionen
mit Index 0 beschreiben die Monopol-Korrektur und die Funktionen mit Index 2 die
Quadrupol-Korrektur zu den kugelsymmetrischen Lésungen hervorgerufen durch die Ro-
tation. Ahnliche Ansétze macht man fiir die thermodynamischen Gréfen und berechnet
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2.3 Hartle-Thorne-Methode zweiter Ordnung

Korrekturen zu den Grofsen nullter Ordnung. Die oben dargelegten Symmetrieiiberlegun-
gen zeigen weiterhin, dass die Gleichungen des frame-draggings in dieser Ordnung keine
Anderungen gegeniiber denen im vorigen Kapitel erfahren.

Die Einsteinschen Feldgleichungen liefern nun ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung. Dieses System ist in [74] oder auch in [132] zu finden, eine
analoge Darstellung wird in [1] gegeben. In diesen Referenzen werden auch die Randbe-
dingungen beschrieben. Auf kleinere Rechenfehler in diesen Verdffentlichungen wird in
[24] hingewiesen. Es ergibt sich schlieflich ein mehrdimensionales Anfangswertproblem.
Die Integration stellt kein Problem dar. Mit einem Iterationsverfahren (z. B. Runge-
Kutta-Methode) kann man diese Aufgabe losen, startend im Ursprung (Zentrum des
Sterns) wird bis zur Oberfldche integriert.

Das Losen dieses Systems liefert verschiedene physikalische Gréfsen. Neben der Gesamt-
masse, dem Drehimpuls, dem Tragheitsmoment und dem Radius werden mit diesem
Verfahren beispielsweise auch das Quadrupolmoment und die Elliptizitat des Sterns be-
stimmt. Die Metrik des Aufenraums wird allein durch die Gesamtmasse, den Drehimpuls
und das Quadrupolmoment festgelegt (siehe [74]).

Um die Giite dieser sogenannten Hartle-Thorne-Methode zu bestimmen, wurden in [24]
die Ergebnisse dieses Verfahren mit den numerischen Ergebnissen des RNS-Codes ver-
glichen. Der RNS-Code wird in Kapitel 6.3 vorgestellt und benutzt. Im Allgemeinen
bilden die Losungen der Einstein-Gleichungen eine zweiparametrige Schar, zum Beispiel
in Abhéngigkeit der Zentraldichte und des Drehimpulses. Um Resultate der verschiedenen
Verfahren zu vergleichen, miissen demnach zwei unabhéngige Parameter der jeweiligen
Losungen iibereinstimmen. Berti et al. benutzen die Gesamtmasse sowie den Drehim-
puls, um dann das Quadrupolmoment zu vergleichen. Sie untersuchten fiir verschiedene
Zustandsgleichungen e(P) das Verhalten einer Sequenz mit konstanter Ruhemasse und
einer Sequenz von Sternen, die alle die maximale Masse der nicht rotierenden Konfigura-
tionen haben. Unter der Annahme, dass der RNS-Code die exakte (wahre) Losung liefert,
fanden sie fiir die Hartle-Thorne-Methode Abweichungen im Quadrupolmoment von un-
gefahr 20% fiir einen mit 1,5 ms rotierenden Neutronenstern. Die Ergebnisse waren nicht
sehr sensitiv gegeniiber der gewédhlten Zustandsgleichung. Auferdem wurden die Abwei-
chungen der innersten stabilen Kreisbahn (ISCO) untersucht. Innerhalb dieses Abstandes
vom Zentrum des Sterns sind keine stabilen runden Umlaufbahnen moglich. Fiir dieselbe
Rotationsperiode von 1,5 ms sind die Abweichungen fiir diese astrophysikalisch dufserst
relevante Grofe nur im Bereich von 1%.
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3 Zustandsgleichungen

Bevor die in Kapitel 2 abgeleiteten Gleichungen fiir die Struktur langsam rotierender Neu-
tronensterne numerisch gelost werden kénnen, muss zuvor eine Zustandsgleichung e(P)
angegeben werden. Neutronensterne bestehen aus kalter entarteter Materie im thermo-
dynamischen Gleichgewicht, da die Fermi-Energie von mehreren 10 MeV bei typischen
Temperaturen im Bereich von KeV bei weitem dominiert, so dass man die Tempera-
tur T = 0 setzen kann [77]. Man betrachtet also den Grundzustand der Materie. Diese
Annahme wird eine Grundvoraussetzung bei allen hier behandelten Zustandsgleichungen
sein. Damit ist die Energiedichte tatséchlich allein eine Funktion von P. Die exakte Form
dieser Zustandsgleichung fiir kalte dichte Materie ist unbekannt, und eine grofte Anzahl
an Zustandsgleichungen wurde bisher verdffentlicht, die mit den derzeitigen Beobach-
tungen in Einklang stehen. Wie man an den Gleichungen (2.57) bis (2.59) und (2.97)
sieht, bestimmt die Zustandsgleichung wesentlich das Verhalten der Losung und damit
die makroskopischen Eigenschaften von Neutronensternen.

e(P) TS MR, T, L

Die in den folgenden Kapiteln dargestellten Ergebnisse beziehen sich deshalb jeweils auf
eine spezielle Zustandsgleichung. Welche dieser Zustandsgleichungen das Verhalten kal-
ter dichter Materie korrekt wiedergibt, kann moglicherweise durch weitere astrophysikali-
sche Beobachtungen geklart werden. Somit ergibt sich die aufiergewthnliche Moglichkeit
Effekte der Mikrophysik an astronomischen Objekten zu studieren und entsprechende
Riickschliisse zu ziehen.

In diesem Kapitel werden zuerst der Aufbau von Neutronensternen sowie die Eigenschaf-
ten von Zustandsgleichungen im Allgemeinen diskutiert, um danach die in dieser Ar-
beit verwendeten Zustandsgleichungen im Einzelnen vorzustellen. Dabei handelt es sich
ausschlieflich um sogenannte hadronische Zustandsgleichungen, bei denen kein Quark-
Deconfinement auftritt. Eine besondere Klasse von Zustandsgleichungen, die Quarkma-
terie beschreiben, wird in Kapitel 7 behandelt.

3.1 Aufbau von Neutronensternen und Zustandsgleichungen

In einem Neutronenstern kénnen im Wesentlichen 4 Regionen, abhéngig von der Dichte,
unterschieden werden. Diese sind in Abbildung 3.1 gezeigt. An der Oberflache befindet
sich die wenige Zentimeter dicke Atmosphére. Sie besteht hauptsédchlich aus Wasserstoff
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3 Zustandsgleichungen

und Helium mit einer geringen Beimischung schwerer Elemente. In dieser Schicht entsteht
thermische Strahlung, die mit Rontgenteleskopen beobachtet werden kann, weshalb diese
Region auch Photosphére genannt wird. Die sich anschliefende dufsere Kruste wird aus
einem Kristallgitter von Atomkernen gebildet, das in einem relativistischen Elektronengas
eingebettet ist. Das Aufiere dieser Kruste besteht aus Eisen, dem stabilsten Element. Mit
steigender Dichte erhoht sich die Fermi-Energie der Elektronen, so dass der inverse -
Zerfall

p+e —n+v (3.1)

moglich wird. Das fiihrt zu einer Anreicherung der Atomkerne mit Neutronen, da die Um-
kehrreaktion aufgrund des Pauli-Prinzips verboten ist. Die duftere Kruste erstreckt sich
iiber einen Bereich von ungefihr 300 m bis zu einer Dichte von 4, 3-10* g/cm3. Bei dieser
sogenannten neutron drip Dichte ist es fiir schwach gebundene Neutronen im Atomkern
energetisch giinstiger, den Atomkern zu verlassen und freie Zusténde aufserhalb zu be-
volkern. Dieser Punkt markiert den Ubergang zur inneren Kruste, die folglich aus einem
Gitter von neutronenreichen Atomkernen, einem Elektronengas und einem Neutronengas
besteht. Die innere Kruste setzt sich bis zu einer Dichte von ungefir 1,7 - 10'g/em3 (60
% der Kerndichte) fort, was grob einer Ausdehnung von 600 m entspricht. Die rdum-
liche Grofse der einzelnen Regionen ist stark vom konkret betrachteten Neutronenstern
abhingig. Die hier angegebenen Werte sollen nur einen groben Uberblick vermitteln.
Im Innern der Kruste schliefst sich die Kern-Region an. Hier haben sich die Atomkerne
vollkommen aufgelost, um eine homogene Neutronen-Fliissigkeit zu bilden. Ein kleiner
Anteil von Protonen und Elektronen ist weiterhin vorhanden, um die Bedingung des
Beta-Gleichgewichts (siehe unten) und der Ladungsneutralitidt zu erfiillen. Erreicht die
Fermi-Energie der Elektronen die Ruhemasse des Myons von 105,7 MeV, werden ener-
giereiche Elektronen durch Myonen ersetzt, um die Energie des Systems zu minimieren.
Solch eine Reaktion fiihrt zum Aufweichen der Zustandsgleichung, das heifft einem we-
niger steilen Anstieg des Drucks, da Elektronen mit hohem Impuls durch Myonen mit
niedrigem Impuls ersetzt werden. Diese sogenannte npeu-Materie muss sich weiterhin
im Beta-Gleichgewicht befinden und Ladungsneutralitét erfiillen. Unter Vernachléfigung
der Neutrinos, die den Stern verlassen, schreiben sich diese Bedingungen als

nepte ,neptu (3.2)
oder unter Verwendung der jeweiligen chemischen Potentiale

Hn = pp + e 5 He = [y (3.3)
Dabei gilt u; = 88—7;, mit der Teilchenzahldichte n; einer Spezies von Teilchen (i =

n,p,e ,u~ ). Die Bedingung der Ladungsneutralitit verlangt
Np = Ne + Ny (3.4)

Diese Anforderungen legen das Verhéltnis der verschiedenen Teilchensorten fest.
Uber das Vorkommen dieser Teilchen in Neutronensternen herrscht in der Literatur Ei-
nigkeit [140], [60], sofern es sich bei Neutronensternen tatséchlich um Neutronensterne
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3.1 Aufbau von Neutronensternen und Zustandsgleichungen

handelt und nicht um Seltsame Sterne, die in Kapitel 7.1 besprochen werden. Dariiber
hinaus sagen verschiedene Modelle bei hoheren Dichten weitere Konstituenten voraus
(siche Abbildung 3.1). Im einzelnen wird tiber ein Pionen- oder Kaonenkondensat spe-
kuliert. Ebenso konnte es Neutronensterne mit Hyperonen im Innern geben (sogenannte
Hyperonensterne). Das Erscheinen von Hyperonen verlauft analog zum Auftreten von
Myonen. Durch schwache Wechselwirkungsprozesse konnen sich Nukleonen in Hypero-
nen (Baryonen mit strange-Quark) verwandeln. Wieder werden die Zustdnde mit hohem
Impuls durch Zusténde mit niedrigem Impuls ersetzt, was zu einem weniger steilen An-
stieg des Drucks fiihrt. Auch verschiedenste Quarkphasen kommen in Betracht. Auf diese
Moglichkeit wird in Kapitel 7 eingegangen.

Die Zentraldichte im Innern des Kerns erreicht ein Mehrfaches der Kerndichte (2,7 -
10Mg/em?).

qtuark—hybrid traditional neutron star
star

np.e, U

hyperon

star neutron star with

pion condensate

Fe
color-superconductin 6 3
strange é)uark matter 9 10~ g/cm
(u,d,s quarks) 11 3
10 g/em
o CFL 1 . 3
CSL -kt 10 ' glem
gCFL CFL-K 0

LorFr CFL=K

crL-T1°

~-_ Hydrogen/He
atmosphere

strange star
nucleon star

R ~10 km

Abbildung 3.1: Aufbau und Zusammensetzung von Neutronensternen (aus [140]).

Aufgrund der niedrigen Temperatur in Neutronensternen ist davon auszugehen, dass man
Phasen supraleitender Protonen und suprafluider Neutronen im Innern findet (siehe dazu
beispielsweise [140]).

Wie in der Einleitung dieses Kapitels schon dargelegt, ist die Zustandsgleichung die
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3 Zustandsgleichungen

entscheidende Zutat fiir die Losung der Einstein-Gleichungen, in diesem Fall die Tolman-
Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen.

Die Modellierung der Atmosphére ist von dufterster Wichtigkeit fiir die Beobachtung von
Neutronensternen. Hinweise hierzu findet man unter anderem in [120], [96], [101]. Sie hat
aber keinen Einflufs auf die Struktur von Neutronensternen.

Wie der oben beschriebene Aufbau deutlich macht, entfillt jedoch auf die Kruste ein
signifikanter Anteil der Neutronensternmaterie von ungefahr 2%. Die Zustandsgleichung
der dufseren Kruste gilt als etabliert. Sie beschreibt das Verhalten der Materie bis zur
neutron drip Dichte. Meist wird das Modell von Baym, Pethick und Sutherland (BPS)
[18] verwendet, in das experimentelle Daten von Massen von Atomkernen im Grundzu-
stand eingehen. Dieses Modell wurde von Haensel und Pichon [67] verbessert und neueren
experimentellen Ergebnissen angepaft. Die innere Kruste wird iiblicherweise durch die
Zustandsgleichung von Baym, Bethe und Pethick (BBP) beschrieben [17]. Zur Herlei-
tung wird das sogenannte compressible liquid drop model (CLDM) verwendet [69]. In
diesem Modell werden Energiebeitrége verschiedener physikalischer Effekte pro Einheits-
zelle aufaddiert. Im Einzelnen tragen Volumen- und Oberflichenterme der Nukleonen,
Coulomb-Wechselwirkungen und die als Fermi-Gas angenommenen Elektronen bei. Der
Effekt des Neutronengases aufserhalb der Kerne geht in die ersten beiden Terme ein. Die-
se Terme sind aufserdem von der Form der Kerne abhéngig. Die Parameter des Modells
werden durch Vielteilchen-Modelle bestimmt, die auf einer effektiven Nukleon-Nukleon-
Wechselwirkung basieren. In diesem Sinne ist es moglich, sogenannte vereinigte Zustands-
gleichungen herzuleiten, die sowohl fir die innere Kruste als auch den Kern das gleiche
Modell verwenden. Insbesondere wurde mit den unten vorgestellten Modellen FPS [91]
und SLy4 [47] die Zustandsgleichung der inneren Kruste berechnet.

Der Ubergang von der inneren Kruste zum fliissigen Kern verlduft wahrscheinlich iiber
verschiedene Zwischenstadien [91], [47], [110]. Zuerst bilden sich Tropfen aus Neutronen-
Fliissigkeit. Diese formen mit wachsender Dichte seilartige Strukturen. Aus diesen bilden
sich schlieflich Platten. Fiir noch héhere Dichten verlauft diese Entwicklung umgekehrt
mit vertauschten Rollen der Neutronenfliissigkeit und des Kristallgitters. Aufgrund dieser
Formen (Spaghetti, Lasagne) wird auch von den Pasta-Phasen gesprochen. Diese Struk-
turen haben Auswirkungen auf Transportphdnomene und die Elastizitdt der Materie,
beeinflussen die Zustandsgleichung aber nur wenig [68].

Die Zustandsgleichung des Kerns ist mit groffen Unsicherheiten behaftet, nicht zuletzt
weil sich diese Form von Materie vollkommen der experimentellen Beobachtung entzieht.
Einerseits betrachtet man Materie bei mehrfacher Kerndichte und anderseits verlangt
man eine geringe Temperatur. Diese Bedingungen sind in Beschleuniger-Experimenten
nicht gegeben (siehe Abbildung 1.2). Entsprechend viele verschiedene Anséitze wurden
vorgeschlagen (siehe néchster Abschnitt). Wie oben schon erwéhnt werden zwei Standar-
dannahmen fiir Neutronensternmaterie gemacht, ndmlich Neutrino-Transparenz und Ver-
nachléssigung thermischer Effekte. Es gibt im Wesentlichen zwei verschiedene Verfahren
zur Berechnung der Zustandsgleichung. Entweder verwendet man die nicht-relativistische
Vielteilchen-Theorie oder eine relativitische Mean-Field-Theorie.

Die nicht-relativistische Vielteilchen-Theorie betrachtet eine Ansammlung von punkt-
formigen Nukleonen mit der Masse m und dem Impuls p;, deren Dynamik durch den

28



3.1 Aufbau von Neutronensternen und Zustandsgleichungen

Hamiltonian )

H:Z%‘i‘zvi]’"‘ Z Viik (3.5)

i j>i k>j>i

gegeben ist. Dabei beschreibt v;; die Zwei-Nukleonen-Wechselwirkung und V;;, die Drei-
Nukleonen-Wechselwirkung. In der Zwei-Nukleonen-Wechselwirkung werden Daten aus
NN-Streuexperimenten einbezogen. Insbesondere ist der Pionenaustausch enthalten, der
dem Yukawa-Potential entspricht. Modelle, die die Nijmegen Datenbank benutzen, wer-
den ,modern“ genannt. Es werden teilweise auch relativistische Korrekturen zur Zwei-
Nukleonen-Wechselwirkung addiert. Der weit schwéchere Term der Drei-Nukleonen-Wech-
selwirkung wird eingefiihrt, um die Eigenschaften gebundener Drei-Nukleonensysteme zu
reproduzieren. Die Schrodinger-Gleichung des Hamiltonian (3.5) wird mit verschiedenen
Verfahren gelost (siehe z. B. [77], [22]) und liefert die gesuchte Zustandsgleichung. Ein
Nachteil dieser Klasse von Zustandsgleichungen besteht darin, dass die Schallgeschwin-
digkeit vg = \/dP/de die Lichtgeschwindigkeit iibersteigen kann, was aus Griinden der
Kausalitat verboten ist.
Im Gegensatz zu diesen akausalen Zustandsgleichungen ist die andere Klasse von Zu-
standsgleichungen nach Konstruktion kausal, da sie im Rahmen einer relativistischen
Mean-Field-Theorie abgeleitet werden. Den Ausgangspunkt bildet grundsétzlich eine
Lagrange-Dichte, die alle beteiligten Teilchen und deren Wechselwirkungen enthélt. Die
daraus abgeleiteten Bewegungsgleichungen werden durch die Annahme eines Mean-Fields
gelost. Freie Parameter, wie zum Beispiel Kopplungskonstanten, bestimmt man durch
die Anpassung an empirische Daten gewohnlicher Kernmaterie wie Bindungsenergie und
Kompressibilitit. Dieser sehr elegante Formalismus wurde erstmals von Walecka im o —w-
Modell [139] angewendet und ist beispielsweise auch in Glendennings Buch dargestellt
[60]. Der Lagrangian dieses Modells

L=LN~+ Ly ~+ Lint (3.6)

setzt sich aus drei Einzeltermen fiir die Nukleonen, die Mesonen und deren Wechselwir-
kung zusammen. Insgesamt schreibt sich der Lagrangian als

L(z) = ¥n(x)(id —m)pn(z)

+50,6(2)0"6(z) — S (@)
FarB(@ N (@) () — guendn (@) Y () (37

mit F,(z) = dyw,(x) — duw,(x). Dabei reprisentiert 1y (z) das Isospin-Dublett, das
die Protonen und Neutronen beschreibt, w,(x) das Vektor-Mesonen-Feld und ¢(z) das
skalare Mesonen-Feld. Man identifiziert in der ersten Zeile den kinetischen Term und den
Massenterm eines Dirac-Feldes. In der zweiten Zeile findet man den Feldstirke-Tensor
und den Massenterm des w-Vektor-Mesons. Die néchste Zeile beschreibt ein skalares Feld,
das o-Meson. Die letzte Zeile enthalt die Wechselwirkungen mit den Kopplungskonstan-
ten g, und g,. 7* sind die y-Matrizen, die auch den Feynman-Slash ¢ = v#0,, definieren
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3 Zustandsgleichungen

(siehe beliebiges Buch zur Quantenfeldtheorie z. B. [97]). Die Bewegungsgleichungen die-
ser Lagrange-Dichte werden mit Hilfe der Mean-Field-Naherung gelost, indem man fiir
die Felder o und w,, deren Erwartungswert annimmt. Da man uniforme statische Materie
annimmt, werden die Nukleonen durch Impuls-Eigenzustidnde beschrieben. Schliefslich
kann man nach einiger Rechenarbeit (siehe [60]) aus dem Energie-Impuls-Tensor der
Quantenfeldtheorie die Zustandsgleichung ablesen.

Verfeinerte Modelle dieser Art beriicksichtigen auch Selbstwechselwirkungen, Isospin-
Kopplungen bzw. Wechselwirkungen des p-Vektor-Meson, Leptonen und Anregungen des
gesamten Baryonen-Oktetts. Einen Lagrangian dieser Art findet man zum Beispiel in
[141].

Diese relativistische Mean-Field-Theorie ist intrinsisch kausal, da Lorentz-invariant. Man
konnte jedoch fragen, inwieweit eine speziell relativistische Theorie Materie bei starker
Raumzeitkrimmung, wie sie in Neutronensternen vorliegt, korrekt beschreibt. Es zeigt
sich jedoch, dass die Kriimmung auf Skalen, die fiir die oben beschriebene Theorie rele-
vant sind, vernachléssigbar klein ist (siehe [60], [140]).

Eine charakterisierende Eigenschaft von Zustandsgleichungen ist ihre sogenannte Steif-
heit, die angibt, wie sich der Druck mit der Energiedichte dndert. Diese Eigenschaft kann
zum Beispiel durch die Schallgeschwindigkeit vg = \/dP/de beschrieben werden. In die-
sem Zusammenhang spricht man auch von weichen (flacher Anstieg der Schallgeschwin-
digkeit) und harten (steiler Anstieg der Schallgeschwindigkeit) Zustandsgleichungen. Die
Begriffe ,weich” und ,hart* behalten also ihre anschauliche Bedeutung. Eine weitere wich-
tige Grofse, die die Steifheit einer Zustandsgleichung wiederspieglt, ist der dimensionslose
Adiabaten-Index

ng dP E+P/02d£

I'=— = .
P dnp P de

(3.8)

Der Adiabten-Index ist mit dem Polytropen-Exponent identisch, der das Verhalten der
analytischen Zustandsgleichung P = K p' bestimmt (mit p = mynp Ruhemassendichte).
Diese sogenannten Polytropen wurden in fritheren Rechnungen oft als Zustandsgleichung
verwendet und finden auch teilweise heute noch aufgrund ihrer Einfachheit Anwendung.
Der Adiabaten-Index und die Schallgeschwindigkeit einer in tabellierter Form vorliegen-
den Zustandsgleichung kann mit dem Programm gamma auf der beigefiigten CD berech-
net werden (siehe Abbildung 3.3).

Die fiir die Stabilitit bzw. Bindung eines Neutronensterns entscheidende Wechselwirkung
ist die Graviation. Das Bild eines iibergrofsen Atomkerns, wie es oft in der populérwis-
senschaftlichen Literatur verwendet wird, ist demnach nicht korrekt ist. Die einzigen
Ausnahmen bilden die von Witten [144] und Bodmer [25] postulierten Seltsamen Sterne,
die als der absolute Grundzustand der Materie selbstgebundene Systeme darstellen. Die-
se Hypothese sowie andere mogliche Quarkphasen werden in Kapitel 7 diskutiert, ebenso
wie die Beschreibung von Phaseniibergéngen.
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3.2 Eigenschaften spezieller moderner Zustandsgleichungen

An dieser Stelle sollen einige moderne hadronische Zustandsgleichungen besprochen wer-
den, fiir die im néchsten Kapitel Losungen der Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen
bestimmt werden. In Tabelle 3.1 ist eine Auswahl an verfligbaren Zustandsgleichungen
aufgelistet. Die Tabelle ist nach Steifheit geordnet mit der weichesten Zustandsgleichung
beginnend.

EOS composition and model reference
BPALI12 npepu, effective nucleon energy func- | Bombaci et al.
tional 1995
BGN1H1 npXAZeu, effective baryon energy | Balberg et al.
functional 1999
BBBI1 npep, Brueckner theory, Argonne | Baldo et al. 1997
NN plus Urbana NNN potentials

FPS npep, effective nucleon energy func- | Pandharipande
tional and Ravenhall

1989

BGN2H1 npXAZeu, effective baryon energy | Balberg et al.
functional 1999

BBB2 npep, Brueckner theory, Paris NN | Baldo et al. 1997
plus Urbana NNN potentials

SLy npep, effective nucleon energy func- | Douchin and
tional Haensel 2001

BGN1 npep, effective baryon energy func- | Balberg et al.
tional 1999

APR npep, variational theory, Nijmegen | Akmal et al. 1998
NN plus Urbana NNN potentials

BGN2 npep, effective nucleon energy func- | Balberg et al.
tional 1999

Tabelle 3.1: Verschiedene Zustandsgleichungen geordnet nach Steifheit (aus [68]).

Die Zustandsgleichungen BPAL12 und BGN2 sollten beziiglich der Steitheit jeweils als
Extremfall betrachtet werden [68]. Deshalb werden im folgenden die Zustandsgleichungen
FPS, SLy4 und APR verwendet, deren Verlauf in Abbildung 3.2 dargestellt ist.

Die Zustandsgleichung FPS ist eine verbesserte Version der Zustandsgleichung von Fried-
man und Pandharipande [56], [109]. Die Zwei-Nukleonen-Wechselwirkung wird durch
das Urbana UVy4 Potential beschrieben zusammen mit einer phdnomenologischen Drei-
Nukleonen-Wechselwirkung. Fiir die FPS-Zustandsgleichung wurde ein Skyrme-Modell
verwendet. Diese Zustandsgleichung fiir den Kern und die innere Kruste wird mit der
Zustandsgleichung BPS fiir die duftere Kruste kombiniert.
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Auch die SLy4-Zustandsgleichung verwendet eine Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung des
Skyrme-Typs. Es werden experimentelle Daten von besonders neutronenreichen Kernen
verwendet. Auch diese Zustandsgleichung ist eine vereinigte Zustandsgleichung, die so-
wohl den Kern als auch die innere Kruste innerhalb desselben Modells beschreibt [47].
Als Zustandsgleichung fiir die &uflere Kruste wird die von Haensel und Pichon verbesserte
Version der BPS-Zustandsgleichung genutzt [67].

Fiir die APR-~Zustandsgleichung werden variational chain summation Methoden verwen-
det, die in [2] vorgestellt werden. Die Zwei-Nukleonen-Wechselwirkung wird durch das
Argonne v1g Potential beschrieben. Ebenso werden relativistische Korrekturen und Drei-
Nukleonen-Wechselwirkungen (Urbana model IX) berticksichtigt [3]. In [3] werden ver-
schiedene Stufen des Modells diskutiert. In der hier vorliegenden Arbeit soll ausschliefs-
lich das mit A18-+dv-+UIX* bezeichnete Modell verwendet werden, das alle Korrekturen
einschlieft. Einzelheiten sind in [3] zu finden. Die dufere Kruste wird durch die ver-
besserte BPS-Zustandsgleichung [67] beschrieben, fiir die innere Kruste wird die SLy4-
Zustandsgleichung benutzt.

Man erkennt in Abbildung 3.3, dass die Zustandsgleichung APR im Bereich hoher Dich-

Zustandsgleichungen FPS, SLy4, APR
1e+037 T T T - ——————

1e+036 |

1e+035

1le+034

Druck (dyne/cm”2)

1e+033 |

1e+032 . . —
1le+014 1e+015

Dichte (g/cm”3)

Abbildung 3.2: Die im folgenden benutzten Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR.

ten (iiber 7 - 1014g/cm?) die hiirteste Zustandsgleichung ist, die bei einer Dichte von
1,8 - 10%g/em? akausal wird. Die Schallgeschwindigkeit der Zustandsgleichung SLy4
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1e+011 — . e

APR
Vg=C SLy4

1e+010 |

Schallgeschwindigkeit vg (cm/s)

1le+009 —— . — . .
1le+015 1le+016
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Abbildung 3.3: Schallgeschwindigkeit fiir die Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR.
Die Horizontale entspricht einer Schallgeschwindigkeit von 3 - 1019%m/s
(Lichtgeschwindigkeit). Oberhalb dieser Grenze werden die Zustandsglei-
chungen akausal.

iiberschreitet erst bei einer Dichte von 3,1 - 10°g/cm? die Lichtgeschwindigkeit. Die
weiche Zustandsgleichung FPS wird nicht akausal. All diese Zustandsgleichungen sind
zum Beispiel im Software-Paket Lorene enthalten und unter www.lorene.obspm.fr abruf-
bar. Wenn im folgenden von einer Zustandsgleichung FPS, SLy4 oder APR die Rede ist,
so ist stets das eben beschriebene Modell inclusive der angegebenen Zustandsgleichung
fiir die Kruste gemeint.

Beschreibungen weiterer Zustandsgleichungen finden sich beispielsweise in [111], [105]
und den darin aufgefiihrten Referenzen oder auch in den Biichern von Weber [140] und
Glendenning [60].

Eine analytische Darstellung von Zustandsgleichungen ist von groffem Vorteil, da eine
in tabellierter Form gegebene Zustandsgleichung interpoliert werden muss, was eventu-
ell zu numerischen Problemen fiihrt. Deshalb wurden in den letzten Jahren analytische
Darstellungen von modernen Zustandsgleichungen entwickelt. In [70] werden die beiden
vereinigten Zustandsgleichungen FPS und SLy4 auf verschiedene Weise analytisch repré-
sentiert, wobei bis zu 18 verschiedene Parameter angepaltt werden miissen. Der typische
Interpolationsfehler fiir P(e) betrégt 1-2%. Auferdem wird eine thermodynamisch konsis-
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3 Zustandsgleichungen

tente Darstellung der Zustandsgleichungen mit Hilfe der sogenannten Pseudo-Enthalpie
(siehe Kapitel 6.1) angegeben, die sich besonders bei der Berechnung von rotierenden
Konfigurationen als hilfreich erweist. Die typischen Fehler bewegen sich ebenfalls im Be-
reich von 1-2%. Einzelheiten dieser Modelle findet man in [70]. Programmcodes, die diese
analytischen Funtionen enthalten, sind unter www.ioffe.ru/astro/NSG/NSEOS/ erhélt-
lich.
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4 Eigenschaften langsam rotierender
Neutronensterne

4.1 Vorbemerkungen und Numerik

Um die Eigenschaften langsam rotierender Neutronensterne zu bestimmen, miissen die
in Kapitel 2 hergeleiteten Differentialgleichungen fiir P, M, v und w mit den entspre-
T

chenden Randbedingungen gelost werden. Mit der Definition z := Cg—r ergibt sich das
fiinfdimensionale System erster Ordnung

%4 = dnmrie (4.1)

% = —Gge <1+£2> <1+4ﬂjf> <1— ng)-l (4.3)

Cﬁ% = z (4.4)

% = —iz—‘ﬂi)iz—%zw (4.5)

mit j(r) = e ¥4/1 — Qgﬂ/[ und einer Zustandsgleichung €(P). Die Losung hat im Zentrum

des Sterns r = 0 und an dessen Oberflache r = R die Randbedingungen

M@©0) = 0 (4.6)
(B — 1—2G]\24]§R) (4.7)
P(0) = Pg (4.8)
2(0) = dwdio)zo (4.9)
w(R) = Q—% (4.10)

zu erfiillen. Die Oberfliche ist durch P(R) = 0 definiert. Aufgrund der besonderen Struk-
tur dieser Gleichungen kann dieses System als Anfangswertproblem behandelt werden,

denn die Gleichung fiir v ist unabhéngig von v. Daraus folgt, dass auch der Term L4
i(r) dr
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4 FEigenschaften langsam rotierender Neutronensterne

unabhéngig von v ist. Das bedeutet, alle rechten Seiten sind unabhéngig von v. Aufser-
dem ist die Gleichung zweiter Ordnung fiir @ (2.90) linear, so dass die Losung mit einer
Konstanten multipliziert werden kann. Man kann deshalb fiir die Funktionen v und w

v(r) = wvo+unl(r) (4.11)
w(r) = wp-wi(r) (4.12)

mit den Konstanten vy und wg ansetzen. Damit transformiert sich obiges Differential-
gleichungssystem in eine Anfangswertaufgabe fiir M(r), v1(r), P(r), w1 (r) und % mit
den zusétzlichen beliebig gewédhlten Anfangsbedingungen v4(0) = 0 und w;(0) = 1. Au-

fserdem folgt aus Bedingung (4.9) d%p = (. Die Konstanten kénnen nach dem Ldsen
dieses neuen Systems durch die Randbedingungen bestimmt werden. Man findet

1
2GM(R)\?

v = In <1 - CQR()> —v1(R) (4.13)
1 2GIQ2

= ——(Q— —— 4.14

0 @1 (R) ( 2R3 > ’ (4.14)

dabei ist das Trégheitsmoment I nach der Integration bekannt (siehe Anhang B).

Obwohl die rechten Seiten der Gleichungen (4.2) und (4.3) im Punkt 7 = 0 nicht defi-
niert sind, kann man mit der I’'Hospitalschen Regel zeigen, dass der Grenzwert r — 0
wohldefiniert ist und nicht divergiert. Man 16st dieses Problem in der Praxis dadurch,
dass man die Integration nicht exakt im Ursprung beginnt, sondern leicht daneben z. B.
bei r = 0,1 ¢m. Man integriert dann bis zur Oberfliche des Sterns (P(R) = 0). Der Au-
fsenraum ist analytisch darstellbar durch globale Eigenschaften des Sterns (siehe Kapitel
2).

Zustandsgleichungen sind meist in Form einer Tabelle (¢;, P;) gegeben. Fiir die Integration
der Gleichungen (4.1) bis (4.5) muss deshalb ein Interpolationsverfahren genutzt werden,
um die entsprechende Energiedichte € zu gegebenem Druck P berechnen zu kénnen. Kubi-
sche Splines sind ein bewertes numerisches Interpolationsverfahren, das auch hier genutzt
werden soll (siche z. B. [84]). Bei vorgegebenen Daten sind die Spline-Funktionen eindeu-
tig gegeben [126]. Weil die Datenpunkte einer Zustandsgleichung iiber mehrere Dekaden
ungleichméfig verteilt sind, kann es bei der Interpolation zu unphysikalischen Effekte
kommen (Verletzung der Monotonitét durch ,,Uber- und Unterschwinger*). Deshalb soll-
ten die mit Splines interpolierten Zustandsgleichungen mit den Programmen splineplot,
test _spline oder testall spline auf der beigefiigten CD getestet werden. Augenscheinlich
unphysikalische Effekte kénnen behoben werden, indem man mit einem anderen Interpo-
lationsverfahren (z. B. Splines der logarithmierten Daten) zusétzliche Stiitzstellen erzeugt
oder direkt aus der Zustandsgleichung weitere Datenpunkte ableitet. Die Interpolation
dieser Daten verlangt eine hohe Genauigkeit, weshalb in den Programmen, die das An-
fangswertporoblem l6sen, eigens eine besonders exakte Spline-Interpolation implemen-
tiert wurde. Dieselbe Interpolation wurde in den obigen Test-Programmen verwendet.
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4.2 Ergebnisse, Interpretation, Beobachtung, Stabilitit

Das Anfangswertproblem wird mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren vierter Ord-
nung gelost [54], [126]. Um das Trégheitsmoment berechnen zu kénnen, wird parallel zur
Iteration des Anfangswertproblems eine Hilfsgréfe ¥ integriert, die nur von Variablen
des Anfangswertproblems abhéngt (siche Anhang B). Damit kann die gefundene Losung
nach der Integration den Randbedingungen angepaftt werden. Dazu stehen die Program-
me runsys_neu und runsys neu_ profil auf der beigefiigten CD zur Verfiigung. Informa-
tionen zu den einzelnen Programmen sind ebenfalls auf der CD als readme-Dateien zu
finden.

4.2 Ergebnisse, Interpretation, Beobachtung, Stabilitat

Die Anfangsbedingungen (4.6) bis (4.10) enthalten zwei freie Parameter (Zentraldruck
Pc und Winkelgeschwindigkeit €2). Oben wurde jedoch gezeigt, dass langsame Rotation
die Struktur des Sterns nicht beeinflufit, insbesondere ist das Tragheitsmoment unab-
héngig von der Rotation. Aus diesem Grund bilden die Lésungen zu einer gegebenen
Zustandsgleichung eine einparametrige Schar. Einzig die metrische Funktion w(r) ist von
) abhangig. Die Modelle konnen zum Beispiel mit dem Zentraldruck oder der Zenraldich-
te parametrisiert werden. Im folgenden sollen die Losungen fiir die Zustandsgleichungen
FPS, SLy4 und APR besprochen werden.

In Abbildung 4.1 ist die Gesamtmasse iiber der Zentraldichte dargestellt. Wie beispiels-
weise in [118] gezeigt wird, gibt es fiir statische bzw. langsam rotierende Neutronensterne
ein Stabilitatslimit. Wird die Steigung % < 0, sind die Sterne nicht mehr stabil gegen-
tiber radialen Oszillationen und kollabieren zu Schwarzen Lochern. In [102] und [40]
wird durch eine Stabilitdtsanalyse die Bestimmungsgleichung fiir die Schwingungsmoden
hergeleitet, was schlieklich zu einem Sturm-Liouville-Problem fiihrt. Damit existiert fiir
eine gegebene Zustandsgleichung eine maximal mogliche Masse und eine maximale Zen-
traldichte. Die instabilen Losungen sind in Abbildung 4.1 gestrichelt dargestellt. Man
erkennt, dass die harte Zustandsgleichung APR mit 2,19 My die héchste maximale Mas-
se besitzt. Die weiche Zustandsgleichung FPS hat die niedrigste maximale Masse von
1,80 Mg, erreicht aber die hdchste Zentraldichte von 3,4 - 10%g/em3. Dieses Verhalten
ist dahingehend versténdlich, als dass es bei weichen Zustandsgleichungen leichter ist, die
Dichte zu erhéhen, da der Druck nicht so stark der Verdichtung entgegenwirkt wie bei
harten Zustandsgleichungen. Die Sterne zu weichen Zustandsgleichungen werden deshalb
kompakter und erreichen somit keine hohen Massen. Die maximalen Massen von Neutro-
nensternen sind gerade im Zusammenhang mit Schwarzen Loéchern von Interesse. Denn
entdeckt man in einem Doppelsternsystem ein dunkles kompaktes Objekt, das sich nur
durch seine Gravitation auf den Begleitstern bemerkbar macht und dessen Masse die ma-
ximale Masse von Neutronensternen iibersteigt, kann es sich dabei nur um ein Schwarzes
Loch handeln. In diesem Sinne ist die Massen-Obergrenze von Neutronensternen wichtig
fiir den experimentellen Nachweis von Schwarzen Léchern. Man erwartet fiir rotierende
Sterne hohere Massen, weil die Zentrifugalkraft der Gravitation entgegenwirkt. Deshalb
ist in diesem Zusammenhang eigentlich die maximale Masse der rotierenden Modelle von

37



4 FEigenschaften langsam rotierender Neutronensterne

Interesse (siehe Kapitel 6.2). Auch dies ist als Motivation fiir die Losung des vollen Pro-
blems zu sehen.

In Abbildung 3.3 wurde die Schallgeschwindigkeit iiber der Dichte fiir die drei Zustands-
gleichungen FPS, SLy4 und APR dargestellt. Es zeigte sich, dass die Schallgeschwindig-
keit der Zustandsgleichung APR. bei einer Dichte von 1,8-10%g/em? die Lichtgeschwin-
digkeit iiberschreitet. Das bedeutet, dass einige stabile Konfigurationen dieses Modells
im Innern durch eine akausale Zustandsgleichung beschrieben werden, was sicherlich un-
physikalisch ist. Bei den anderen beiden Zustandsgleichungen ergibt sich dieses Problem
nicht, da die Schallgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit nicht erreicht (FPS) bzw.
erst bei Dichten, fiir die keine stabilen Losungen existieren (SLy4).

" FPs

Masse (Sonnenmassen)

0 5e+014 le+015 1.5e+015 2e+015 2.5e+015 3e+015 3.5e+015 4e+015
Zentraldichte (g/cm”3)

Abbildung 4.1: Masse iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichungen APR, SLy4 und
FPS. Instabile Losungen sind gestrichelt eingezeichnet.

Es liegen verschiedenste Messungen der Massen von Neutronensternen vor. Zum einen
haben viele Radiopulsare in Bindrsystemen eine Masse im Bereich von 1,4 Sonnenmas-
sen [135]. Die Masse kann mit hoher Genauigkeit durch relativistische Effekte in den
Binérsystemen bestimmt werden (siehe z. B. [36]). Alle oben beschriebenen Zustands-
gleichungen liefern Modelle in diesem Massenbereich, was deshalb keine Aussage {iber die
wahre Zustandsgleichung erlaubt. Eine Einschrankung konnte sich erst durch die maximal
beobachtete Masse ergeben. Manche Rontgenpulsare in Binédrsystemen haben Massen im
Bereich von 1,8 bis 1,9 Sonnenmassen. Die Messungen sind allerdings mit grofsen Fehlern
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Abbildung 4.2: Masse iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichungen APR, SLy4 und
FPS. Losungen links vom jeweiligen Minimum sind instabil.

behaftet (0,2 bis 0,4 Sonnenmassen) [88]. Auferdem wurde 2005 ein Radiopulsar in ei-
nem Binédrsystem mit (2,14 0,2) Sonnenmassen und einer Rotationsperiode von 3,4 ms
beobachtet [104]. Man kann also eine Tendenz zu hoheren Massen und damit zu hérteren
Zustandsgleichungen feststellen. In Anbetracht der grofen Fehler kann man jedoch zum
jetzigen Zeitpunkt noch keine der drei vorgestellten Zustandsgleichungen ausschliefsen.
Inwieweit ein mit 3,4 ms rotierender Neutronenstern noch als langsam rotierend betrach-
tet werden darf, soll in Kapitel 6.2 geklart werden.

Das M-ec-Diagramm fiir kleine Dichten ist in Abbildung 4.2 gezeigt. Auch hier ergibt
das Stabilitatskriterium file—]\g > 0 eine chararkteristische minimale Masse fiir jede Zu-
standsgleichung. Damit sind alle Losungen links von den gezeigten Minima instabil. Fiir
diese Dichten existieren keine Neutronensterne. Fiir die beiden Zustandsgleichungen APR
und SLy4 liegt die Masse bei ungefahr 0.096 Mg verbunden mit einer Zentraldichte von
1,78-10*g/em3. Die weichere Zustandsgleichung FPS erreicht eine minimale Masse von

0,086 M, bei einer Zentraldichte von 2,26 - 101 g/cm?.

Interessant ist besonders auch die Masse-Radius-Beziehung fiir verschiedene Zustands-
gleichungen, denn die Zentraldichte ist nicht direkt beobachtbar. Die Masse-Radius-
Beziehung dagegen verkniipft zwei im Prinzip beobachtbare Grofsen von Neutronens-
ternen, auch wenn sich das in der Praxis als dufierst schwierig erweist [78], [36], [89],
[88], [83]. Neutronensterne haben eine sogenannte inverse Masse-Radius-Beziehung, das
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4 FEigenschaften langsam rotierender Neutronensterne

bedeutet, mit zunehmender Masse wird der Durchmesser kleiner, wie man in Abbil-
dung 4.3 sieht. Der Ubersichtlichkeit halber sind nur die stabilen Losungen fiir die drei
Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR gezeigt. Man erkennt ein fiir jede Zustands-
gleichung charakteristisches Niveau im Bereich von 0,5 bis 1,5 Sonnenmassen, wo sich der
Radius nur leicht verdndert. Die weicheste Zustandsgleichung, FPS, erreicht den gerings-
ten Radius von 9 km, wohingegen der kleinstmdgliche Radius der Zustandsgleichungen
APR und SLy4 ungefdhr 10 km betragt. Deutlich sind auch wieder die Maximalmassen
zu erkennen. Die instabilen Losungen wiirden sich mit kleiner werdender Masse zu klei-
neren Radien bewegen. Fiir kleine Massen nehmen die Radien stark zu. Die Modelle mit
minimaler Zentraldichte haben Radien von iiber 200 km.

20 T
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<
9 10 [ 4
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Masse (Sonnenmassen)

Abbildung 4.3: Masse-Radius-Bezichung fiir langsam rotierende Neutronensterne. Die
eingezeichneten Geraden werden im Text erldutert.

Weiterhin sind in Abbildung 4.3 verschiedene Geraden eingezeichnet. Man kann zeigen,
dass die Einstein-Gleichungen eine von der Zustandsgleichung unabhéngig Beschriankung
der Masse-Radius-Beziehung liefern [142|. Unter der Annahme einer beliebigen aber vom
Zentrum her monoton fallenden Dichteverteilung €(r), ergibt sich, dass fiir jede beliebige
kugelsymmetrische Massenverteilung

5

G
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<
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4.2 Ergebnisse, Interpretation, Beobachtung, Stabilitit

gelten muss, oder in Schwarzschildradien Rg = 2652M ausgedriickt R > %RS. Ist diese

Bedingung nicht erfiillt, kollabiert die Massenverteilung unweigerlich zu einem Schwar-
zen Loch. Das Gebiet in der M-R-Ebene, das durch die Bedingung (4.15) verboten ist,
befindet sich in Abbildung 4.3 unterhalb der mit R = (9/8)Rgs bezeichneten Geraden.
Man sieht, dass keine Zustandsgleichung dieses Kriterium verletzt.

Im Frithjahr des Jahres 2000 wurde mit dem XMM-Newton-Satellit das massearme
Rontgen-Doppelsternsystem (LMXB) EXO 0748-676 beobachtet, und es wurden da-
bei 28 Rontgenstrahlenausbriiche detektiert. Cottam et al. analysierten das Rontgen-
Spektrum dieser Ausbriiche und identifizierten rotverschobene Eisen- und Sauerstoff-
Absorptionslinien [45]. Aus den Daten wurde eine Rotverschiebung von z = 0,35 er-
mittelt. Die gravitative Rotverschiebung fiir die Schwarzschild-Metrik (2.60), die den
Auflenraum eines langsam rotierenden Sterns beschreibt, ist gegeben durch

-1
5 — Abeobachtet — Aemittiert _ 1 2C§7M 1. (416)
)\emittiert ‘R

Diese Relation stellt deshalb unter der Voraussetzung, dass die Strahlung an der Ober-
flache emittiert und ausschliefflich durch Gravitation rotverschoben wird, eine Beziehung
zwischen Masse und Radius her, ndmlich aufgel6st

_2G22+2z+1

R(M) = M = 6,541 km—2_. (4.17)

2 2242z Mg

Diese Gerade ist in Abbildung 4.3 ebenfalls geplottet. Waren die Massen des beobach-
teten LMXB bekannt, wiirde damit dessen Radius feststehen, und man kénnte angeben,
wo die wahre Masse-Radius-Beziehung die Gerade (4.17) schneiden muss. Damit kénnte
man also die Zustandsgleichung fiir kalte dichte Materie ,,messen”. Leider sind die Mas-
sen des LMXB nicht bekannt. Sollte EXO 0748-676 eine Masse von ungefahr 1,4 Mg wie
bei vielen Pulsare in Doppelsternsystemen beobachtet, verlangt dies einen relativ kleinen
Radius und spricht fiir eine weiche Zustandsgleichung, wie beispielsweise die FPS, bzw.
fiir einen Quarkstern (siehe Kapitel 7). Strohmayer et al. konnten in [130] die Rotati-
onsfrequenz von EXO 0748-676 ableiten. Mit einer hohen Wahrscheinlichkeit betréigt sie
45 Hz, so dass die Rotation nur einen dufserst kleinen Effekt auf die Struktur des Neu-
tronensterns hat, und die Ndherungen aus Kapitel 2 gerechtfertigt sind. Dies wird sich
in Kapitel 6.2 zeigen. Der Einfluss der Rotation auf die Breite der Spektrallinien wird
in [41] diskutiert. In der Literatur werden noch weitere Messungen der Rotverschiebung
durch Rontgenspektren diskutiert, deren Interpretation ist allerdings nicht eindeutig (z.
B. in Tiengo et al. [133] z = 0,012t8:882 oder z ~ 0,4).

Die andere Gerade entspricht 3 Schwarzschildradien Rg = Q%M fiir eine gegebene Masse
M. Bei einer statischen kugelsymmetrischen Massenverteilung liegt dort die marginal
stabile Bahn, innerhalb derer keine stabilen Kreisbahnen existieren (z. B. [102]). Der
Unterschied zwischen Neutronensternen auf den beiden Seiten der Geraden besteht des-
halb darin, dass Sterne rechts von R = 3Rg eine Liicke zwischen ihrer Oberfliche und
einer moglichen Akkretionsscheibe haben. Dies ist bedeutsam fiir die Beobachtung von
LMXBs, in deren Spektrum man kH Quasi Periodic Oscillations beobachtet [137].
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Abbildung 4.4: Rotverschiebung iiber Masse. Die horizontale Linie entspricht der von
Cottam et al. [45] gemessenen Rotverschiebung von z—0,35 bei EXO 0748-
676.

Im Zusammenhang mit den oben erwahnten Rotverschiebungsmessungen kann man
auch direkt die Rotverschiebung an der Oberfliche iiber der Masse darstellen. In Ab-
bildung 4.4 ist dieses Diagramm gezeigt. Deutlich unterscheiden sich die drei gezeigten
Zustandsgleichungen in der maximal erreichbaren Rotverschiebung. Die Messung einer
hohen Rotverschiebung von iiber 0,55 wiirde demnach die weiche Zustandsgleichung FPS
ausschliefen. Im Bereich von 1,4 Sonnenmassen liegen die Diagramme sehr nahe beieinan-
der, insbesondere die der Zustandsgleichungen APR und SLy4. In diesem Massenbereich
liegen besonders exakte Messungen der Masse von Radiopulsaren in Bindrsystemen vor.
Fiir die Zukunft ist besonders Abbildung 4.5 interessant. Hier wird das Tragheitsmo-
ment iiber der Masse gezeigt. Lyne et al. [93] identifizierten 2003/2004 ein Doppel-
Pulsar-System bestehend aus einem 2,8-s-Pulsar und einem 23-ms-Pulsar in einer 2,4
h Umlaufbahn. Dieses System bietet exzellente Moglichkeiten, die Vorhersagen der All-
gemeinen Relativitdtstheorie zu testen, wie z. B. Gravitationswellenabstrahlung, Peria-
stronverschiebung, Shapiro-Verzogerung (siehe [143]). Insbesondere wird es in einigen
Jahren moglich sein, iber die Spin-Bahn-Kopplung das Tragheitsmoment des schnelleren
Pulsars auf ungefdhr 10% genau zu messen [90], [103]. Die Spin-Bahn-Kopplung mani-
festiert sich in einem Zusatz zur Periastron-Drehung. Die Massen kénnen aus den post-
Keplerschen Parametern sehr genau abgeleitet werden (siehe z. B. [36]). Kramer et al. fan-

den M4 = 1,338+£0,001 M, fiir den Millisekunden-Pulsar und Mg = 1,249 40,001 M,
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Abbildung 4.5: Das Trégheitsmoment langsam rotierender Neutronensterne fiir die Zu-
standsgleichungen FPS, SLy4 und APR.

fiir den mit 2,8 s rotierenden Pulsar [86]. In [86] sind auch die Keplerschen und post-
Keplerschen Parameter aufgelistet. Wie man an Abbildung 4.5 sieht, wiirde eine Messung
des Tragheitsmoment wesentliche Einschrankungen liefern, was die Zustandsgleichung
betrifft. In [21] sind die Tragheitsmomente fiir eine grofse Auswahl an Zustandsgleichun-
gen fiir die beiden Pulsarmassen dargestellt. Eine Messung wiirde demnach Aussagen zur
Steifheit der gesuchten Zustandsgleichung erlauben. Im obigen Diagramm koénnte bei die-
ser Genauigkeit zumindest beziiglich der Zustandsgleichungen FPS und SLy4 bzw. APR
eine Entscheidung getroffen werden. Inwiefern der mit 23 ms rotierende Pulsar noch mit
der Naherung fiir langsam rotierende Neutronensternen behandelt werden kann, wird sich
in Kapitel 6.2 ergeben. Es wird sich zeigen, dass die Abweichungen dufierst gering sind.
Somit konnte die Antwort auf die Frage nach der Zustandsgleichung von dichter kalter
Materie naher riicken. Noch interessanter waren natiirlich Messungen bei noch hoheren
Massen, da sich dort die Tragheitsmomente sehr deutlich unterscheiden. Insbesondere
gibt es fiir jede Zustandsgleichung ein charakteristisches maximales Tragheitsmoment.
Die Zustandsgleichung FPS erreicht nur 1,45 - 10**g em?, was sich deutlich vom maxi-
malen Trigheitsmoment der Zustandsgleichung APR von 2,25 - 104°g em? unterscheidet.
Auffallend ist auch, dass das maximale Tragheitsmoment nicht bei der maximalen Masse
auftritt. Stattdessen nimmt das Trégheitsmoment fiir hohe Massen ab. Dieses Verhalten
ist im Lichte der inversen Masse-Radius-Beziehung verstandlich. Das ,,Abknicken“ des
Tréagheitsmoments bei hohen Massen entspricht in Abbildung 4.3 dem starken Abfall des
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Radius bei hohen Massen jenseits des Bereichs mit anndhernd konstantem Radius.

Eine weitere Moglichkeit das Tragheitsmoment von Neutronensternen abzuschétzen, be-
steht in der Analyse des Krebs-Nebels M 1 (sieche Abbildung 1.1). Der Krebs-Nebel ist
der Uberrest einer im Jahre 1054 n. Chr. explodierten Supernova. Neben den Filamen-
ten des Uberrestes ist auch der Neutronenstern im Zentrum in einem weiten Bereich des
elektromagnetischen Spektrums u. a. im Radiobereich beobachtbar, woraus dessen Rota-
tionsperiode (33 ms) und deren Abbremsung bestimmt werden kann. Die Abnahme der
Rotationsenergie hingt von der Rotationsperiode, der Abbremsung und dem Tragheits-
moment ab. Unter der Annahmen, dass die abgestrahlte Energie die Bewegung des Nebel
verursacht, kann man damit auf das Tragheitsmoment riickschlieffen. Voraussetzung ist
eine Abschitzung der Masse des Nebels, was nur sehr ungenau moglich ist. Bejger et
al. [19] nutzen die Ergebnisse von Fesen et al. [55] von Myepe; = 4,6 M, was zu einem
relativ hohen Trigheitsmoment des ,Crab-Pulsars von 1,93-10% g em? fiihrt, und damit
fiir harte Zustandsgleichungen, wie beispielsweise die APR, spricht. Fiir die obere Gren-
ze von Mpepe; = 6,4 My, ergibt sich sogar ein Trigheitsmoment von 2,68 - 10*°g cm?. In
Anbetracht der grofsen Fehler sind die Ergebnisse jedoch nicht sehr aussagekraftig.

Alle oben gezeigten Resultate sind konsistent mit den Ergebnissen anderer Autoren (z.
B. [47]). Die Genauigkeit des numerischen Verfahrens kann abgeschétzt werden, indem
man die Rechnungen mit verschiedener Feinheit (Schrittweite) laufen laft. Die obigen
Diagramme wurden mit einer Feinheit des Runge-Kutta-Verfahrens von 1 cm errechnet.
Als Startradius, der ungleich null sein muss (sieche Kapitel 4.1), wurde 1 mm gewahlt.
Bei einer Feinheit von 5 cm sind keine Unterschiede zu erkennen, was die Konvergenz des
Verfahrens zeigt.

Es konnten noch eine Reihe anderer Messungen und Beobachtungen besprochen werden,
die alle eine gewisse Aussagekraft beziiglich der Eigenschaften von Neutronensternen
haben, und damit die Zustandsgleichungen einschranken. Dabei werden verschiedenste
Moglichkeiten genutzt, Neutronensterne zu beobachten, denn als Neutronensterne iden-
tifiziert man Radiopulsare, akkretierende Rontgenpulsare, X-ray Burster, anomale Ront-
genpulsare, thermisch schwach strahlende Objekte oder ,unsichtbare” kompakte Objekte,
deren Gravitation auf ein anderes Objekt wirkt. Fiir die Beschreibung einzelner Methoden
bzw. einen Uberblick iiber die verschiedenen Verfahren stehen viele Verdffentlichungen
zur Verfiigung z. B. [88], [76], |36], [83], [89], [140], [60] und [78].

Mit dem Programm runsys neu_profil (auf der beigefiigten CD) koénnen die einzelnen
Werte der Losung des Systems (4.1)-(4.5) bei jedem Iterationsschritt gespeichert werden.
Somit kann man das Profil eines Sternes erzeugen. In Abbildung 4.6 sind die Druck-Profile
der drei Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR gezeigt, einmal fiir einen Stern mit 1,4
Sonnenmassen und einmal fiir einen Stern mit 2,0 Sonnenmassen. Man beachte, dass es
fiir die Zustandsgleichung FPS keinen Stern mit 2,0 Sonnenmassen gibt, da die maximale
Masse von Neutronensternen fiir diese Zustandsgleichung bei ungefédhr 1,8 Sonnenmassen
liegt. In dieser Abbildung spiegelt sich das iiber die Steifheit der Zustandsgleichungen
Gesagte wieder. Die Zustandsgleichung SLy4 ist fiir hohe Dichten (wie bei einem 2,0-
Sonnenmassen-Stern) weicher als die Zustandsgleichung APR und erreicht deshalb im
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4.2 Ergebnisse, Interpretation, Beobachtung, Stabilitit

Zentrum einen héheren Druck, sie ist kompressibler. Fiir den Stern mit 1,4 Sonnenmas-
sen ist der Zentraldruck niedriger, so dass in diesem Bereich die Zustandsgleichung APR
weicher als die Zustandsgleichung SLy4 ist (sieche Abbildung 3.3). Noch weicher als diese
zwei Zustandsgleichungen ist die Zustandsgleichung FPS, die auch einen deutlich héheren
Zentraldruck erreicht, weil sich die Materie am leichtesten verdichten lifst. In Abbildung
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Abbildung 4.6: Der Verlauf des Drucks in einen 1,4 und einem 2,0 Sonnenmassen schwe-
ren Neutronenstern fiir die drei Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und
APR.

4.7 ist fiir die gleichen Sterne der Dichte-Verlauf gezeigt. Die Abfolge der Zentraldichten
entspricht wieder der Steitheit der Zustandsgleichungen. Deutlich erkennt man die Kern-
region der Neutronensterne, die sich bis zu einem Radius von ungeféhr 10 km erstreckt.
In diesem Bereich nimmt die Dichte im Vergleich zur Kruste nur verhaltnisméafig leicht
ab.

Abbildung 4.8 stellt einen Auschnitt des Dichte-Profils fiir die beiden Neutronenster-
ne der Zustandsgleichung APR dar. Weiterhin sind in dieser Abbildung die in Kapitel
3.1 besprochenen Ubergangsdichten eingetragen. Auf der linken Seite ist noch ein Teil
des Kerns mit leicht abnehmendem Dichte-Verlauf zu erkennen. Bei einer Dichte von
1,7-10'g/cm? identifiziert man ein charakteristisches Abknicken des Dichte-Profils, was
den Ubergang zur inneren Kruste markiert. Ebenfalls deutlich zu sehen ist der Ubergang
zur dukeren Kruste bei der neutron drip Dichte von 4,3 - 101t g/cm?. Diese Abbildungen
rechtfertigten die in Kapitel 3.1 beschriebene Einteilung der Sterne in verschiedene Re-
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4 FEigenschaften langsam rotierender Neutronensterne
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Abbildung 4.7: Der Verlauf der Dichte in einen 1,4 und einem 2,0 Sonnenmassen schweren
Neutronenstern fiir die drei Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR.

gionen. Der unterschiedliche Verlauf der Dichte in der Kruste fiir die beiden verschieden
schweren Sterne ist ebenfalls verstdndlich. Der Stern mit der hoheren Zentraldichte (2,0
Sonnenmassen) besitzt einen kompakteren Kern, das heifit eine hohere Kernmasse bei
entsprechendem Radius. Dies sorgt dafiir, dass die Kruste starker gebunden und somit
verdichtet wird, und erklart den steileren Verlauf des Dichte-Profils dieses Sterns. Damit
wird auch die inverse Masse-Radius-Beziehung anschaulich klar.

Ebenso wie die thermodynamischen Grofen kann man natiirlich auch den Verlauf der
metrischen Funktionen darstellen. Gerade die Grofe des frame-dragging-Effekts, der erst
in einer allgemein relativistischen Behandlung auftritt, ist dabei von Interesse. Wie sich
aus den obigen Gleichungen ergibt, ist die Differenz der Winkelgeschwindigkeiten co(r)
nur bis auf eine Konstante bestimmt. Diese Konstante errechnet sich aus der Winkel-
geschwindigkeit 0 des Sterns beobachtet im Unendlichen (siche Gleichung (4.14)). Un-
ter www.atnf.csiro.au/research /pulsar/psrcat/ stehen die Daten von iiber 1500 Pulsar-
Beobachtungen zur Verfiigung. Wie man in Abbildung 4.9 sieht, kann man im Wesentli-
chen zwei Gruppen von Pulsar-Beobachtungen unterscheiden. Die Mehrzahl der beobach-
teten Pulsare gruppiert sich bei einer Rotationsperiode von 1 s. Eine kleinere Anzahl be-
findet sich im Bereich von einigen Millisekunden, die sogenannten Millisekunden-Pulsare.
Aus diesem Grund wird die Winkelgeschwindigkeit Q@ = 27 1/s gewéhlt. Abbildung
(4.10) zeigt die Winkelgeschwindigkeit w des Lokalen Inertialsystems fiir einen Neutro-
nenstern mit 1,4 Sonnenmassen. Dabei wurde die Zustandsgleichng SLy4 gewéhlt. Der
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Abbildung 4.8: Der Dichte-Verlauf in der Kruste fiir die Zustandsgleichung APR. Gezeigt
ist ein Stern mit 1,4 Sonnenmassen und ein Stern mit 2,0 Sonnenmas-
sen. Auferdem sind die in Kapitel 3.1 angegebenen Ubergangsdichten
eingetragen.

Stern hat einen Radius von 11,72 km und ein Trigheitsmoment von 1,37 - 10%g cm?.

Das Iterationsverfahren liefert fiir w;(R) = 1,588 1/s und damit ergibt sich nach (4.14)
wo = 2w - 0,550 1/s. Aus Abbildung 4.10 wird ersichtlich, dass das frame-dragging bei
Neutronensternen nicht zu vernachléssigen ist. Die Winkelgeschwindigkeit des Lokalen
Inertialsystems im Zentrum des Sterns betriagt 27 - 0,45 1/s und damit 45 % der Win-
kelgeschwindigkeit €2. An der Oberfliche des Sterns betrdgt die Winkelgeschwindigkeit
immerhin noch 0,79 1/s, was 12,6 % der beobachteten Winkelgeschwindigkeit 2 ent-
spricht. Dies bedeutet, auch an der Oberflache ist der Effekt des frame-draggings noch
vorhanden. Aufserdem ist in Abbildung 4.10 der Verlauf der Winkelgeschwindigkeit w im
Aufsenraum des Sterns dargestellt, der analytisch gegeben ist durch w(r) = 2352

Die beiden metrischen Funktionen e2(") und e~2*(") fiir diesen Stern werden in Abbildung
4.11 gezeigt. Es wird der Kehrwert von e} dargestellt, um zu sehen, wie sich die beiden
Funktionen im Aufsenraum vereinigen. Gut erkennt man, wie sich die beiden metrischen

Funktionen stetig an die Aufenraumlésung e2(") —2A(r) =1 — QCGTQ/‘[ anschlieffen.

=€
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Abbildung 4.9: Die Rotationsperiode und deren Abbremsung aus iiber 1500 Pulsar-
Beobachtungen. Dieses Diagramm wurde mit Daten erzeugt, die unter
www.atnf.csiro.au/research /pulsar/psrcat/ erhéltlich sind.
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Abbildung 4.10: Die metrische Funktion w beschreibt das frame-dragging. Gezeigt ist
der Verlauf von w(r) fiir einen 1,4-Sonnenmassen-Stern der Zustands-
gleichung SLy4. Die im Unendlichen beobachtete Winkelgeschwindigkeit
Q des Sterns betrigt 27+ 1/s. Die numerische Losung geht an der Ober-
flache des Sterns in die analytische Losung {iber.
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Abbildung 4.11: Darstellung der metrischen Funktionen e? und e?* eines 1,4-

Sonnenmassen-Sterns der Zustandsgleichung SLy4. Aufserhalb des
Sterns ist die analytische Losung dargestellt, die sich aus der
Schwarzschild-Metrik ergibt.
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5 Stellare Strukturgleichungen

In den vorherigen Kapiteln wurden ausschlieflich langsam rotierende Neutronensterne
behandelt. Wie man jedoch in Abbildung 4.9 sieht, rotieren einige Pulsare mit Perioden
von wenigen Millisekunden. Um zu entscheiden, welche Sterne mit der oben abgelei-
teten Ndherungsmethode behandelt werden diirfen, miissen allgemeine stellare Struk-
turgleichungen hergeleitet werden, mit denen man FEigenschaften von beliebig schnell
rotierenden Sternen berechnen kann. Mit der Losung des vollen Problems kann man
dann unter anderem durch Vergleich den Giiltigkeitsbereich der Tolman-Oppenheimer-
Volkoff-Gleichungen erschlieften und angeben, was tatséchlich unter ,langsam* rotierend
zu verstehen ist. Es wird wieder angenommen, dass das Gravitationsfeld von einer ach-
sensymmetrischen und stationdren Metrik beschrieben wird.

Zur Herleitung der stellaren Strukturgleichungen wird der sogenannte 3+ 1-Split verwen-
det. Aus diesem Grund wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels diese Methode, die
Einstein-Gleichungen zu berechnen, vorgestellt. Im néchsten Abschnitt sollen dann die
stellaren Strukturgleichungen abgeleitet werden. In den darauffolgenden Unterkapiteln
wird gezeigt, wie sich diese Gleichungen auf die Gleichungen der langsamen Rotation
reduzieren, und dass diese Gleichungen &quivalent zu anderen Varianten von stellaren
Strukturgleichungen sind.

5.1 3+1-Split

Der 3+1-Split stellt den Versuch dar, die Allgemeine Relativitéatstheorie als Anfangswert-
problem zu formulieren mit der Absicht, die Einstein-Gleichungen numerisch besser 16sen
zu kénnen. Dabei ergeben sich im strukturellen Aufbau dieses Formalismuses Ahnlichkei-
ten mit der Hamiltonschen Mechanik und der Elektrodynamik. Der 3-++1-Split wird auch
ADM-Formalismus genannt nach Arnowitt, Deser und Misner [9].

In Walds Buch [138] wird beschrieben, unter welchen Bedingungen eine Theorie als An-
fangswertproblem beschrieben werden kann. Dort wird auch gezeigt, dass dies fiir die
Allgemeine Relativitdtstheorie moglich ist. Im Allgemeinen sucht man eine Form der
entsprechenden Gleichungen derart, dass die zweite partielle Zeit-Ableitung einer dyna-
mischen Variablen durch eine Funktion der zweiten rdumlichen Ableitungen, der ersten
Ableitungen und der Variablen selbst gegeben ist. Dabei sind besondere Anforderungen
an diese Funktion zu stellen. Es ergibt sich jedoch das Problem, dass nicht alle Kompo-
nenten der Einsteinschen Feldgleichungen zweite Zeit-Ableitungen enthalten [142]. Diese
Komponenten miissen jedoch trotzdem erfiillt sein. Hier ergibt sich die Analogie zur
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5 Stellare Strukturgleichungen

Elektrodynamik, denn auch dort ergeben sich sogenannte constraint-Gleichungen (im
Vakuum V-E = 0 und V- B = 0). Dieses Verhalten ist typisch fiir Theorien mit Eichfrei-
heitsgraden. Die constraint-Gleichungen der Allgemeinen Relativitétstheorie sind durch
die Komponenten Ggg und Gp; der Feldgleichungen gegeben. Man beachte, dass G,
symmetrisch ist. Es verbleiben 6 Evolutionsgleichungen, entsprechend den 6 raumlichen
Komponenten der Feldgleichungen.

Fiir die konkrete Formulierung des Anfangswertproblems der Allgemeinen Relativitéts-
theorie wird die Raumzeit in raumartige Hyperflachen mit konstanter (Koordinaten-)Zeit
t zerlegt (siehe Abbildung 5.1). Diese Aufspaltung der Raumzeit erklart den Namen 3+ 1-
Split. Dabei sind die einzelnen Hyperflachen (auch Zeit-Schnitte genannt) mit den rdum-
lichen Koordinaten z!, 22 und 2® eindeutig einem bestimmten Wert t zugeordnet. Die
Zeit wird jetzt wie in der Klassischen Mechanik als Parameter verwendet. Dies léfit schon
die Struktur eines Anfangswertproblems erkennen, indem man sich in der Zeit von einer
Hyperfliche zur néchsten bewegt. In Abbildung 5.1 sind zwei benachbarte Punkte A und
B einer Raumzeit dargestellt, die sich in zwei benachbarten Hyperflaichen befinden. Die
Raumzeit wird durch die 4-Metrik

ds® = —a’dt? + vi;(da’ + B'dt)(da! + 3 dt) (5.1)

beschrieben. Betrachtet man zwei benachbarte Punkte C und B, die sich auf derselben
Hyperflache befinden, so sicht man, dass die 4-Metrik (5.1) eine 3-Metrik der Hyperfla-
che induziert. Diese 3-Metrik entspricht dem rdaumlichen Anteil ~;; der 4-Metrik, wobei
t=const. einzusetzten ist. Der Ubergang von der einen Hyperfliche zur anderen wird
durch die sogenannte Lapse-Funktion oder auch Rotverschiebungsfunktion o vermittelt.
Diese gibt die Eigenzeit eines Beobachters (Eulerscher Beobachter) an, der sich entlang
des zeitartigen 4-Normalen-Vektors n der Hyperfliche von der einen zur anderen Hyper-
fliche bewegt. 3! schlieflich ist der sogenannte Verschiebung- oder Shift-Vektor. Dieser
3-Vektor beschreibt die Verschiebung der raumlichen Koordinaten von Schnitt zu Schnitt.
Man kann die Grofen o und 3 als Variablen betrachten, die die zeitliche Entwicklung
der Koordinaten angeben. Der Shift-Vektor 3% ist eine 3-Geschwindigkeit der raumli-
chen Koordinaten gegeniiber dem Eulerschen Beobachter bzw. umgekehrt ist —3° die
3-Geschwindigkeit des Eulerschen Beobachters im Koordinatensystem. Man kann zeigen,
dass der zur Form dt duale Vektor ¢ sich schreibt als ¢ = 9, = an + 3, dabei wird ¢
oftmals als Fluf der Zeit* interpretiert [16], [66], [36], [134], [125], [138]. In all diesen Re-
ferenzen, die sich auf den gesamten Abschnitt beziehen, findet man weitere Erklarungen
und Hinweise zum 3-+1-Split.

Als dynamische Variable des Anfangswertproblems wéhlt man nun die 3-Metrik der Hy-
perflache ~;;, die 6 unabhéngige Komponenten besitzt (Symmetrie). Die dufere Kriim-
mung K;; einer Hyperfliche ist definiert als

1

1 1
Kij = —5Lnvij = 5 (Lavij — Levig) = 55 Bisg + Bii = Ovvig) (5.2)

mit der Lie-Ableitung L,, der 3-Metrik entlang des Vektor mn, dabei wurde die obige
Zerlegung und die Definition der Lie-Ableitung genutzt. Durch die &ufsere Kriimmung
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5.1 3+1-Split

Abbildung 5.1: Konstruktion der Hyperflichen t=const. im 341-Split mit Normalen-
Vektor und Verschiebungs-Vektor (Abbildung aus [119]).

wird die Einbettung der Hyperfliche im hoher-dimensionalen Raum beschrieben und
man kann sie als ,Zeit-Ableitung® der 3-Metrik interpretieren [138|, [125]. Analog zur
Hamiltonschen Mechanik w&hlt man die duflere Kriimmung als zur 3-Metrik konjugier-
te Variable. Schreibt man nun die Einsteinschen Feldgleichungen in diesen Variablen
[36], [66], [49], ergeben sich 4 constraint-Gleichungen und 6 Evolutionsgleichungen. Die
constraint-Gleichungen

—8rTyi = D;K7; — D;K%; (5.3)
167Toy = R+ [Tr(K)]? — Tr(K?) (5.4)
beziehungsweise
1— 1
Roo = ~Aa+ E(at — Lg)Tr(K) — Tr(K?) (5.5)

ergeben sich aus den Go,-Komponenten der Feldgleichungen, wobei sich iiberstrichene
Grofen auf 3-Tensoren beziehen, D; die kovariante Ableitung, A = D?D; den Laplace-
Operator und T'r die Spur einer Grofse bezeichnet. Diese Gleichungen miissen auf jeder
Hyperflache erfiillt sein. Aus dem rdumlichen Anteil der Feldgleichungen ergibt sich

_ 1 1
Rz‘j = Rij — Q(KZ)Z']‘ + TT(K)Kij — a(DZ &® Dj)oz — a((at — E@)K)ij. (5.6)

Diese Gleichungen bilden zusammen mit der Definition der duferen Kriimmung (5.2)
die Evolutionsgleichungen. Man findet in jeder Gleichung einen Term, der die zeitliche
Ableitung einer der dynamischen Variablen beschreibt. Obwohl diese Gleichungen nicht
exakt von der oben beschriebenen Struktur sind, kénnen sie doch integriert werden, wenn
man geeignete Anfangsdaten zu Grunde legt. Es 14t sich zeigen, dass die constraint-
Gleichungen immer erfiillt sind, wenn sie zum Anfangszeitpunkt erfiillt sind, &hnlich der
Elektrodynamik. Dies gilt zumindest analytisch als Konsequenz der Bianchi-Identitaten,
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5 Stellare Strukturgleichungen

ist aber bei numerischen Losungen unklar [134].

Verwendet man dieses System von Gleichungen als Anfangswertproblem fiir ;; und K,
so werden die Lapse-Funkton o und der Verschiebungsvektor 3 durch diese Gleichungen
nicht bestimmt, obwohl sie in diese Gleichungen eingehen. Der physikalische Hintergrund
dieser Tatsache besteht in der Eichfreiheit der Theorie. Die Grofen o und 3° beschrei-
ben die zeitliche Entwicklung des Koordinatensystems, welches nicht durch die Einstein-
Gleichungen gegeben ist. Gerade dies ist der Gehalt der Einsteinschen Theorie. Diese vier
Grofsen miissen durch Koordinatenbedingungen spezifiziert werden, die bei der Integra-
tion der obigen Gleichungen zu beriicksichtigen sind [134], [119], [16]. Eine Losung dieses
Anfangswertproblems bestimmt die 4-Gréfsen {iber die obigen Gleichungen vollsténdig.

5.2 Herleitung der stellaren Strukturgleichungen

In diesem Kapitel sollen die Gleichungen des 3+1-Splits (5.2) bis (5.6) genutzt werden,
um stellare Strukturgleichungen fiir beliebig schnell rotierende Objekte herzuleiten. Der
3-+1-Split wird nicht verwendet, um ein Anfangswertproblem zu lésen, sondern um méog-
lichst elegant die Einstein-Gleichungen zu berechnen. Eine ,herkémmliche* Herleitung
wére ein duferst aufwendiges Unterfangen (siehe zum Beispiel [140]).

Man geht wieder davon aus, dass das Problem durch eine achsensymmetrische und sta-
tiondre Raumzeit beschrieben wird, deren Metrik als

ds® = —e*dt? + e*¥(dp — wdt)? + e*2(da?)? + 3 (da®)? (5.7)

geschrieben werden kann [26], [138], [82], [15]. Darin treten die metrischen Funktionen v,
¥, w, po und pg auf, die alle aufgrund der Symmetrien des Problems (Achsensymmetrie
und Stationaritét) Funktionen allein von  und 6 sind. Durch diese Wahl verbleibt noch
ein Eichfreiheitsgrad. Die metrische Funktion e?¥ besitzt eine besonders anschauliche In-
terpretation als Eigen-Zylinderradius, was man leicht an der Metrik abliest. Die Aufgabe
besteht nun darin, die einzelnen Gréfen, die in den Gleichungen (5.2) bis (5.6) auftreten,
fiir die Metrik (5.7) zu berechnen also den dreidimensionalen Ricci-Tensor, die kovariante
Hesse-Matrix der Lapse-Funktion, die dufere Kriimmung und einige davon abgeleitete
Grofsen. Das Vorgehen wird in der folgenden Skizze verdeutlicht.

2
Lapse-Fkt. K, Tr(K), K7, constraint-,

2
A Motrik | 2P, | o b Vektor | 2emechnen, ?‘%‘ % aZK}( zsamner | v mamische
3-Metrik pl, Tr(LpK), S| Gleichungen

Hess(N), ®) R,

Um die Rechnung {ibersichtlicher zu gestalten, wird folgende Notation eingefiihrt:

A als kovarianter Laplace-Operator des 3-D-Unterraums
Va4=e M40y,
R=c¢¥
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5.2 Herleitung der stellaren Strukturgleichungen

Uy =e HA(04¢) = V1.

Der Index A lauft dabei stets iiber A = 2,3. Durch den Vergleich des Ansatzes (5.7) mit
der Metrik (5.1) kann man die Lapse-Funktion «, den Verschiebungs-Vektor 3 und die
3-Metrik v;; ablesen. Man findet

a = ¢ (5.8)

/8 = (_wewaovo)

fiir die Lapse-Funktion bzw. den Verschiebungs-Vektor im orthonormierten System (siehe
unten). Zur Berechnung des Ricci-Tensors wird wieder der Cartan-Formalismus verwen-
det analog dem Vorgehen in Kapitel 2.1. Fiir die durch (5.7) induzierte 3-Metrik ergeben
sich die Basis-1-Formen

0r = eVdp (5.10)
02 = er2da? (5.11)
03 = etsda® (5.12)

mit den entsprechenden Basis-Vektoren

er = e %o, (5.13)
es = e M0y (5.14)
e3 = e M30s. (515)

Daraus berechnet man die dufseren Ableitungen der Basis-1-Formen

o' = (82¢)6¢d$2 A dyp + (33¢)6¢dx3 Adp
Va1pf% A 01 4 V31p03 A 61
= Va0 A Q!

1

= R(VAR)GA A 9t (5.16)

de? = "2 (d3pp)dxd A da?

= e M3 (O3p0)0° A 6>

= (Viaua)6> A 62

= e H2(V3e2)03 A 62 (5.17)
do® = '3 (douz)da® A da®

= e 2(Dyu3)0* A O?

= (Vauz)0* A 6>

e M3 (Vaet3)0? A 6, (5.18)

die man nutzen kann, um mit Hilfe der ersten Cartanschen Strukturgleichung df® =
—wij A 67 die Zusammenhangsformen wij abzuleiten. Dabei wurden die Invertierungen
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5 Stellare Strukturgleichungen

der Basis-1-Formen (5.10)-(5.12) eingesetzt. Leicht liest man entsprechende Ansétze fiir
die Zusammenhangsformen ab, wenn man die drei Gleichungen explizit ausschreibt. Es

ergibt sich:

ot = —wh A —wiz A3
(Va))0% A 0" + (V310)0% A 0"
= —(Va)0" A 6> — (V5p)0" A 67

Ansatz: wla = (Va)ot = %(VAR)Q1 + eine beliebige Fkt. von o4
=F

Es wird vorerst die Funktion F' = 0 gesetzt.

d? = —w? A0 — w2 AP TE 2 03
= (V3u2)93 A 62
= —(V3M2)92 A 63

Ansatz: w?3 = (V3p2)6? + eine Fkt. von 63

A3 = —W3 A0 — w3y A G2 TED _B, A 02
= (V2u3)92 A 63
= —(V2M3)93 A 62

Ansatz: w3y = (Vaus3) + eine Fkt von 62
Eine Kombination der letzten beiden Ansétze liefert
w?s = (Vspi2)0* — (Vapi3)6°.
Und man sieht, dass tatséachlich F' = 0 gesetzt werden kann, womit man

wha = (Va0)0t

(5.19)

(5.20)

erhélt. Diese Zusammenhangsformen erfiillen die erste Cartansche Strukturgleichung.
Mit Hilfe der Basis-1-Formen (5.10)-(5.12) schreiben sich die Zusammenhangsformen

schlieflich als

(Vaih)eVdp = (VoR)dy
(Vap)eVdp = (VsR)dyp

Wiy = (Vipg)e!2dz? — (Vaus)e?da®
(V3el2)dz? — (Vaets)da®.

w9 =

w3 =

o6

(5.21)

(5.23)
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Nun ist die dufiere Ableitung dieser Zusammenhangsformen zu berechnen. Man findet

dw'y = 0a[VaR]dz™ Adp
= Oale "2e?(0p0))dz" A dip

= %VA(R%W‘ N (5.24)
1
dw's = EVA(R\Ilg)HA A @' (analog) (5.25)
dw?s = [(Vaua)e!2]da® A dx® — 0o[(Vaus)e!s]da? A da?

[83(Vge“2) + 62(V26H3)]€_M26_M3¢93 A 62
= [6_”2V3(V36‘u'2) + 6_“3VQ(VQ€‘U'3)]93 VAN 6>
[e7M2V3(el2(Vapa)) + e M3V (e!3 (Vaus))]0 A 62, (5.26)

wobei im letzten Schritt jeweils wieder die invertierten Basis-1-Formen eingesetzt wur-
den. Die zweite Cartansche Strukturgleichung '; = dw'; + w', A W"; bestimmt die
Kriimmungs-2-Formen, die sich im einzelnen schreiben als

Ol

0?3

1 1

EVA(R\IJQ)QA NG+ E(%R)el A [(Vapz)8® — (Vspz)6?]

1 1 1

EVA(R\IIQ)HA NG+ E(vg,}z)(vww? At — E(vg,R)(vW,)e3 A O

[%VQ(R%) + U3(Vap2)]0% A 0L + [%vg(}wg) — W3(Vaus)|6® A6 (5.27)

%VA(R\IJ;»,)QA AL+ (V)0 A [(V3p2)0% — (Vaps)6?]

[%V:;(R\I/g) + qu(VQ,LLg)]QS N + [%VQ(R\IIi;) — \IIQ(V3/J,2)]92 A6t (5.28)

du)23

[e7H2V3(el2 (Vi) + e H3 Vo (eH3 (Vaus))]03 A 62, (5.29)

Nun kann der 3-Ricci-Tensor Eij mit diesen Kriimmungs-2-Formen berechnet werden.

Mit

=

i = " (en, €)) (5.30)
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5 Stellare Strukturgleichungen

ergeben sich die 6 unabhangigen Komponenten

E11

Ri
Ris
E22

= Q% (e2,e1) + Q1 (e3, 1)
1 1
= g Va(lt¥2) — U3(Vapz) — L Vs(RYs) — Wa(Vaus)

= 921(62, 62) + 931(63, 62) =0
= % (ez,e3) + Q%1 (e3,e3) =0
= Qly(er,ea) + Q32(e3, €2)

1
=~ Va(R¥2) — Us(Vspur)

—e 12V5(eM*(Vspz)) — e Vo (el (Vaps))

= Qly(er, e3) + Da(es, e3)
= L Vy(RE) + Uy(Va)
= Q'3(er,e3) + Q%3(e2, €3)
= —lvs(R‘I’:a) — Uy(Vaus)

R
—e M2V 3(eM2(V3pg)) — e H3Vo(eH3 (Vaus)).

Damit kann man den Ricci-Skalar zusammensetzen. Man erhalt

R

Ri1 + Ros + Rss

1 1
—Q[EVz(R‘Ib) + U3(Vapuz) + Evz(R‘If?)) + Wa(Vausz)]
—2[e7"? V(e (Vapuz)) + e V(e (Vaus))]

=A(p2,13)

mit der Definition von A(use, pus), die die letzte Zeile abkiirzt.
Um den 4-dimensionalen Ricci-Tensor zusammenzusetzen, fehlen noch einige Grofen, die
von der dufferen Kriimmung bzw. dem Shift-Vektor und der Lapse-Funktion abhidngen
(siche Gleichungen (5.3) bis (5.6)).

Die dufere Kriimmung ist definiert nach Gleichung (5.2) als

1
K;; = %(ﬁm + Bj.i),

(5.31)

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

denn die metrischen Funktionen sind zeitunabhéngig. Darin tritt die kovariante Ableitung
des Shift-Vektors auf. In dem hier verwendeten Formalismus gilt 3;.; = e;(5;) —w™i(e;)6n,
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5.2 Herleitung der stellaren Strukturgleichungen

so dass sich mit dem Shift-Vektor (5.9) die einzelnen Komponenten

a1 = 0 (5.39)
Bia = eaBr) = e M20y(—we?) = —(Vowe¥) = —(Vaw)e? — w(Vae?)  (5.40)
Bz = e3(fr) = 67“383(—&}61’0) =— ngew) = —(Vaw)e¥ — w(V36¢) (5.41)
Boq = —wha(e1)pr = (Vay)we? = w(Vae) (5.42)
Ba.2 = e2(0) — w12(€2),31 =0 (5.43)
Prz = e3(0) —w'a(es)Br =0 (5.44)
Bz = —wlsler)pr = (Vsy)we? = w(Vse’) (5.45)
Bz2 = e2(0) —w's(e2)Be = (5.46)
B3z = e3(0) —w's(e3)fs =0 (5.47)
ergeben. Damit setzt man die dufsere Kriimmung
1 0 Vaow Vsw
K;; = —%R Vow 0 0 (5.48)
Vsw 0 0

zusammen. Man sieht, dass die Spur der duReren Kriimmung Tr(K;;) = K% = 0 ver-
schwindet. Weiter findet man

R? (Vaw)? + (V3w)? 0 0
(K?);; = 1z 0 (Vaw)?  (Vaw)(V3w) (5.49)
0 (ng)(v;gw) (ng)2
und damit
Tr(I?) = 2 (Va)? + (V)] (5.50)

Die Lie-Ableitung eines Tensors zweiter Stufe besitzt in der Koordinaten-Basis die be-
sonders einfache Darstellung

) (Laey g P K )iy = B K, pm + B RG, F g + B g, (B gn (5.51)

da sich alle auftretenden Christoffelsymbole gegenseitig autheben [102]|. Die hier einge-
henden Gréfen miissen dabei natiirlich ebenfalls in der Koordinaten-Basis vorliegen, was
die Markierung (K) verdeutlichen soll. Aus diesem Grund werden die dufsere Krimmung
K und der Shift-Vektor 3 transformiert. Es gilt

K=FK;0'®6¢ = B K, d' ® da?, (5.52)
woraus
1 0 e"?Vow e*3Vaw
KR = —27}22 e2Vow 0 0

@ \emVaw 0 0
1 0 (82w) (83(4))

= —2—R2 (Oow) 0 0 (5.53)
@ (Bsw) 0 0
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5 Stellare Strukturgleichungen
folgt. Fiir den Shift-Vektor liest man aus
B =pitt =T pida’ = gle; = K)o, (5.54)
die Komponenten in Koordinaten-Darstellung
(K)gi = (—w,0,0) (5.55)

ab, was sich auch direkt durch Vergleich aus der Metrik ergibt. Die obige Gleichung (5.51)
nutzend erhélt man fiir die Komponenten der Lie-Ableitung

S (LiogK) = 0 (5.56)

(K)(&K)ﬁ(K)K)12 =0 (5.57)

Ly g K3 = 0 (5.58)

3 13 .

BN (Lo g K)p = —(K)K21(82w)—(K)Klg(agw):éRQ(agw)Q (5.59)
1

Lo g T K )as = —(K)Kgl(agw)—(K)K13(82w):aRQ(agw)(agw) (5.60)
1

Lo g T K)gs = —T K31 (03w) — T K13(05w) = 532(3300)2‘ (5.61)

Die Symmetrie der Lie-Ableitung ist in Gleichung (5.51) offensichtlich. Mit der Riick-
transformation

EﬁK = (K) (ﬁﬁK)de}Z & de? = (EgK)wHZ X 67 (5.62)
ergibt sich schliefslich im orthonormierten System das Ergebnis

1 0 0 0
(ﬁﬁK)ij = *RZ 0 (v2w)2 (ng)(V3w) . (5.63)
“N0 (Vaw)(Vaw)  (Vaw)?

Die Spur der Lie-Ableitung ist damit

2
Tr(LgK) = R

(0%

[(Vaw)? + (V3w)?]. (5.64)

Auferdem wird die kovariante Divergenz der dufieren Krimmung benétigt (D - K); =
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5.2 Herleitung der stellaren Strukturgleichungen

D;K J;, deren Komponeten durch

(D-K)1 = DiK'Y+ DyK?* + D3K*
= e(KY) —whi(e) KL, +wli(e)K
+ea(K?1) — w™i(e2) K2, + Wiy (62)
+e3(K31) — w™i(e3) K2, + Wiy (e VK

= (Vad)( 5 (V) + (Vat) (~ 5o )(Vaw) + V(=

+(V3u2)(—%(V3W)) + (Vapus)(—
— —g(ww)(ww) - %VA[S(VAW)]
—%[(Vsuz)(v?)w) + (Vauz)(Vaw)]
(D-K), = D1K12+D2K22+D3K32
= e(K'9) —ws(e)) K'n +w'n(en) K
+€2(K2 ) —w 2(62)K2n + w2 (62)
+€3(K32) —w Q(GS)KBn + 0’ n(eg) K
= 0
(D-K)s = 0 (analog)

2a

%w»

(T aw))

(5.65)

gegeben sind. Es bleibt jetzt noch die kovariante Hesse-Matrix (H(«));; := (D; ® Dj)a

zu berechnen. Der Gradient der Lapse-Funktion ist

Dia = e(a)=0

Dya = ey(a) =e "2 (ha) = Vi
Dsa = 63(0() =e M (83&) = V3sa.

Hiermit kann man die Komponenten

)+ (V3pu2)(Via
) — (V3pu2)(Vaa

) = (Vaus3)(Via

Dy (Ds«) e1(Dia) —w™i(e1)Dpa = (Va)(Vaa)
Di(Dya) = —w"s(e1)Dpa=0

Di(Dsa) = 0

Dy(Dia) = —w"i(e2)Dpar=0

Dy(Doar) = ea(Vaa) — w™a(e2)Dpa = Vao(Vaa
Dy(D3a) = ex(Vza) —w"3(e2)Dpa = Va(Vaa
Ds(Dia) = e3(0) —w™i(e3)Dpar =0

D3(Dia) = e3(Vaa) —w™a(e3)Dpa = Vi (Vaa
Ds3(Dsa) = e3(Vsa) —w"3(e3)Dpa = Vi(Vsa

)+ (Vapus)(Vaa

)
)

)
)

berechnen, woran man leicht den kovarianten Laplace-Operator der Hyperflache als Spur
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5 Stellare Strukturgleichungen

der Hesse-Matrix ablesen kann. Man hat

Ra=Tr(H@) = (Vo)) (Vaa) + (V31)(Vsa) + Va(Vaa) (5.80)

+(Vsp2)(Vsa) + V3(Via) + (Vapus)(Vaa). (5.81)

Damit sind nun alle Einzelterme abgeleitet, um den 4-Ricci-Tensor nach den Gleichungen
(5.3) bis (5.6) zusammenzusetzen. Es ergeben sich die Komponenten

Roo

Ro1

Rz
Ros3

Ris
Ri3

R

Ros

Rs3

[N § 2 2

EAO( — ﬁ[(VQW) + (ng) ]

((VA0)(Va) + Va(Va) + (Vari2) (V) + (Vaps) (V20)

a0 (5.8

%D - [ng] (5.83)

B @@ a) + LAl (Va0

oo (Vgpa) (V) + (Vaps) (Vaw) (589

0 (5.85)

0 (5.86)

—%VA(R\I’A) — U3(Vapa) — Va(Vaps)

L) (a0 (587)
(5.88)

0 (5.89)

1 R?

1
— V2(RY2) = W3(Vsuz) — Alpz, p3) + ﬁ(VW)Z = - Va(Vaa)

- (Va2) (V) (5:90)

1 R? 1
—RV:J,(R\IJQ) + W3 (Vaus) + E(V;z,w)(ng) + aVQ(VgO[)

—é(v3ﬂ2)(v2a) (5.91)
1 R? 5 1

*EV?)(R‘I’S) — Wy (Vapusz) — A(pz, p3) + @(V%)) - an(Vga)

(Vo) (V20). (5.92)

Man nutzt die Einsteinschen Feldgleichungen in der Form R, = 87G(T},, — % 9w T) und
sucht Kombinationen von Komponenten des Ricci-Tensors, die das numerische Losen
der resultierenden Gleichungen moglichst einfach machen. Numerisch von Vorteil sind
Gleichungen, in denen die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung nur einer metrischen
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Funktion enthalten sind. Ansonsten sollten nur quadratische Terme der Ableitungen ers-
ter Ordnung der iibrigen metrischen Funktionen auftreten. Hinweise zur Numerik findet
man in [26].

Die Komponete Rgg liefert eine verallgemeinerte Version der Poisson-Gleichung

1—  R? 5 1

was man am Auftreten des kovarianten Laplace-Operators erkennt, der auf das Gravita-
tionspotential bzw. die Lapse-Funktion wirkt. Aus der constraint-Gleichung Ry findet
man die frame-dragging-Gleichung

D - [SVw] = 167TGT01, (5.94)

die sich durch Entwicklung auf die in Kapitel 2 gefundene Gleichung der langsamen
Rotation reduzieren 1i#t (siehe Abschnitt 5.4). Eine Gleichung fiir den Zylinderradius e¥
ergibt sich aus der Komponente —R;; als

1 R? 1 1
—VA(RY 4) + W A(Vaup) + ﬁ(VAw)Q + E(V,M/J)(VAO&) = -87G(Tn — =T)

R 2
(5.95)
mit A # B. Die letzte Gleichung wird durch die Kombination Rgy — Ri1 + Roo + Rs3
gebildet und lautet

2

R 2
—2A(p2, p3) + TQQ(VAW)Q + a(VA@Z))(VAOZ) = 87G(Too — Th1 + Tao + T33).| (5.96)

Diese gesamte Herleitung beinhaltet noch einen Eichfreiheitsgrad. Durch die Festlegung
w2 = p3 = p (isotrope Eichung) wird der in der letzten Gleichung auftretende Operator
(Definition auf Seite 58) besonders einfach, nimlich A(ug, p3) = A(p, ) = e 2194 p.
Alle vier Gleichungen sind elliptische partielle Differentialgleichungen, die sich auch als
Divergenz-Gleichungen schreiben lassen. Die Quellterme auf der rechten Seite der Glei-
chungen (5.93) bis (5.96) sind durch die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors ge-
geben. Diese Komponenten werden in Anhang C hergeleitet. Fiir ein ideales Gas ergibt
sich

Too = ~*(e+ PV?) (5.97)
T = —*V(e+P) (5.98)
T = 4P +ev?) (5.99)
Tey = Tz3=P (5.100)
T = Tr(Tw)=—€e+3P. (5.101)

Die hierin auftretende Gréke V ist definiert als V = ¥ (€ —w) 1 und kann als Geschwin-
digkeit der Materie beobachtet vom ZAMO (Zero Angular Momentum Observer) inter-
pretiert werden (siehe Anhang C). Auerdem gilt 72 = ﬁ analog dem Lorentz-Faktor
in der Speziellen Relativitétstheorie.
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5.3 Hydrostatisches Gleichgewicht

Nachdem im vorherigen Kapitel die Bestimmungsgleichungen der metrischen Funktionen
hergeleitet wurden, fehlt zur Losung des vollen Problems noch eine Gleichung, die das
hydrostatische Gleichgewicht ausdriickt. Diese bestimmt den Verlauf des Drucks bzw. der
Dichte, die iiber die Zustandsgleichung verbunden sind. Analog der Rechnung im Fall der
langsamen Rotation ergibt sich diese Gleichung aus dem Verschwinden der Divergenz des
Energie-Impuls-Tensors. Die Rechnung wird fiir die Metrik (5.7) in der Koordinaten-Basis
in isotroper Eichung (u2 = ps = p) ausgefithrt. Dann kann die Divergenz des Energie-
Impuls-Tensors geschrieben werden als

1
vy
mit der Determinanten g der Metrik (siche z. B. [35]). Man betrachtet die Komponente
mit p = 2. Fiir die Determinante findet man g = —e?*+2¥*4 ynd damit \/—¢g = e’ V121,

Es miissen nur 5 Christoffelsymbole bestimmt werden entsprechend den 5 nicht verschwin-
denden Komponenten des Energie-Impuls-Tensors. Man berechnet

1

., 0y (V=gT*) +T%5 T (5.102)

2, = —56—2“82(&6%—62”) (5.103)
1

r3, = 56_2“82@)6%) (5.104)

2, = —(Oap)e®¥=2¢ (5.105)

I3, = (%p) (5.106)

I3 = (). (5.107)

Nun kann man Gleichung (5.102) fiir p = 2 zusammensetzen. Indem man mit e?* multi-
pliziert, findet man

0 = e V7Y, [eV+¢p] + FgATU)‘62“
= (0o)P + (029)) P + (82P)
5B — )] [(e + Pl — P
—1—2[%82@6211’)] (e + P)Q(ut)2 _ Pwe—?l/]
—(B20)e*¥ - [(e + P)Q2(uh)? 4 P(e™? — w2e )
+(O2p) P — (O2ps) P, (5.108)

wobei darauf zu achten ist, dass jeweils die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors
TH = (e+ P)utu” 4+ Pg"” in der Koordinaten-Basis einzusetzen sind (siehe auch Anhang
C und Abschnitt 2.2). Indem man die Terme nach Grofen proportional zu P und zu
(€ + P)(u?)? ordnet, erhilt man schlieRlich

(02P) — (e + P)[(Oalnu') — uluy,(929Q)] = 0. (5.109)
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Die konkrete Rechnung wird in Anhang D gezeigt. Diese Gleichung des hydrostati-
schen Gleichgewichts entspricht der in Bonazzola et al. [26] wiedergegebenen und ist
auch fiir differentiell rotierende Korper giiltig. Dies erkennt man auch am Auftreten des
Terms (02€2). Damit bildet Gleichung (5.109) die Verallgemeinerung der Gleichung (2.56)
(Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gl.). Fiir einen nicht rotierenden Stern gilt u! = % =e”
und u, = 0 und man erhélt durch Einsetzen in (5.109) % = —(e+ P)V/ fiir 2% =r.

Die gesamte Rechnung wiirde sich fiir die Komponente mit p = 3 aufgrund der Symmetrie

nicht dndern, so dass man Gleichung (5.109) auf diesen Fall verallgemeinern darf.

5.4 Reduktion auf die Gleichungen der langsamen Rotation

An dieser Stelle soll nun die Komponente Ry; des Ricci-Tensors, die das frame-dragging
bestimmt, aus Kapitel 2.2 abgeleitet werden. Den Ausgangspunkt bildet die stellare
Strukturgleichung, die die metrische Funktion w und damit das frame-dragging bestimmt,
in der Form (5.84). Zunéchst miissen die hier auftretenden metrischen Funktionen spe-
zifiziert werden. Durch den Vergleich der Metrik (5.7) mit der Metrik (2.66) findet man

e’ e? (5.110)
eV = rsinf (5.111)
e = r (5.112)
et = (5.113)

Aufserdem entspricht 0 = 9y und 93 = 0,. Durch Einsetzen dieser Funktionen in (5.84)
ergibt sich unter Beachtung der Kugelsymmetrie von e” und e*

Roi = e Ve *X0w)(d,rsind) + r%e_”(agrsinﬂ)@gw)

+=e 20, [rsinfe ™" M (9w)] + %%8@ [sinfe™" (Opw)]

—= N =

+=rsinfe”" [e 72O In 1) (Ow) + % (Op ) (Opw)]
2 72 e~
=0

= e " Psinf(0,w) + e_”%(agsmﬁ)(agw)

—_

11
+-e 0, [rsinfe "M (9,w)] + §;€_V89 [sinf(Dpw)]

— N

+§sin96_”_2>‘(8rw)
= 2V Psind(d,w) + %e_’\rsinﬁar (e Opw)]

+e*”%(agsme)(agw) + %%ef"ag[sme(agw)]. (5.114)
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Die Multiplikation dieser Gleichung mit 2sin?6 liefert

25in?0Rg1 = 4e V" Psin®0(0,w) + e Mrsin®00,[e 7V N 0,w)] (5.115)
—|—2$in2¢96_”1(8952'n9)(89w) + 1sin296_”39 [sinf(Opw)] (5.116)

T T
= r%sin%e_”_z)‘(@rr‘l)(arw) + e rsin®00,[e 7V MNOw)]  (5.117)

_,_e*l/}sme(f)@sin%)(agw) + 1sz”nQQ(f”(ﬁ?@[sinﬁ(&gw)] (5.118)
r r

= ie_)‘sin‘gﬁar[7“46_”_)‘(8,,@)] + %e‘”ag[sin%sinﬁ(@gw)}, (5.119)

3
was nach einer weiteren Multiplikation des Faktors r3e* zu
2r3s5in?0e* Ry = O, [rtsin30e "N (9pw)] 4 Op[r’sin®0e 7V (Opw)]  (5.120)

wird. Zum Vergleich mit (2.74) sind die Komponenten des Ricci-Tensors noch auf die
entsprechende Basis zu transformieren (siche dazu Anhang C). Fiir die in Kapitel 2.2 an-
gegebene Komponente gilt R, = ¢" Ry, +¢'? R, Fiir die Komponenten in Koordinaten-
Basis gilt mit e¥ = rsinf

Ry, = Rpe® (5.121)
Ry = Rpe"™ + Ryp(—w)e. (5.122)

Damit findet man schlieflich

R, = —e%(Rpe"™ + Rii(~w)e?’) —we T2V Ry, (5.123)

= —rsinfe™" Ry1
(51200 1 1 4 3p —v-A 230 A—v
= 555G (8,,[7" sin’fe (Orw)] + Og[r*sin’be (aaw)]> ;

was Gleichung (2.74) entspricht. Es ist zu beachten, dass das hier auftretende w eigentlich
nicht identisch mit dem in Kapitel 2.2 verwendeten w ist, sondern mit der dort eingefiihr-
ten metrischen Funktion L. Dennoch folgt (2.74) aus (5.124) mit der Entwicklung (2.67)
von L.

Mit Hilfe von (5.110) bis (5.113) kann man aus den Komponenten des Ricci-Tensors (5.82)
bis (5.92) die entsprechenden Komponenten des Ricci-Tensors der Tolman-Oppenheimer-
Volkoff-Gleichungen aus Kapitel 2.1 ableiten, indem man w = 0 setzt.

5.5 Aquivalenz der Gleichungen

In den vergangenen 35 Jahren wurden eine Reihe stellarer Strukturgleichungen verdf-
fentlicht, die beliebig schnell rotierende Sterne behandeln. Besonders hervorzuheben sind
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5.5 Aquivalenz der Gleichungen

dabei die Ansétze von Bardeen und Wagoner [15]. Diese Gleichungen wurden beispiels-
weise von Butterworth und Ipser gelost [34]. Deshalb erscheint es sinnvoll, die oben
abgeleiteten Gleichungen mit den hier verwendeten zu vergleichen.

Zum einen ist festzustellen, dass die Komponenten des Ricci-Tensors (5.82) bis (5.92) mit
den Komponenten des Riemann-Tensors, die von Bardeen berechnet wurden [14], kon-
sistent sind. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Riemann-Tensors kann
man den Ricci-Tensor ableiten und vergleichen. Der Vergleich ist zuldssig, da dieselbe
Metrik verwendet wurde und die Tensoren im selben Bezugssystem berechnet wurden.
Weiterhin kann man zeigen, dass die stellaren Strukturgleichungen der oben genannten
Veroffentlichungen aus den Gleichungen von Abschnitt 5.2 abgeleitet werden konnen.
Indem man die metrischen Funktionen

e = et (5.124)
et = ret (5.125)
e¥ = rsindBe™” (5.126)

definiert mit d» = 9, und 03 = 0y, kann man schliefslich durch Einsetzen zeigen , dass

Vg (BVgy) = %«%m%B%*‘*“(VEw)?
+4n[(e + P)v*(1 + V?) + 2P|Be*  (5.127)
Vg - [r?sin®0B3e " (Vpw)] = —16nrsinfB?e 2"e*4?V (e + P) (5.128)
Vi - [rsinf(VgB)] = 16mrsinfBe** P (5.129)

gilt. Dabei symbolisiert Vg den dreidimensionalen euklidischen Gradienten in Kugelko-
ordinaten. Diese Gleichungen sind identisch mit denen in [34] und werden durch eine
weitere partielle Differentialgleichung erster Ordung fiir die letzte metrische Funktion
erganzt.

Obwohl der hier vorgestellte Vergleich im Prinzip schon die Richtigkeit der abgeleiteten
Strukturgleichungen (5.93) bis (5.96) bestitigt, soll dennoch auf eine weitere Aquivalenz
der Gleichungen hingewiesen werden. In [26] wurden von Bonazzola et al. vier ebenfalls
elliptische Differentialgleichungen abgeleitet. Durch den Vergleich mit der verwendeten
Metrik findet man, dass

e = N (5.130)

w = N¥ (5.131)

e = A'B*r’sin’0 (5.132)
A2

o= o 1

e 5 (5.133)
A2

Hs = pr— 5.134

e "5 ( )

zu setzen ist. Durch Einsetzen und Vergleich kann man die Aquivalenz der Gleichungen
zeigen.
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5 Stellare Strukturgleichungen

Es ist diese Aquivalenz, die es rechtfertigt, statt die stellaren Strukturgleichungen (5.93)
bis (5.96) direkt zu l6sen, den Satz von Gleichungen aus [26] zu verwenden. Das Software-
Paket Lorene (www.lorene.obspm.fr) ist unter anderem in der Lage, diese Gleichungen
mit einer Spektralmethode zu 16sen.
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6 Schnell rotierende Neutronensterne

In diesem Kapitel soll zuerst das numerische Verfahren zum Losen der stellaren Struk-
turgleichungen mit dem Sofware-Paket Lorene vorgestellt werden. Danach werden die
Ergebnisse fiir die drei Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR bei beliebiger Rota-
tion diskutiert. Als erstes werden generische Eigenschaften bestimmter Darstellungen z.
B. der Masse-Radius-Beziehung besprochen. Danach werden die Ergebnisse fiir jede Zu-
standsgleichung gezeigt. Im Anschlufs werden die Eigenschaften einiger spezieller Sterne
genauer untersucht. Man sollte dieses Kapitel keinesfalls als vollstéandige Diskussion der
Materie betrachten, sondern vielmehr als einen groben Uberblick iiber die Méglichkeiten,
die die neu entwickelten Programme bieten, und als Versuch, verschiedene Aspekte der
Losungen zu beleuchten. Insbesondere ist eine detaillierte Untersuchung der Fehler sehr
aufwendig. Dies soll ansatzweise durch den Vergleich mit den Losungen eines anderen
numerischen Verfahrens im letzten Abschnitt geschehen.

6.1 Spektralmethode

In diesem Abschnitt soll die Multi-Doménen-Spektralmethode zum Losen von partiellen
Differentialgleichungen vorgestellt werden, wie sie im Software-Paket Lorene Anwendung
findet. Der wesentliche Unterschied dieser Methode im Vergleich zu der Methode der
finiten Differenzen bzw. der finiten Elemente, die gewOhnlich zum Lésen von partiel-
len Differentialgleichungen genutzt werden, besteht darin, dass globale Basisfunktionen
gewahlt werden, die sich liber das gesamte Integrationsgebiet erstrecken, statt lokaler
Ansatzfunktionen, die nur einen kleinen Teil iiberdecken. Beschreibungen dieses Verfah-
rens findet man unter anderem in [105], [27], [26], [20], [28], [29] und den darin zitierten
Referenzen.

Fiir die Multi-Doménen-Spektralmethode wird der physikalische Raum in verschiedene
Doménen eingeteilt, bei einem Stern werden beispielsweise das Innere und der Aufsen-
raum getrennt behandelt. Fiir jede Doméne wird ein Netz von Gitterpunkten im Raum
festgelegt, an denen die Werte der physikalischen Grofen bestimmt werden. Man wahlt ei-
ne Abbildung des physikalischen Raumes auf neue Koordinaten, um insbesondere r = oo
zu behandeln. Die zu bestimmenden Funktionen, hier die metrischen Funktionen, werden
mit einem Separationsansatz in eine beschrankte Reihe entwickelt. Die Wahl der Basis-
funktionen ist fiir die Geschwindigkeit des Losungsverfahrens entscheidend. Der §— Anteil
wird in eine Fourier-Reihe zerlegt, fiir die ein schnelles Transformationsverfahren (Fast
Fourier Transformation FFT) existiert. Dies erklart den Namen Spektralmethode. Der
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6 Schnell rotierende Neutronensterne

radiale Anteil der Funktionen wird nach Chebyshev-Polynomen entwickelt, fiir die es
ebenfalls ein schnelles Transformationsverfahren gibt. Die Chebyshev-Polynome sind de-
finiert iiber T, (z) = cos(nty) mit ¢ = arccos(z), wobei x im Bereich zwischen -1 und
1 liegt. Der Zusammenhang zwischen x und der physikalischen Koordinate r ist durch
die oben angesprochene Abbildung gegeben, die besondere Eigenschaften der Losungen,
z. B. deren Paritét, zu beriicksichtigen hat. So wird die innere Doméne nur auf das
Intervall [0,1] abgebildet [28]. Man erkennt, dass die Transformation wieder durch die
FFT realisiert werden kann. Das Losen der Differentialgleichungen wurde nun verlagert
auf das Finden der entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, also dem Aufstellen und
Lésen eines linearen Gleichungssystems. Die Geschwindigkeit des Transformationsverfah-
rens (und dessen Umkehrung) ist deshalb entscheidend, weil im Verlauf der Iterationen
immer wieder zum einen die Koeffizienten aus den Funktionen bestimmt werden miissen
und zum anderen die Funktionen aus den Koeffizienten.

Die konkrete Losung des Problems ergibt sich durch eine Relaxationsmethode, da die
Verteilung der Quellen zu Beginn unbekannt ist. Zum Start wiahlt man eine bestimm-
te Konfiguartion, die berechnet werden soll. Diese wird spezifiziert durch den zentra-
len Wert der Pseudo-Enthalpie He (siehe unten), die mit der Zentraldichte verbunden
ist, und der Winkelgeschwindigkeit €. Die metrischen Funktionen nehmen zum Beginn
der Iteration die Werte einer flachen Metrik (Minkowski-Metrik) an. Fiir die Materie-
Verteilung wird eine erste Abschéitzung des erwarteten Verlaufs verwendet. Die vier
partiellen Differentialgleichungen sind alle Laplace-artig, und man teilt sie in den ent-
sprechenden Laplace-Operator und die entsprechenden Quellterme auf. Dabei behandelt
man die zusétzlich auftretenden einfachen Operatoren (maximal quadratisch in der ers-
ten Ableitung der metrischen Funktionen) ebenfalls als Quellterme. Die Entwicklung
dieses gesamten Quellterms in die Winkel-Eigenfunktionen des zugehoérigen Laplace-
Operators liefert ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen. Die Koeffizien-
ten der Winkel-Eigenfunktionen erhélt man durch eine Matrix-Multiplikation aus der
Fourier-Entwicklung. Die gew6hnlichen Differentialgleichungen werden unter Berticksich-
tigung der Randbedingungen, insbesondere an den Grenzen der Doménen, gelost. Mit den
neu berechneten Werten des Gravitationsfeldes kann die Materie-Verteilung neu berech-
net werden (die entsprechende Formel wird unten angeben (6.2)), und die Iteration wird
fortgesetzt. Im Verlauf der Iteration muss die sogenannte Virial-Identitiat GRV2 [26], die
mit einer der Einstein-Gleichungen verbunden ist, erfiillt sein, um eine numerische Diver-
genz zu vermeiden. Diese Virial-Identitét stellt eine Verallgemeinerung des Virialtheorem
der Newtonschen Mechanik dar und ist fiir eine exakte Losung der Einstein-Gleichungen
erfiillt. Aus diesem Grund wird ein Parameter A in diese Einstein-Gleichung eingefiihrt,
der stets so gewahlt wird, dass die Virial-Identitat erfiillt ist. Damit ergibt sich die Mog-
lichkeit die Konvergenz des Verfahren zu iiberwachen, indem man die Abweichung der
modifizierten Einstein-Gleichung von der urspriinglichen Einstein-Gleichung betrachtet
ausgedriickt durch \. Am Ende der Iteration muss A natiirlich den Wert haben, der die
urspriingliche Einstein-Gleichung erfiillt.

In Lorene ist dieses Iterationsverfahren nochmals in ein iibergeordnetes Iterationsverfah-
ren eingebettet, das die Paramter Ho und §2 steuert. Dabei startet man stets bei einer
nicht rotierenden Konfiguration 2 = 0. Nachdem man eine hinreichend genaue L&sung
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6.2 FEigenschaften schnell rotierender Neutronensterne

dieser Konfiguration bestimmt hat, wird durch die schrittweise Variation von Ho bzw.
Q) die endgiiltige Konfiguration bestimmt.

Wie oben erwdhnt benutzt Lorene nicht die Zentraldichte als Parameter eines bestimm-
ten Modells, sondern die Pseudo-Enthalpie. Dies hat folgenden Hintergrund. Definiert
man die Pseudo-Enthalpie als

P /
H(P) = /0 (P)““:P 6.1)

schreibt sich Gleichung (5.109), die das hydrostatische Gleichgewicht beschreibt, nach
einer Integration als

H(r,0)+v(r,0) — In(y(r,0)) = const. = H(0,0) + v(0,0). (6.2)

1
V1-v2/c?
genommen. Die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts hat sich also auf eine al-
gebraische Gleichung reduziert. Das Pseudo-Enthalpiefeld ergibt sich demnach aus der

Metrik und dem Geschwindigkeitsfeld V = ¥~ (Q2—w) des Fluids. Die Pseudo-Enthalpie

kann weiterhin geschrieben werden als H(P) = ln(%) mit

Dabei ist v = der Lorentzfaktor und es wurde starre Rotation 0,2 = 0 an-

npy= <L (6.3)

n

Die Konstante hg = ¢®>mp ist gegeben durch die Baryonenmasse mp = 1,66 - 10~%4g.

Lorene benutzt eine kubische Hermite-Interpolation der Grofe H (P), wobei g—g =ec’+P
gilt. Die Energiedichte und die Teilchenzahldichte ergibt sich damit aus dem Pseudo-
Enthalpiefeld durch

dP
2
— _p 4
ec 7 (6.4)
n = (e +Ple H/mpct (6.5)

Wichtig in diesem Zusammenhang ist die thermodynamische Konsistenz der Zustands-
gleichung, da nur dann die obigen Bezichungen aufgrund der Gibbs-Duhem-Relation gel-
ten. Weitere Ausfithrungen zur Interpolation der Zustandsgleichung findet man in [70],
[20] und [105].

Einen guten Uberblick iiber die numerischen Methoden von Lorene geben Gourgoulhon
et al. in [65], [28] und [26].

6.2 Eigenschaften schnell rotierender Neutronensterne

Nachdem in Kapitel 4.2 die Eigenschaften langsam rotierender Neutronensterne mit ei-
nem Runge-Kutta-Verfahren berechnet wurden, sollen in diesem Kapitel die Ergebnisse
fiir die drei hadronischen Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR fiir beliebig schnell
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6 Schnell rotierende Neutronensterne

rotierende Neutronensterne vorgestellt werden. Zur Berechnung der Lésungen wird das
Software-Paket Lorene verwendet, dass die Gleichungen von Bonazzola et al. [26] 16st,
welche dquivalent zu den in Kapitel 5 hergeleiteten Gleichungen sind. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde ein Programm rotstar _lang entwickelt, das auf der Basis des in Lorene ent-
haltenen Codes rotstar in der Lage ist, mehrere Konfigurationen beliebig schnell rotieren-
der Neutronensterne zu berechnen. Der Begriff beliebig schnell rotierend ist dahingehend
einzuschrinken, als dass es fiir eine gegebene Zentraldichte eine maximale Frequenz gibt,
mit der ein Stern rotieren kann. Denn ab einer bestimmten Frequenz iibersteigt die Zen-
trifugalkraft an der Oberfliche des Sterns die gravitative Anziehung, so dass der Stern
nicht in der Lage ist, Materie an der Oberflache zu halten. Diese Grenz-Frequenz wird
Keplerfrequenz genannt und liegt typischerweise bei iiber 1500 Hz und kann bei manchen
Konfigurationen 2000 Hz erreichen.

6.2.1 Evolutionssequenzen und Grenzsequenzen

Die Losungen der stellaren Strukturgleichungen bilden eine zweiparametrige Schar. Man
verwendet iiblicherweise die Zentraldichte und die Winkelgeschwindigkeit {2, wobei in
dieser Arbeit grundsétzlich nur starr rotierende Sterne berechnet werden, das heifit
Q = konstant. Alternativ kann man auch statt der Winkelgeschwindigkeit die Ruhemasse
oder den Drehimpuls eines Sterns verwenden. In der Darstellung der Losungen verwen-
det man gewoOhnlich drei verschiedene Arten von Sequenzen, denen jeweils eine besondere
physikalische Bedeutung zukommt. Zum einen wird das statische Limit berechnet, also
die Konfigurationen mit 2 = 0. Diese sind deshalb interessant, weil sie nicht rotierende
bzw. langsam rotierende Sterne beschreiben. Allgemein erwartet man, dass fiir rotierende
Sterne hohere Massen moglich sind, was anschaulich verstdndlich ist, da die Zentrifugal-
kraft den Gravitationsdruck verringert. Den statischen Konfigurationen wird die Sequenz
mit den maximal rotierenden Konfigurationen gegeniibergestellt. Das sind die Sterne, die
mit der Keplerfrequenz rotieren. Man nennt diese Sequenz auch das Kepler-Limit, in der
englischen Literatur auch mass shed limit. Eine andere Klasse von Sequenzen bilden die
sogenannten Evolutionssequenzen. Diese beinhalten alle Konfigurationen mit konstanter
Ruhemasse. Diese Sequenzen sind deshalb von Interesse, weil sich isolierte magnetisier-
te Neutronensterne zeitlich entlang dieser Sequenzen entwickeln. Die Ruhemasse eignet
sich fiir die Beschreibung dieser Entwicklung, weil sie wahrend der Entwicklung eines iso-
lierten also insbesondere nicht akkretierenden Neutronensterns konstant bleibt. Isolierte
magnetisierte Neutronensterne verlieren im Laufe der Zeit durch die Abstrahlung elektro-
magnetischer Wellen Drehimpuls. Verbunden mit der Anderung des Drehimpulses ist im
allgemeinen eine Anderung der Winkelgeschwindigkeit. Entgegen dem Verhalten starrer
Korper in der Newtonschen Mechanik kann man jedoch nicht sagen, dass eine Abnahme
des Drehimpulses grundsétzlich mit einer Abnahme der Winkelgeschwindigkeit einher-
geht. Es wird sich spéter herausstellen, dass fiir bestimmte Sequenzen das Phéanomen des
back bendings auftritt, einer Zunahme der Rotationsfrequenz bei abnehmendem Drehim-
puls. Evolutionssequenzen kénnen in zwei Gruppen aufgeteilt werden je nachdem, wo die
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Entwicklung eines Sterns endet, was von seiner Ruhemasse abhéingt. Bei den sogenann-
ten normalen Evolutionssequenzen entwickelt sich der Stern von einer schnell rotierenden
Konfiguration entlang der Sequenz und endet schliefslich als nicht rotierender Stern auf
der Sequenz des statischen Limits. Fiir Sterne, deren Ruhemasse die maximal md&gliche
Ruhemasse statischer Sterne {ibersteigt, ist diese Entwicklung nicht méglich. Man nennt
diese Konfigurationen supramassive Sequenzen. Sterne, die sich entlang dieser Sequenzen
entwickeln, kollabieren schlieflich zu einem Schwarzen Loch aufgrund von Instabilitdten
gegeniiber quasi-radialen Schwingungen. Diese Sequenzen werden beispielsweise in [44]
besprochen. In Stergioulas Artikel [129] werden Oszillationen, empirische Formeln des
Kepler-Limits und Fragen der Kausalitat detailliert behandelt.

All diese hier beschriebenen Konfigurationen werden von rotstar lang automatisch be-
rechnet. Zusétzlich zu diesen drei in der Literatur gebriduchlichen Sequenzen werden in
dieser Arbeit Konfigurationen mit konstanter Frequenz gezeigt. Dies hat den Hinter-
grund, dass der schnellste bisher beobachtete Pulsar mit einer Periode von 1,4 ms rotiert
[79]. Dies ist relativ weit von der theoretisch moglichen Keplerfequenz entfernt. Damit
scheidet diese Sequenz die Konfigurationen, die derzeit beobachtbar sind, von denen, auf
die es bisher noch keinen experimentellen Hinweis gibt. Die Sequenz des Kepler-Limits
kann mit dem Programm rotstar lang kepler berechnet werden.

6.2.2 Neutronensterne der Zustandsgleichung SLy4

Bevor die Ergebnisse der drei Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR diskutiert wer-
den, soll zuerst anhand der Zustandsgleichung SLy4 allgemein der Verlauf der oben er-
wahnten Sequenzen in den verschiedensten Diagrammen besprochen werden. In Abbil-
dung 6.1 sind alle stabilen Losungen der Zustandsgleichung SLy4 gezeigt. (Zusétzlich
ist noch ein kleiner Ausschnit instabiler Losungen des Kepler-Limits gezeigt.) Alle oben
beschriebenen Sequenzen konnen in dieser Abbildung identifiziert werden. Die mit ,,Stat®
bezeichnete Sequenz ist das statisches Limit. Sie entspricht der Kurve in Abbildung 4.1.
Mit ,Kepler ist das Kepler-Limit bezeichnet. Ebenso ist das sogenannte Stabilitédtslimit
mit ,,Stab* markiert. Das Stabilitdtslimit wird von allen Konfigurationen der supramassi-
ven Evolutionssequenzen gebildet, die gerade noch stabil bzw. marginal stabil gegeniiber
quasi-radialen Oszillationen sind. Konfigurationen mit héherer Zentraldichte werden in-
stabil und kollabieren zu einem Schwarzen Loch. Die Losungen des Stabilitétslimits rei-
chen von der nicht rotierenden Konfiguration mit maximaler Masse bis in die Nahe des
Sterns mit der maximalen Masse auf dem Kepler-Limit. Die Bedingung fiir die Stabilitét

ist gegeben durch

LA (6.6)
Oec Mo

wobei J den Drehimpuls einer Konfiguration angibt [44]| (siehe auch [149], [57] fir andere
Ausdriicke des Stabilitatskriteriums). Wo genau das Stabilitétslimit auf dem Kepler-
Limit endet, muss fiir jede Zustandsgleichung einzeln bestimmt werden. Dazu hat man
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Abbildung 6.1: Masse iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichung SLy4. Gezeigt sind
das statische Limit, Evolutionssequenzen, Sequenzen konstanter Fre-
quenz, das Kepler-Limt und das Stabilitatslimit (sieche Text).

eine Evolutionssequenz zu betrachten, deren Ruhemasse moglichst nahe an der maximal
moglichen Ruhemasse liegt. Fiir manche Zustandsgleichungen endet das Stabilitétsli-
mit bei einer Zentraldichte, die etwas kleiner ist als die Zentraldichte des Maximums
des Kepler-Limits. Fiir andere Zustandsgleichungen ist das Maximum des Kepler-Limits
stabil, das heiftt das Stabilitdtslimit endet bei einer hoheren Zentraldichte als der des
Maximums des Kepler-Limits [128]. Es gibt demnach auch stabile supramassive Evoluti-
onssequenzen, die auf dem Kepler-Limit beginnen und auf dem Kepler-Limit enden. Das
Programm rotstar lang beriicksichtigt dieses Kriterium automatisch und bestimmt die
Konfigurationen, die das Stabilitdtslimit bilden. Um das Stabilitdtslimit einer einzelnen
Evolutionssequenz zu bestimmen, wurde das Programm rotstar supraseq geschrieben
(CD).

Die gestrichelten Sequenzen in Abbildung 6.1, die sich nahezu horizontal vom Kepler-
Limit zum statischen Limit erstrecken sind die Evolutionssequenzen, deren Ruhemassen
von unten nach oben zunehmen. Es sind die normalen Sequenzen mit Ruhemassen von
1,0 My, 1,2 Mg, 1,4 Mg, 1,6 Mg, 1,8 Mg, 2,0 Mg, 2,2 Mg und 2,4 Mg gezeigt sowie
die supramassiven Sequenzen mit 2,5 M), 2,6 Mg, 2,7 Mg und 2,8 M. Isolierte Neutro-
nensterne entwickeln sich in diesem Diagramm, wie oben beschrieben wurde, von links
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nach rechts.

Die drei durchgezogenen Linien, die nahezu parallel zum statischen Limit verlaufen sind
die Sequenzen konstanter Rotationsperiode. Die ndher am statischen Limit liegende Kur-
ve entspricht den Konfigurationen mit 3,4 ms. Man erkennt hier, dass sich keine grofsen
Unterschiede gegeniiber dem statischen Limit und damit gegeniiber den L&sungen, die
man mit den Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen erhélt, ergeben. In einer gemein-
samen Auftragung (nicht dargestellt) des statischen Limits und der Losungen der Tolman-
Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen aus Kapitel 4.2 sind keine Unterschiede zu erkennen.
Das bedeutet, dass die Behandlung eines mit 3,4 ms rotierenden Sterns als ,langsam‘
rotierend in Kapitel 4.2 gerechtfertigt war. Dementsprechend gilt das Gesagte erst recht
fiir den mit 23 ms rotierenden Pulsar im Binérsystem, das ebenfalls in Kapitel 4.2 be-
sprochenen wurde. Die néchste Sequenz entspricht einer Rotationsperiode von 1,56 ms
(Backer-Pulsar). Die Losungen, die am weitesten vom statischen Limit entfernt liegen,
rotieren alle mit einer Frequenz von 719 Hz also einer Umlaufperiode von 1,4 ms.

2.6 | | | | | | | |

2.4 A

2.2 A

2_

1.8 H

1.6

1.4 +

Masse (Sonnenmassen)

1.2 A

1_

0.8

0.6 T T T T T T T T
9000 10000 11000 12000 13000 14000 15000 16000 17000 1800
R (m)
Abbildung 6.2: Masse iiber Radius fiir die Zustandsgleichung SLy4. Gezeigt sind das sta-
tische Limit, Evolutionssequenzen, Sequenzen konstanter Frequenz, das
Kepler-Limt und das Stabilitdtslimit.

Im Masse-Radius-Diagramm (Abbildung 6.2) sind diese verschiedenen Sequenzen eben-
falls gezeigt. Die nicht rotierenden Losungen (statisches Limit) liegen bei kleinen Radien,
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Abbildung 6.3: Winkelgeschwindigkeit iiber Drehimpuls/(Ruhemasse)? fiir die Zustands-
gleichung SLy4. Gezeigt sind die Evolutionssequenzen, das Kepler-Limt
und das Stabilitétslimit.

was auch dahingehend verstédndlich ist, als dass die durch die Rotation hervorgerufene
Zentrifugalkraft den Stern ,auseinander zieht. Es sind die gleichen Sequenzen konstanter
Ruhemasse eingetragen, wieder von unten nach oben mit zunehmender Ruhemasse. Man
sieht, dass sich insbesondere fiir leichte Sterne signifikante Abweichungen beim Radius
schon fiir einen 3,4-ms-Neutronenstern ergeben.

Mit den oben beschriebenen Programmen lassen sich noch eine Reihe weiterer Diagram-
me erzeugen. So ist beispielsweise in Abbildung 6.3 die Winkelgeschwindigkeit 2 iiber
einer vom Drehimpuls abhéngigen Grofse dargestellt. Der Drehimpuls wird durch das
Quadrat der Ruhemasse geteilt, um eine dimensionslose Grofse zu erhalten. Wieder sind
die verschiedenen Sequenzen markiert. Es sind dieselben Evolutionssequenzen gezeigt,
wobei wieder die Ruhemasse von unten nach oben zunimmt. Die normalen Evolutions-
sequenzen enden im Ursprung des Diagramms (2 = 0 und J = 0), wohingegen die su-
pramassiven Evolutionssequenzen auf dem Stabilitatslimit enden. Wie oben beschrieben
verlieren isolierte magnetisierte Neutronensterne mit der Zeit Drehimpuls, das bedeutet,
sie entwickeln sich in diesem Diagramm von rechts nach links. Bei den Evolutionsse-
quenzen mit den drei héchsten Ruhemassen kann man den Effekt des back bendings
beobachten. Mit abnehmendem Drehimpuls rotiert der Stern schneller. Konfigurationen
des statischen Limits befinden sich alle im Ursprung des Diagramms.
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6.2 FEigenschaften schnell rotierender Neutronensterne

6.2.3 Neutronensterne der Zustandsgleichungen APR und FPS

Die entsprechenden Diagramme fiir die Zustandsgleichungen APR und FPS sind in den
Abbildungen 6.4 bis 6.9 gezeigt. Mit diesen Rechnungen kann man fiir jede Zustands-
gleichung die maximal mogliche Masse angeben. Sie ist durch eine Konfiguration des
Kepler-Limits gegeben, die sich in der Ndhe des Maximums befindet, nicht zwangslaufig
das Maximum selbst (siehe obige Diskussion). Fiir die harte Zustandsgleichung APR fin-
det man 2,60 My, wohingegen sich fiir die moderate Zustandsgleichung SLy4 ein Wert
von 2,42 Mg ergibt und fiir die weicheste der drei berechneten Zustandsgleichungen FPS
liegt die maximale Masse bei 2,12 M.  Die Unterschiede liegen also im Bereich von

APR

2.6

2.4 A

Masse (Sonnenmassen)

1.8 A

1.6

14 T T T T
5e+17 le+18 1.5e+18 2e+18 2.5e+18 e+l

Zentraldichte (ka/cm®)
Abbildung 6.4: Masse iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichung APR. Gezeigt sind
das statische Limit, die Sequenzen mit konstanten Frequenzen f = 641
Hz und f = 719 Hz, das Kepler-Limt, das Stabilitétslimit sowie die Evo-
lutionssequenzen mit Ruhemassen von 1,8 Mg, 2,0 Mo, 2,2 Mg, 2,4 Mg,
2,6 Mg, 2,8 Mg und 3,0 Mg.

einer halben Sonnenmasse. Generell ist festzustellen, dass die aufgrund der Rotation ma-
ximal moglichen Masse ungeféhr 0,4 bis 0,5 Sonnenmassen iiber der maximalen Masse
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Abbildung 6.5: Radius-Massen-Beziehung fiir die Zustandsgleichung APR. Gezeigt sind
das statische Limit, drei Sequenzen mit konstanten Frequenzen f = 294
Hz, f = 641 Hz und f = 719 Hz, das Kepler-Limt, das Stabilitédtslimit
und die Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von 2,0 Mg, 2,2 Mg, 2,4
Mg, 2,6 Mg, 2,8 Mg und 3,0 Mg.

der nicht rotierenden Konfigurationen liegen. Dieses bestétigt die obige Vermutung, dass
fiir rotierende Sterne hohere Massen moglich sind. Entsprechendes gilt fiir die maximal
moglichen Ruhemassen, die fiir die Zustandsgleichung FPS 2,45 M), fiir die Zustandsglei-
chung SLy4 2,83 My und fiir die Zustandsgleichung APR 3,10 M., betragen. Es fillt auf,
dass diese Konfigurationen nicht die héchste Zentraldichte besitzen, da sich das Stabili-
tatslimit vom statischen Limit aus hin zu kleineren Zentraldichten erstreckt. Die hochste
Zentraldichte wird von den statischen Konfigurationen erreicht (siehe dazu Diskussion
in Kapitel 4.2). Die Zentraldichten der Sterne mit der maximal moglichen Masse liegen
ungefihr 0,4 bis 0,5 - 10'¥kg/m3 unter den maximal mdglichen Zentraldichten. Es ist
bemerkenswert, dass ein groffer Teil der in den Diagrammen dargestellten Sterne in der
Natur nicht beobachtet wird - alle Losungen oberhalb der 1,4-ms-Sequenz. Allgemein
sind die Massen dieser Sequenz im gesamten betrachteten Bereich circa 2-6 % hoher als
die der statischen Losungen bei gleicher Zentraldichte. Weiterhin erkennt man, dass die
Evolutionssequenzen mit zunehmender Zentraldichte leicht abnehmen. Dies ist verstand-
lich, da die kinetische Energie schnell rotierender Sterne (niedrigere Zentraldichte) hoher
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Abbildung 6.6: Winkelgeschwindigkeit §2 {iber dem Drehimpuls/(Ruhemasse)? fiir die Zu-
standsgleichung APR. Gezeigt sind das Kepler-Limt, das Stabilitétslimit

und die Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von 2,0 My, 2,2 My, 2,4
M@, 2,6 M@, 2,8 M@ und 3,0 M@.

ist als die langsam rotierender Sterne (hohere Zentraldichte) mit der gleichen Ruhemasse.
In den Masse-Radius-Diagrammen 6.2, 6.5 und 6.8 ist die Masse iiber dem Eigenzylin-
derradius R = e¥ der Sterne in der Aquatorialebene aufgetragen, der vom Koordinaten-
Radius 7 zu unterscheiden ist. Man findet, dass die statische Konfiguration mit der
hochsten Masse den kleinsten Radius besitzt (siche dazu Ergebnisse aus Kapitel 4.2),
was anschaulich klar ist, da Zentrifugalkrifte einen Stern ,aufbldhen“. Die Radien der
Sterne, die mit der Keplerfrequenz rotieren, sind in den betrachteten Massen-Bereichen
ungefihr 5 Kilometer grofser als die der statischen Losungen mit derselben Ruhemas-
se. Fiir die Familie der mit 3,4 ms rotierenden Konfigurationen ergeben sich im Radius
Abweichungen von der statischen Losung von 1 % (fiir Sterne mit 1,4 M), wobei die
Abweichungen fiir leichte Sterne grofser werden. Diese Abweichungen werden noch grofier
fiir Sterne, die mit 1,56 ms bzw. 1,4 ms rotieren. Auch hier sind die Abweichungen von
der statischen Losung fiir leichte Sterne grofer. Dieses Verhalten ist einzusehen, denn bei
leichten Sternen ist die gravitative Anziehung schwécher und damit kann die Zentrifu-
galkraft den Stern stérker verformen.

Uber die Rotationsfrequenzen geben die Abbildungen 6.3, 6.6 und 6.9 Aufschluss, wo die
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Abbildung 6.7: Masse iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichung FPS. Gezeigt sind
das statische Limit, drei Sequenzen mit konstanten Frequenzen f = 294
Hz, f = 641 Hz und f = 719 Hz, das Kepler-Limt, das Stabilitédtslimit
sowie die Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von 1,4 My, 1,5 Mg, 1,6
Mg, 1,7 Mg, 1,8 Mg, 1,9 My, 2,0 Mg, 2,1 Mg, 2,2 Mg, 2,3 Mg und 2,4
Me.

Winkelgeschwindigkeit der Materie gemessen im Unendlichen iiber dem spezischen Dre-
himpuls (Drehimpuls/(Ruhemasse)?) dargestellt ist. Man findet beispielsweise, dass die
maximal moglichen Rotationsfrequenzen dieser Zustandsgleichung im Bereich von 1800
Hz liegen. Diese Konfigurationen befinden sich jeweils am Schnittpunkt des Stabilitéts-
limits mit dem Kepler-Limit. Eine exaktere Untersuchung wiirde erfordern, das Ende
des Stabilitatslimits auf dem Kepler-Limit genauer zu bestimmen. Allgemein kann man
feststellen, dass schwerere Sterne hohere Frequenzen erreichen. Die Keplerfrequenz fiir
Sterne mit Massen im Bereich von 2,0 Mg liegen bei 1300 bis 1550 Hz. Besonders gut
kann man das Phinomen des back bendings, das in der Literatur auch stellenweise als
spin up bezeichnet wird, in diesen Diagrammen erkennen, das heifst die Zunahme der
Rotationsfrequenz bei abnehmendem Drehimpuls. Man kann diesen Effekt fiir alle drei
Zustandsgleichungen bei den supramassiven Sequenzen beobachten. Insbesondere gibt es
supramassive Evolutionssequenzen, die tiberhaupt keine Abnahme der Winkelgeschwin-
digkeit bei sinkendem Drehimpuls zeigen (jeweils die besonders schweren Sequenzen der
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Abbildung 6.8: Radius-Massen-Beziehung fiir die Zustandsgleichung FPS. Gezeigt sind
das statische Limit, drei Sequenzen mit konstanten Frequenzen f = 294
Hz, f =641 Hz und f = 719 Hz, das Kepler-Limt und das Stabilitédtslimit
sowie die Evolutionssequenzen aus Abbildung 6.7

jeweiligen Zustandsgleichung). Fiir eine tiefer gehende Diskussion dieses Phanomens auch
im Zusammenhang mit moglichen Phaseniibergingen sei auf [44], [149], [150] und [20]
verwiesen.

Die hier gezeigten Ergebnisse sind fiir die Zustandsgleichung FPS konsistent mit den Er-
gebnissen aus [44], wobei die dortigen Diagramme mit einer Greenfunktionen-Methode
erzeugt wurden. Fiir die anderen beiden Zustandsgleichungen sind in der Literatur keine
Losungen fiir schnell rotierende Sterne zu finden. Teilweise sind Berechnungen fiir die
Zustandsgleichung APR in [23] dargestellt. Allerdings wurde fiir diese Rechnungen ein
Modell der Zustandsgleichung APR benutzt, das relativitische Korrekturen unberiick-
sichtigt 1t (siehe [3]). Deshalb sind die Ergebnisse nicht vergleichbar. Um die Exaktheit
der hier dargestellten Rechnungen abzuschéitzen, wird im néchsten Abschnitt ein Ver-
gleich mit einem anderen numerischen Verfahren herangezogen. Weiterhin sei vor allem
auf die Ergebnisse fiir andere Zustandsgleichungen aus dem Umfeld der Lorene-Gruppe
um Bonazzola und Gourgoulhon hingewiesen z. B. [26], [111], [105].

Die oben erwahnten Programme berechnen nicht nur die in den Diagrammen dargestell-
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Abbildung 6.9: Winkelgeschwindigkeit §2 {iber dem Drehimpuls/(Ruhemasse)? fiir die Zu-
standsgleichung FPS. Gezeigt sind das Kepler-Limt, das Stabilitatslimit
und die Evolutonssequenzen aus Abbildung 6.7

ten Grofien, sondern auch dariiber hinaus noch den Zentraldruck, die Pseudo-Enthalpie,
die Ruhemasse, das Verhéltnis zwischen kinetischer und potentieller Energie T'/W, das
Quadrupolmoment und die Abplattung der Sterne. Auferdem werden zwei Grofen be-
rechnet GRV2 und GRV3, die man als allgemein relativistische Verallgemeinerung der
Virial-Identitdt interpretieren kann (siehe [105], [129] und die darin zitierten Veroffent-
lichungen). Man kann diese Grofen bei numerischen Rechnungen als Maf fiir die Ab-
weichung von der wahren Losung nutzen. Sie liegen bei einer Auflésung von 33 Gitter-
punkten in radialer Richtung und 17 Gitterpunkten in §—Richtung innerhalb des Sterns
unter 1-10~% abhiingig von der konkreten Konfiguration. Allein die Angabe des absoluten
Wertes sagt natiirlich nichts iiber die Exaktheit des numerischen Verfahrens aus. In [105]
werden die Ergebnisse fiir verschiedene Methoden verglichen, dabei zeigte sich, dass die
Spektralmethode des Lorene-Projekts die héchste Genauigkeit erzielt. All diese Grofen
werden in [105] diskutiert. Auferdem sind dort auch die Definitionen angegeben, wie
man aus den metrischen Funktionen und der Materieverteilung diese Grofen berechnet.
Eine detaillierte Diskussion und Darstellung jeder einzelnen dieser Grofen wéire wert-
voll, es muss allerdings an dieser Stelle darauf verzichtet werden, und es wird auf die
entsprechende Literatur verwiesen.
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6.2 FEigenschaften schnell rotierender Neutronensterne

6.2.4 Profile

Jetzt sollen noch einzelne Modelle bzw. deren Verlauf genauer betrachtet werden. Mit
dem Programm rotstar neu (auf der beigelegten CD) kénnen zum einen globale Eigen-
schaften eines bestimmten Sterns berechnet werden und zum anderen die metrischen und
thermodynamischen Funktionen an beliebigen Gitterpunkten gespeichert werden. Damit
wird es moglich verschiedenste Profile bestimmter Grofen zu erstellen. Es kann der ra-
diale Verlauf einer Grofe abhingig vom Winkel 6 oder eine Aquipotential-Darstellung
erzeugt werden. Im Einzelnen werden zusétzlich zu den oben erwahnten globalen Grofen
auch der Koordinaten-Radius am Pol und am Aquator, die Winkelgeschwindigkeit w im
Zentrum und an der Oberfliche, die Rotverschiebungen z am Pol und am Aquator in
und gegen die Drehrichtung sowie die innerste stabile Kreisbahn (ISCO) berechnet.

Die Dichte-Profile in der Aquatorebene von verschieden schnell rotierenden Sternen
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Dichte in der Aequatorebene (kg/m3)
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Koordinaten-Radius (m)

Abbildung 6.10: Der Verlauf der Dichte in der Aquatorebene fiir vier Konfigurationen der
Zustandsgleichung SLy4. Alle Sterne gehoren zur Evolutionssequenz mit
einer Ruhemasse von 2,0 Sonnenmassen. Die einzelnen Eigenschaften der
Sterne sind in Tabelle 6.1 aufgelistet. Mit abnehmender Zentraldichte
rotieren die Sterne mit 0 Hz, 294 Hz, 641 Hz und 1192 Hz, was dem
Kepler-Limit entspricht.

mit einer Ruhemasse von 2,0 Sonnenmassen sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Diese
Konfigurationen wurden fiir die Zustandsgleichung SLy4 berechnet. Mit abnehmender
Zentraldichte sind die Sterne mit T=0 ms, 3,4 ms, 1,56 ms und 0,84 ms (Kepler-Limit)
gezeigt. Entsprechende globale Eigenschaften dieser Sterne sind in Tablle 6.1 aufgelistet.
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6 Schnell rotierende Neutronensterne

Man erkennt gut, dass sich die Struktur des mit der Keplerfrequenz rotierenden Sterns
sehr deutlich von den anderen beiden unterscheidet. Auf der anderen Seite sind die Un-
terschiede zwischen dem mit 3,4 ms rotierenden Stern und dem nicht rotierenden Stern
sehr gering. Auch dies ist wieder als Rechtfertigung der Diskussion aus Kapitel 4.2 zu
sehen. Besonders auffallend ist die Verformung der Sterne aufgrund der Rotation. Dies ist
in Abbildung 6.11 ersichtlich, wo das Dichte-Profil des mit 1,56 ms rotierenden Sterns in
der Aquatorebene (f = 90°), in einem Kegel mit § = 45° und entlang der Rotationsachse
(f = 0°) zu sehen ist. Das Diagramm zeigt, dass bei dieser Rotationsfrequenz der Stern
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Abbildung 6.11: Verlauf der Dichte eines Sterns der Zustandsgleichung SLy4 in verschie-
denen #—Richtungen. Der Stern rotiert mit 641 Hz und hat eine Ruhe-
masse von 2,0 M. Gezeigt ist das Profil in der Aquatorebene, in einem
Kegel mit § = 45° und entlang der Rotationsachse. Versténdlicherweise
gehort das ausgedehnteste Profil zur Aquatorebene und entsprechend
das schmalste Profil zur Rotationsachse. Weitere Informationen zu den
Sternen findet man in Tabelle 6.1.

schon deutlich abgeplattet ist, was sich nochmals verstarkt fiir den mit der Keplerfre-
quenz rotierenden Stern zeigt (siehe Abplattung in Tabelle 6.1). Die extreme Abplattung
dieser Konfiguration ist in Abbildung 6.12 dargestellt. In diesem Diagramm sind die Fl&-
chen konstanter Dichte fiir einen mit der Keplerfrequenz rotierenden Stern gezeigt. Der
Stern hat eine Ruhemasse von 2,0 Sonnenmassen und wurde mit der Zustandsgleichung
SLy4 berechnet. Es sind die Flichen mit 10'%kg/m?, 1017kg/m3, 4,3 - 10*kg/m3 und
10"kg/m? eingetragen. Zum Erstellen dieses Diagramms wurde das Programm aequiplot
(CD) verwendet, das Daten nutzt, die mit rotstar neu erzeugt wurden. Die offensicht-
lich unphysikalischen Schwankungen des letzten Niveaus sind auf ein unzureichendes
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Interpolationsverfahren in aequiplot zuriickzufiihren. Es ist bemerkenswert, wie spitz die
dukeren Hiillen in der Aquatorebene zusammenlaufen. Die Zentraldichte dieses Sterns
betrigt 1,02 - 1018kg/m3.

15000 T T T T T
Flaechen konstanter Dichte
mit 108 kg/m3, 107 kg/m3, 4,3*10% kg/m3 und 107 kg/m3
10000 | B
5000 |- - -

z (m)
o
[
U/

-5000 —
-10000 - SLy4 2,0 Sonnenmassen 1192 Hz (Kepler) —
_15000 1 1 1 1 1

-15000 -10000 -5000 0 5000 10000 15000
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Abbildung 6.12: Die Fldchen konstanter Dichte eines mit 1192 Hz rotierenden Sterns der
Zustandsgleichung SLy4. Der Stern hat eine Ruhemasse von 2,0 Sonnen-
massen. Es sind die Flichen mit Dichten von 108kg/m3, 10'7kg/m?,
4,3 - 10"kg/m3 und 107kg/m?> gezeigt. Die durchgezogene Linie ent-
spricht der Drehachse. Weitere Informationen zu diesem Stern findet
man in Tabelle 6.1.

Abbildung 6.13 zeigt den radialen Verlauf der metrischen Funktion w in Einheiten der
Winkelgeschwindigkeit © in der Aquatorebene. Es ist wieder der oben besprochene Stern
des Kepler-Limits und der mit 1,56 ms rotierende Stern dargestellt. Die gestrichelten Li-
nien geben jeweils den Radius des Sterns an. Sterne mit niedrigeren Rotationsfrequenzen
zeigen in etwa denselben Verlauf wie der mit 1,56 ms rotierende Stern und wurden aus
Griinden der Ubersichtlichkeit nicht geplottet. Fiir den mit 1,56 ms rotierenden Stern
erreicht die Winkelgeschwindigkeit w im Zentrum 57 % der Winkelgeschwindigkeit €2,
um an der Oberfliche auf 18 % abzufallen. Der andere Stern hat sowohl im Zentrum
einen geringeren Wert von 55 % als auch an der Oberfliche (10 % am Aquator). Die-
ses Verhalten ist verstdndlich, wenn man sich klarmacht, dass der schnellere Stern eine
geringere Zentraldichte besitzt und damit weniger kompakt ist. Mit der Abplattung ein-
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Abbildung 6.13: Der Verlauf der metrischen Funktion w in Einheiten von €). Die beiden
Sterne haben eine Ruhemasse von 2,0 Mg. Es ist die Konfiguration des
Kepler-Limit und ein mit 641 Hz rotierender Stern gezeigt. Die gestri-
chelten Linien markieren die jeweilige Oberfliche des Sterns. Weitere
Informationen zu den Sternen findet man in Tabelle 6.1.

her geht die Ausbildung eines Quadrupolmoments, welches in der Tabelle angeben ist.
Ebenso findet man dort den Drehimpuls. Das Tragheitsmoment eines Sterns ist dabei
definiert als I = J/€). Auferdem sind in dieser Tabelle noch verschiedene Rotverschie-
bungen angegeben, die sich je nach dem unterscheiden, wo und in welche Richtung das
entsprechende Licht emittiert wird. Fiir den mit der Keplerfrequenz rotierenden Stern
ergibt sich sogar eine Blauverschiebung, wenn das Licht am Aquator in Rotationsrichtung
abgestrahlt wird.

Fiir eine Fehlerbetrachtung eignen sich wie oben erwihnt in gewisser Weise die Grofen
GRV2 und GRV3, die fiir diese Konfigurationen im Bereich 10~% liegen. Wichtiger fiir
die Fehleranalyse ist jedoch der Vergleich von Lésungen, die mit unterschiedlichen nume-
rischen Verfahren gewonnen wurden [105]. Aus diesem Grund sollen im néchsten Kapitel
die mit Lorene berechneten Lésungen mit den Losungen eines anderen Verfahrens ver-
glichen werden.
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Energiedichte (10'%kg/m3) 1,350 1,336 1,283 1,0154
Frequenz (Hz) 0 294,11 641,03 1191,89
grav. Masse (Mg) 1,75103 1,75223 1,7596 1,7991
Ruhemasse (M) 2,00076 2,00000 2,00000 2,0005
Zylinderradius (Aqu.) (m) 11356,2 11440,6 11804,3 16200,7
Winkelgeschwindigkeit € (1/s) 0 1847,95 4027,71 7488,87
Winkelgeschw. w im Zentrum (1/s) | 0 1065,87 2309,87 4114,05
w am Aquator (1/s) 0 334,80 707,41 713,55
w am Pol (1/5) 0 341,43 782.39 1336,88
Koord.-Radius (Aquator) (m) 8575,52 8653,13 8985,86 13302,1
Koord.-Radius (Pol) (m) 8575,52 | 8524,65 8318,77 7439,57
Abplattung 1 0,985 0,9258 0,5593
Drehimpuls (c/GM%) 0 0,3820 0,8731 2,1816
T/W 0 0,00434 0,02201 0,1146
Quadrupolmoment (kg m?) 0 9,9932 - 10% | 5,1993 - 10%¢ | 3,375 - 10%7
S Pol 0,355047 | 0,3563 0,3618 0,3743
fauator 0,355047 | 0,2292 0,0827 -0,2776
Ii%‘g;:d 0,355047 | 0,4879 0,6626 1,0910
GRV2 0,000143 | 0,000128 -0,000117 -0,000108
GRV3 -0,000206 | -0,000182 0,000118 7,98-107°
Zylinderradius des ISCO (m) 15514,5 14555,6 13681,6 16200,7

Tabelle 6.1: 4 Konfigurationen fiir die Zustandsgleichung SLy4

87




6 Schnell rotierende Neutronensterne
6.3 Vergleich mit RNS-Code

Um Fehler abzuschétzen, zieht man héufig den Vergleich mit anderen numerischen Metho-
den heran. Der sogenannte RNS-Code wurde von Stergioulas entwickelt und verwendet
Greenfunktionen, um die Einstein-Gleichungen zu 16sen [128], [127]. Dieses Programm ist
im Internet frei verfiigbar (www.gravity.phys.uwm.edu/rns/) und im Vergleich zu Lorene
weniger vielseitig aber dafiir relativ einfach zu bedienen. Beschreibungen und Literatur-
hinweise findet man ebenfalls unter oben genannter Internetadresse.
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Abbildung 6.14: Das Masse-Zentraldichte-Diagramm der Zustandsgleichung SLy4. Die
durchgezogenen Linien beziehen sich auf den RNS-Code, gestrichelte
Linien und Punkte beziehen sich auf Ergebnisse, die mit Lorene gewon-
nen wurden. Es sind die Evolutionssequenzen mit 0,6 Mg, 1 Mg, 1,4
Mg, 1,6 Mg, 1,8 Mg, 2,0 Mg, 2,2 Mg, 2,4 Mg, 2,5 Mg, 2,6 Mg, 2,7
Mg und 2,8 Mg, eingetragen sowie das statische Limit, das Kepler-Limit
und das Stabilitatslimit.

In Abbildung 6.14 ist das Masse-Zentraldichte-Diagramm, das mit dem RNS-Code er-
zeugt wurde, mit dem von Lorene {iberlagert. Die durchgezogenen Linien beziehen sich
auf den RNS-Code, wiahrend gestrichelte Linien und Datenpunkte zu Lorene gehdoren.
Offensichtlich stimmen die beiden Resultate sehr gut iiberein. Man findet typischerweise
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Abbildung 6.15: Winkelgeschwindigkeit {2 iiber Zentraldichte fiir die Zustandsgleichung
SLy4. Die durchgezogenen Linien beziehen sich auf den RNS-Code, ge-
strichelte Linien und Punkte beziehen sich auf Ergebnisse, die mit Lo-
rene gewonnen wurden. Es sind dieselben Sequenzen wie in Abbildung
6.14 gezeigt.

Abweichungen im Bereich von 0,2 bis 0,3 %. Fiir das Kepler-Limit ergeben sich grofsere
Fehler von ungefahr 0,5 %. Fiir das Masse-Radius-Diagramm (nicht dargestellt) liegen die
Fehler in der gleichen Grofenordnung. Besonders im Bereich des Kepler-Limits und des
Stabilitatslimits erscheinen die Resultate von Lorene vertrauenswiirdiger, da der RNS-
Code bei unterschiedlicher Genauigkeit leicht verédnderte Ergebnisse liefert. Insgesamt
findet man also eine sehr gute Ubereinstimmung, was zusammen mit den Ergebnissen
fiir GRV2 und GRV3 fiir sehr prézise Resultate spricht. Es blieb allerdings an dieser Stelle
eine Fehlerquelle noch unberiicksichtigt und zwar Effekte, die sich durch die Interpolation
der Zustandsgleichung ergeben.

Erhebliche Unterschiede ergeben sich jedoch bei Gréfsen, die die Rotation betreffen. In
Abbildung 6.15 ist die Winkelgeschwindigkeit € iiber der Zentraldichte gezeigt mit der
gleichen Darstellungsweise wie in Abbildung 6.14. Man findet Abweichungen von bis zu
8% (bei der Evolutionssequenz mit einer Ruhemasse von 2,1 M), was absoluten Werten
von 100 Hz in der Rotationsfrequenz entspricht. Noch gréfser sind die Abweichungen beim
Stabilitatslimit. Insbesondere in dieser Region sind die Resultate des RNS-Codes weniger
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6 Schnell rotierende Neutronensterne

prézise. Es zeigte sich, dass die Bestimmung des Stabilitdtslimits mit diesem Programm
eine sehr hohe Genauigkeit erfordert.

Es sei noch auf den Artikel von Nozawa et al. [105] hingewiesen, der sich intensiv mit
dem Vergleich verschiedener numerischer Methoden beschaftigt.
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7 Quarksterne

Seit drei Jahrzehnten wird tiber die Moglichkeit diskutiert, dass es in Neutronensternen
Phasen von freien Quarks gibt. Dabei lassen sich drei grundsétzlich verschiedene Modelle
unterscheiden abhingig vom Ubergang der gewdhnlichen Kernmaterie zur Quarkmate-
rie. Dies ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Zum einen wurde spekuliert, dass der absolute
Grundzustand von Materie aus up-, down-, und strange-Quarks besteht (strange matter
hypothesis) [25], [144]. Damit verbunden ist die Existenz von sogenannten Seltsamen
Sternen bestehend aus dieser Materie des absoulten Grundzustandes, strange matter ge-
nannt. Kine andere Moglichkeit wiaren Hybrid-Sterne, die einen Kern aus Quarkmaterie
besitzen. Fiir eine Zustandsgleichung, die solch einen Stern beschreibt, sollen in diesem
Kapitel die Eigenschaften dieser Hybrid-Sterne berechnet werden. Eine letzte Moglichkeit
bilden die gemischten Hybrid-Sterne, in denen es gemischte Phasen mit gleichzeitig auf-
tretender Kern- und Quarkmaterie gibt. Dieses Kapitel ist derart organisiert, dass zuerst
die strange matter hypothesis und als deren Konsequenz die Seltsamen Sterne bespro-
chen werden, gefolgt von einem Abschnitt der das MIT-Bag-Modell zur Beschreibung von
Quarkmaterie einfiihrt. Nach der Konstruktion des Phaseniibergangs werden im letzten
Abschnitt die Ergebnisse fiir einen schnell rotierenden Hybrid-Stern diskutiert.

7.1 Strange matter hypothesis und Seltsame Sterne

Die strange matter hypothesis wurde unabhéngig von Bodmer [25] und Witten [144]
formuliert und beinhaltet die Vermutung, dass der absolute Grundzustand von Materie
nicht durch Eisen sondern durch die sogenannte strange matter gebildet wird, bestehend
aus ungefihr gleichen Teilen von up-, down- und strange-Quarks, die nicht auf ein Baryon
beschrankt bleiben. Ausgedriickt wird diese Hypothese durch den Vergleich der Energie
pro Baryon fiir die verschiedenen Zustdnde. Dabei zeigt eine theoretische Analyse, dass
strange matter eine Energie pro Baryon von unter 930 MeV haben konnte, der Energie
pro Baryon von Eisen. Sollte diese Vermutung korrekt sein, héitte es enorme Auswir-
kungen auf die Physik des frithen Universum, die zeitliche Entwicklung des Universums,
die Physik von kompakten Objekten sowie Laborexperimente (siehe [141]). Auf den ers-
ten Blick scheint diese Annahme nicht sehr wahrscheinlich einfach aus den Grund, dass
man diese Form von Materie bisher noch nicht beobachtet hat. Allerdings kann es auch
nicht ausgeschlossen werden, denn gewthnliche Materie kann sich nicht direkt in strange
matter umwandeln, da keine strange-Quarks vorhanden sind. Es ist nicht schwierig, sich
mit einem einfachen Bag-Modell einen Uberblick zu verschaffen ([53], [42], [141], [144],
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7 Quarksterne

[60], [140], [94] und néchster Abschnitt). Eine allgemein verstdndliche Einfithrung fin-
det man in [33]. Man kann die Energie pro Baryon fiir Quarkmaterie, die ausschlieflich
aus up- und down-Quarks besteht (2-flavor-Quarkmaterie), im Rahmen dieses Modell
berechnen und findet einen Wert abhéngig von der unbekannten Bag-Konstante. Auf-
grund der Tatsache, dass gewohnliche Materie stabil ist, kann man folgern, dass eine
Bag-Konstante B'/* kleiner als 145 MeV ausgeschlossen ist. Bezieht man in einem ersten
Schritt masselose strange-Quarks in die Berechnung mit ein, so findet man fiir die Ener-
gie pro Baryon einen um 100 MeV niedrigeren Wert als fiir die 2-flavor-Quarkmaterie.
Dieser Wert kénnte unter den 930 MeV des Eisens liegen. In diesen Rechnungen nimmt
man masselose nicht-wechselwirkende Quarks an. Der Unterschied entsteht durch eine
dichtere Packung der Teilchen in der 3-flavor-Quarkmaterie (drei Fermi-Seen statt zwet).
Dieses Ergebnis steht nicht im Widerspruch zur Beobachtung, denn eine Umwandlung
eines Atomkerns in strange matter wiirde eine gleichzeitige Transformation von up- und
down-Quarks in strange-Quarks erfordern. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ubergang,
der durch die schwache Wechselwirkung vermittelt wird, ist sehr gering. Die Umwandlung
muss simultan erfolgen, da Hyperkerne (Kerne mit strange-Quark) energetisch ungiins-
tiger als gewShnliche Atomkerne sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Atomkern
mit der Baryonenzahl A in ein strange nugget verwandelt, ist deshalb proportional zu
(Gschwacn)?? (mit der schwachen Kopplungskonstanten gsepwacn). Damit ergibt sich eine
Lebensdauer der normalen Materie, die auch im Vergleich zum Alter des Universums
noch sehr lang ist (fiir A > 6 mehr als 1050 Jahre). In einem weiteren Schritt kénnen die
strange-Masse und Wechselwirkungen beriicksichtigt werden, was die Ergebnisse jedoch
innerhalb dieses Modells qualitativ nicht beeinflufit, sofern die strange-Masse hinreichend
klein im Vergleich zum chemischen Potential ist, so dass strange-Quark-Zusténde besetzt
werden. Eine nicht verschwindende strange-Masse sowie eine nicht verschwindende Kopp-
lungskonstante der QCD reduzieren die Bag-Konstante (bei gleicher Energie pro Baryon)
[53], [94].

Wie Witten sehr schén in seinem Artikel darlegt, geht von einem Nugget bestehend aus
strange matter keine Gefahr fiir die restliche Materie aus, da sich eine positive Ladung an
der Oberfliche bilden wird, die gewShnliche Kerne abstéft. Auf der anderen Seite jedoch
kénnen elektrostatische Potentiale die Absorption von Neutronen nicht verhindern. Dies
ist der Grund fiir die Annahme von Seltsamen Sternen. Das heiftt, dass es sich bei dem,
was man als Neutronensterne beobachtet, in Wahrheit um Quarksterne handeln sollte.
Unabhéngig davon wird versucht, strange matter experimentell nachzuweisen. Dabei kann
man die Bemiihungen grob in drei Klassen einteilen. Zum einen bringt man kosmische
Strahlen mit strange nuggets in Verbindung (Centauro Ereignisse). Auferdem sucht man
nach diesen Phasen in gewthnlicher Materie und versucht strange matter in Beschleuni-
gern zu produzieren. Einen Uberblick gibt Weber in [140] und [141].

Auf die Moglichkeit von Seltsamen Sternen soll an dieser Stelle ndher eingegangen wer-
den. Im Gegensatz zu gewOhnlichen Neutronensternen sind Seltsame Sterne durch die
starke Wechselwirkungen (selbst-)gebunden. Gravitation verdichtet den Stern nur noch
zusétzlich. Das bedeutet, dass es keine minimale Masse fiir Seltsame Sterne gibt. Auf der
anderen Seite bleibt aber die Schranke fiir die maximale Masse bestehen. Sterne mit einer
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7.1 Strange matter hypothesis und Seltsame Sterne

zu hohen Zentraldichte kollabieren ebenso zu Schwarzen Lochern wie gewohnliche Neutro-
nensterne. In verschiedenen Verdffentlichungen findet man Massen-Radius-Beziehungen
fiir diese Objekte (siehe beispielsweise [140]|, [141], [60], [68], [63], [65]). Insbesondere
gibt es auch Modelle, die iiber das einfache MIT-Bag-Modell hinausgehen und entweder
im MIT-Bag-Modell weitere Effekte einbezichen oder ein anderes Modell benutzen. So
werden z. B. von Buballa und Oertel [31] Seltsame Sterne innerhalb des Nambu-Jona-
Lasinio-Modells diskutiert, wobei die Autoren finden, dass strange matter nicht absolut
stabil ist. Ein anderes hiufig benutztes Modell ist das von Dey et al. [46]. Im Allgemeinen
ergeben sich fiir Seltsame Sterne im Vergleich zu gew6hnlichen Neutronensternen deut-
lich geringere Radien (Abbildung 7.2). Die Beobachtung von Neutronensternen hingt
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Abbildung 7.1: Masse iiber Zentraldichte fiir Seltsame Sterne. Gezeigt sind 3 Model-
le masseloser nicht wechselwirkender Quarks mit verschiedener Bag-
Konstante (mit Bgy = B/(60MeV/fm?)). Teilweise sind auch instabile
Sterne dargestellt.

aufs Engste mit Effekte an der Oberfliche zusammen. Aus diesem Grund diskutiert man
haufig Modelle, bei denen der Seltsame Stern eine Hiille aus gewohnlicher Materie be-
sitzt. Wie oben angedeutet, sorgen elektrische Wechselwirkungen dafiir, dass ein Kontakt
zwischen normaler Materie und Quarkmaterie verhindert wird. Verschiedenste Artikel be-
fassen sich mit diesen Sternen und dem Einfluss dieser Kruste, wobei man auch rotierende
Seltsame Sterne mit Qxern 7 Qrcruste nicht ausschliekt (Uberblick in [140]). Besonders
wichtig ist dabei, welche Unterschiede man bei Beobachtungen von Seltsamen Sternen
im Vergleich zu gewohnlichen Neutronensternen erwartet (z. B. kleinere Radien).
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Abbildung 7.2: Masse-Radius-Bezichung fiir drei Seltsame Sterne mit unterschiedlicher
Bag-Konstante (Bgy = B/(60MeV/fm3)). Deutlich erkennbar sind die
instabilen Konfigurationen (siche Kapitel 4.2).

Innerhalb des oben erwdhnten MIT-Bag-Modells kann man die Zustandsgleichung von

strange matter als

P="Lt_ap) (7.1)

w

schreiben mit der Bag-Konstanten B4 = (B - (he)3)/%. Und es stellt sich heraus, dass
diese einfache Form P = a(e — €g) mit den Konstanten a und eg auch viele andere
Modelle beschreibt [68], [148], [63]. Wie man an Gleichung (7.1) sieht, kann man eg als
Energiedichte an der Oberfliche eines Seltsamen Sterns interpretieren. Die hier einge-
fiihrten Konstanten sind physikalische Parameter, die allerdings unbekannt sind. Man
kann lediglich einige Schranken annehmen. Deshalb werden sie bei der Berechnung von
speziellen Modellen als freie Parameter behandelt. Diese einfache Form der Zustandsglei-
chung ist fiir die Berechnung von Eigenschaften der Seltsamen Sterne sehr vorteilhaft.
Schnell rotierende Seltsame Sterne werden unter anderem in [63], [65] und [62] behandelt.
Den Effekt des back bendings konnte man ebenfalls fiir Seltsame Sterne feststellen.

Eine besonders interessante Messung im Zusammenhang mit Seltsamen Sternen wurde
erst kiirzlich veroffentlicht. In [96] wird die Messung der Masse, des Radius und der gra-
vitativen Rotverschiebung von MXB 1728-34 anhand des Rontgenspektrums geschildert.
Dabei werden bestimmte Modelle fiir die Atmosphére vorausgesetzt. Die Autoren geben
jeweils zwei verschiedene Werte an, fiir den Radius entweder 4,6 km oder 5,3 km, fiir die
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Abbildung 7.3: Das Dichteprofil drei ausgewéhlter Konfigurationen mit verschiedenen
Bag-Konstanten. Der Stern mit dem kleinsten Radius entspricht einer
Bag-Konstante von Bgg = 1,4. Die anderen beiden Sterne beziehen sich
mit abnehmender Zentraldichte auf Bgy = 1,2 bzw. Bgy = 1,0.

Masse 0,40 Mg oder 0,63 Mg und fiir die Rotverschiebung 0,14 bzw. 0,22. Sollte sich die-
ses Ergebnis bestéitigen, kann es nur den Schlufs zulassen, dass es sich bei MXB 1728-34
um einen Seltsamen Stern handelt. Wie die Autoren betonen, setzt die Beobachtung von
Rontgenausbriichen, auf denen diese Messungen beruhen, eine Hiille aus gew6hnlicher
Materie voraus. Weitere Beobachtungen sind unter anderem in [141], [64] und den darin
aufgefiihrten Referenzen zusammengestellt.

Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 7.1 drei Modelle nicht rotierender Seltsamer
Sterne gezeigt. Dabei wurde die Zustandsgleichung fiir masselose nicht wechselwirkende
Quarks analog der Herleitung in [65] berechnet. Die Modelle unterscheiden sich einzig
durch verschiedene Bag-Konstanten. Diese werden in den Diagrammen angegeben als
Vielfache von 60 MeV/fm?, das heikt Bgy = B/(60MeV/fm3). Im Rahmen dieses Mo-
dells kann die Bag-Konstante im Bereich 0.9821 < Bgg < 1.525 variiert werden, wobei
sich diese Grenzen zum einen durch die nicht beobachtete spontane Erzeugung von stran-
ge matter und und zum anderen durch die Energie pro Baryon von Eisen ergeben. Im
einzelnen wurden Seltsame Sterne mit Bag-Konstanten von 60 MeV/fm?, 72 MeV/ fm?
und 84 MeV / fm3 berechnet. Man erkennt, dass die niedrigste Bag-Konstante die hochste
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7 Quarksterne

maximale Masse von 1,96 Mg zuldfst, wohingegen die maximale Masse bei einer Bag-
Konstante von 84 MeV/fm? nur bei 1,40 M liegt. Dieses Verhalten wird durch die
Beschreibung des MIT-Bag-Modells im néchsten Abschnitt anschaulich klar. Im Masse-
Radius-Diagramm 7.2 findet man, dass die Radien von Seltsamen Sternen signifikant
kleiner sind als die von Neutronensternen. Auch in dieser Darstellung kann man gut den
Effekt von verschiedenen Bag-Konstanten erkennen. Der grofste Radius von iiber 11 km
ergibt sich fiir das Modell mit der kleinsten Bag-Konstante. Bei einer Bag-Konstante
von 84 MeV /fm? liegt der maximale Radius bei knapp 8 km. In diesem Diagramm wird
auch deutlich, dass Seltsame Sterne fiir kleine Massen ein anderes Verhalten zeigen als
Neutronensterne. Wahrend Neutronensterne fiir kleine Massen grofer werden und eine
minimale Masse besitzen, kénnen Seltsame Sterne beliebig leicht und beliebig klein wer-
den. Der Hintergrund ist die oben erwéhnte Eigenschaft von Seltsamen Sternen, durch
die starke Wechselwirkung selbstgebunden zu sein (siche Abschnitt 7.2 und Abbildung
7.4). Alle drei gezeigten Masse-Radius-Beziehungen haben einen Schnittpunkt mit der
durch die Rotverschiebungsmessung von Cottam et al. [45] gegebenen Geraden.

In Abbildung 7.3 ist der Dichteverlauf von drei Seltsamen Sternen mit Bag-Konstanten
von Bgy =1,0, 1,2 und 1,4 dargestellt, wobei der kleinste Radius der hochsten Bag-
Konstante entspricht. Im Unterschied zu gewthnlichen Neutronensternen féllt die Dichte
an der Oberflache nicht bis zur Eisendichte ab, sondern zeigt einen sehr grofen Dichte-
sprung aufgrund der oben erwéahnten Bindung. Der Abfall der Dichte kann einen betracht-
lichen Anteil der Zentraldichte umfassen. Beim Modell mit der groften Bag-Konstante
gibt es den gréften Dichtesprung.

Die Stabilitdt und die Schwingungsmoden von Seltsamen Sternen werden in [124] und
[140] besprochen. Auferdem werden farbsupraleitende Phasen in Seltsamen Sternen un-
tersucht (siehe z. B. [95] und Ausfithrungen im néchsten Abschnitt).

7.2 Quark-Zustandsgleichung

Nachdem im letzten Kapitel Seltsame Sterne behandelt wurden, soll hier die Zustands-
gleichung eines Hybrid-Sterns hergeleitet werden. Dazu kommt ein phanomenologisches
Modell von Alford et al. [7] zum Einsatz, das sich am MIT-Bag-Modell orientiert. Hyprid-
Sterne besitzen einen inneren Kern aus Quarkmaterie. Der Rest des Sterns wird durch
eine hadronische Zustandsgleichung beschrieben. In diesem Unterkapitel soll als ers-
tes die Idee des MIT-Bag-Modells vermittelt werden, um dann eine konkrete Quark-
Zustandsgleichung zu berechnen. Im Anschluft wird der Phaseniibergang zur hadroni-
schen Zustandsgleichung konstruiert.

Der Hintergrund des MIT-Bag-Modells und die Interpretation der Bag-Konstanten B ist
in Abbildung 7.4 veranschaulicht. In diesem Modell nimmt man an, dass sich Quarks als
nicht wechselwirkende Teilchen frei in einem bestimmten beschriankten Volumen (Bag)
bewegen kdénnen. Dieses Modell wird durch die asymptotische Freiheit der QCD ge-
rechtfertigt, das heifst, dass sich die Wechselwirkungen zwischen Quarks mit kleinerem
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Physikalisches Vakuum

Abbildung 7.4: Ilustration des MIT-Bag-Modells.

Abstand immer weiter abschwéchen [60]. Die Bag-Konstante hat die Bedeutung eines
Druckunterschieds zwischen dem gewohnlichen physikalischen Vakuum und dem Vakuum
der QCD [140]. Ebenso kénnte man die Bag-Konstante als Energiedichte interpretieren,
die aufgebracht werden muss, um das Vakuum zu verdréngen. Es muss betont werden,
dass in dieser Diskussion im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt die Gravitation die
entscheidende Zutat fiir die Bindung des Sterns ist. Das heifst, auch wenn die strange
matter hypothesis nicht zutrifft, konnten Quarksterne als Hybrid-Sterne existieren. Die-
se sind dann jedoch nicht selbstgebunden.

Alford hat in einer Reihe von Veréffentlichungen verschiedenste Effekte von Quarkmate-
rie diskutiert [7], [6], [5]. Man erwartet unter anderem, dass Quarkmaterie verschiedene
Phasen von Farbsupraleitung zeigt analog der elektrischen Supraleitung in Festkorpern.
Unterscheiden kann man diese Phasen nach den méglichen Paarungsmustern der Cooper-
Paare. Besonders wichtig sind dabei die Phasen 2SC (2-flavor-Farbsupraleitung, up- und
down-Quarks beteiligt) und CFL (color-flavor locked, up-, down- und strange-Quarks
beteiligt). Fiir einen Uberblick sei auf [122], [123] verwiesen. Dariiber hinaus kann man
Wechselwirkungen der Quarks einbeziehen und die nicht verschwindenden Quarkmassen.
Um die Auswirkungen dieser verschiedenen Effekte zu studieren, benutzt Alford eine phé-
nomenologische Parametrisierung der Quark-Zustandsgleichung, ausgedriickt durch das
grofkanonische Potential [7]. Darin treten die Parameter c fiir die QCD-Wechselwirkung,
A fiir die Supraleitfiahigkeit (A entspricht dem Gap-Parameter der Festkorperphysik), my
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7 Quarksterne

fiir die strange-Masse und die effektive Bag-Konstante Beyy auf. Auf Grund der Tatsa-
che, dass diese Parameter unbekannt sind, werden sie als freie Parameter behandelt. Fiir
manche dieser Konstanten kann man Schranken angeben, so dass man die Modelle inner-
halb dieses beschriankten Parameterraumes variiert und die verschiedenen Auswirkungen
berechnet. In den oben genannten Referenzen werden die astrophysikalischen Konse-
quenzen dieser Modelle durch das Losen der Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen
dargestellt und diskutiert. Es sei auch auf eine Reihe anderer Arbeiten hingewiesen, die
iber das MIT-Bag-Modell hinausgehen, so zeigten zum Beispiel Buballa et al. [32], dass
es im Rahmen des Nambu-Jona-Lasinio-Modells nur eine sehr kleine stabile Sequenz von
Hybrid-Sternen gibt, wobei die Quarkmaterie in der 2SC-Phase vorliegt. In [114], [113]
werden unter anderem Modelle mit gemischten Phasen in Betracht gezogen.

Wie erwédhnt beschéftigen sich viele Verdffentlichungen mit der Masse-Radius-Beziehung
von nicht rotierenden Hybrid-Sternen. Deshalb soll hier beispielhaft die Struktur eines
schnell rotierenden Hybrid-Sterns berechnet werden. Es wird die auf dem MIT-Bag-
Modell basierende phénomenologische Zustandsgleichung aus Alford et al. [7| benutzt.
Dann schreibt sich das grofkanonische Potential als

3 3
a4u4 + 7(12#2 + Besy (7.2)

Q—_2°_
472 472

mit dem dem chemischen Potential der Quarks p. Dabei wurde

ag = 1—c¢ (7.3)
ay = m%—4A2 (7.4)

definiert. Genaugenommen handelt es sich bei 2 aus Gleichung (7.2) nicht um das grof-
kanonische Potential, sondern um das grofkanonische Potential pro Volumen. Ausgehend
vom groftkanonischen Potential kann man Druck, Energiedichte und Teilchenzahldichte
mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Relation berechnen [48]. Dann gilt im Grenzfall T'= 0

P = —-Q (7.5)
o0
e = —P+nu. (7.7)

Das Programm create quark eos (auf der beigefiigten CD) berechnet mit dem obigen
Modell Zustandsgleichungen, indem es die Gleichungen (7.2) und (7.5) bis (7.7) in einem
bestimmnten Bereich des chemischen Potentials p1 auswertet. Fiir den hier betrachteten
schnell rotierenden Hybrid-Stern wird der Parametersatz ay = 1, az = (180 MeV)? und
B.ry = 90MeV verwendet.

Zur Konstruktion der endgiiltigen Zustandsgleichung ist noch der Phaseniibergang von
der hadronischen Materie zur Quarkmaterie zu bestimmen. Dazu ist das chemische Poten-
tial der hadronischen Zustandsgleichung zu berechnen, denn der Phaseniibergang findet
bei Phara(tt) = Puark(pt) statt. Informationen zur Konstruktion des Phaseniibergangs
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Abbildung 7.5: Druck tiber dem chemischen Potential der Quarks fiir die im Text be-
schriebene Quark-Zustandsgleichung und die hadronischen Zustandsglei-
chungen SLy4 und APR zur Bestimmung des Phaseniibergangs.

findet man unter anderem in [140], [60] und [114]. Das chemische Potential wird mit
dem Programm mu_eos berechnet (ebenfalls auf der beigefiigten CD), indem man die
Gibbs-Duhem-Relation in der Form p = % verwendet. Bei all diesen Rechnungen ist
auf das korrekte Einfligen der Konstanten ¢ und fc zu achten (siehe Quellcode der Pro-
gramme). Damit hat man fiir jede Zustandsgleichung eine Funktion P(x) und kann den
Phaseniibergang graphisch bestimmen, wobei zu beachten ist, dass sich das chemische
Potential der Baryonen um einen Faktor 3 von dem der Quarks unterscheidet. In Ab-
bildung 7.5 ist der Druck der Quark-Zustandsgleichung und der hadronischen Zustands-
gleichungen SLy4 und APR {iber dem chemischen Potential der Quarks dargestellt. Der
Schnittpunkt bestimmt den Druck des Phaseniibergangs. Man findet den Ubergang von
der Zustandsgleichung SLy4 zur Quarkphase bei u = 361,7MeV und einem Druck von
P = 5,95 - 103*dyne/cm?. Fiir die Zustandsgleichung APR findet der Phaseniibergang
bei einem etwas hoheren Druck von 8,3 - 1034dyne/cm? statt. Hat man den Ubergangs-
druck gefunden, kann man schlieflich die Hybrid-Zustandsgleichung zusammensetzen.
Als hadronische Zustandsgleichung fiir den &ufseren Teil des Sterns wird in den folgen-
den Rechnungen die moderate Zustandsgleichung SLy4 benutzt. Diese ist zusammen mit
der Quark-Zustandsgleichung in Abbildung 7.6 gezeigt. In dieser Darstellung kann man
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Abbildung 7.6: Hybrid-Zustandsgleichung bestehend aus der hadronischen Zustandsglei-
chung SLy4 bei geringen Dichten und der im Text beschriebenen Zu-
standsgleichung des MIT-Bag-Modells. Der Phaseniibergang erster Ord-
nung liegt im Bereich zwei- bis dreifacher Kerndichte.

besonders gut den Phaseniibergang erster Ordnung erkennen, der bei einer Dichte von
7-10"g/cm? auftritt, was dem Zweifachen bis Dreifachen der Kerndichte entspricht (B, rf
wurde entsprechend gewéahlt, dass der Phaseniibergang in diesem Bereich auftritt). Das
heikt, wenn der Druck im Innern des Sterns einen Wert von 6 - 103*dyne/cm? erreicht,
springt die Dichte von 7 - 101*g/cm? auf 10 - 1014g/em3. Tm nichsten Kapitel sollen fiir
diese Zustandsgleichung schnell rotierende Losungen berechnet werden.

Die Veroffentlichungen von Alford et al. [7], [6], [5] beschéftigen sich hauptsdchlich mit
den Auswirkungen der verschiedenen Parameter. So konnte gezeigt werden, dass mit
steigendem Druck auch mehrere Phaseniibergéinge ,hin und zuiick® zwischen der hadro-
nischen Phase und der Quarkphase moglich sind. Ob es einen gemischten Phaseniibergang
oder eine Phaseniibergang, wie er oben geschildert wird, gibt, wird beispielsweise in [4]
diskutiert und hingt von der unbekannten Oberflichenspannung der Phasen ab.
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7.3 Eigenschaften schnell rotierender Quarksterne

In diesem Abschnitt werden die schnell rotierenden Losungen der oben vorgestellten
Hybrid-Zustandsgleichung (a4 = 1, a2 = (180 MeV)? und Bess = 90MeV) berechnet.
Wie in Kapitel 6.1 beschrieben, wurde in Lorene eine Multi-Domé&nen-Spektralmethode
implementiert. Dies stellt das derzeit beste Werkzeug dar, um Phaseniibergéng inner-
halb von Sternen zu behandeln. Dazu werden die Grenzen der Doménen entsprechend
den verschiedenen Phasen im Stern angepaft. Die Grenzen werden durch die Pseudo-
Enthalpie definiert. Deshalb ist das Programm rotstar _neu in der Lage, fiir eine gegebene
Zustandsgleichung die entsprechende Pseudo-Enthalpie zu bestimmen (siehe dazu read-
me_rotstar _neu). Damit kann man die Pseudo-Enthalpie am Phaseniibergang angeben.
Dariiber hinaus ist Lorene standardméfig nur in der Lage, die ,eigenen* Zustandsglei-
chungen zu verwenden. Aus diesem Grund wurden fiir diese Arbeit einige Klassen und
Quellcodes ergénzt sowie vorhandene entsprechend angepafit. Was hierzu im einzelnen
zu dndern ist, wird kurz in Anhang E dargelegt.

In den Abbildungen 7.7 bis 7.10 sind die Eigenschaften des schnell rotierenden Hybrid-

1.7 1 1 1 1 1

1.6 A

15 4

14 4

1.3 1

Masse (Sonnenmassen)

12 4

11 4

1 T T T T T

le+18 1.5e+18 2e+18 2.5e+18 3e+18 3.5e+18 de+1i
Zentraldichte (ka/m®)

Abbildung 7.7: Masse iiber Zentraldichte fiir eine Hybrid-Zustandsgleichung des MIT-
Bag-Modells (a4 = 1, ap = (180 MeV)? und B.ss = 90MeV). Es sind
das statische Limit, das Kepler-Limit, das Stabilitdtslimit, drei Sequenzen
mit konstanten Frequenzen f = 294 Hz, f = 641 Hz und f = 719 Hz
sowie die Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von 1,4 My, 1,6 My, 1,7
Mg und 1,8 Mg gezeigt.
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Abbildung 7.8: Masse-Radius-Bezichung fiir eine Hybrid-Zustandsgleichung des MIT-

Bag-Modells (a4 = 1, az = (180 MeV)? und Bss = 90MeV). Es sind
dieselben Sequenzen wie in Abbildung 7.7 dargestellt.

Sterns gezeigt. Dabei wurde die Zustandsgleichung mit der phidnomenologischen Parame-
trisierung des grofkanonischen Potentials im Rahmen des MIT-Bag-Modells berechnet
und fiir den &ufseren Teil des Sterns die hadronische Zustandsgleichung SLy4 angeschlos-
sen (siehe vorheriges Kapitel). Man kann alle in Kapitel 6.2 beschriebenen Sequenzen
identifizieren (fiir die Bedeutung der jeweiligen Sequenzen sei auf dieses Kapitel verwie-
sen). In den Darstellungen ist kein ,Knick“ zu erkennen, was den Ubergang vom rein
hadronischen Stern zum Hybrid-Stern markieren wiirde. Dies liegt daran, dass alle hier
gezeigten Konfigurationen einen Quark-Kern besitzen, denn der Phaseniibergang tritt
schon bei einer Dichte von 7-10'g/em? auf. Es wurden die normalen Evolutionssequen-
zen mit Ruhemassen von 1,4 und 1,6 Sonnenmassen sowie die supramassiven Sequenzen
mit 1,7 und 1,8 Sonnenmassen berechnet. Aus 7.7 kann man ablesen, dass die maxi-
male Masse der statischen Sterne bei ungefdhr 1,45 Sonnenmassen liegt. Zum selben
Ergebnis kommt Alford in [7] fiir einen vergleichbaren Stern. Erlaubt man Rotation er-
gibt sich eine maximale Masse von knapp 1,7 Sonnenmassen. Mit diesem Resultat kann
man dieses spezielle Modell einer Hybrid-Zustandsgleichung nahezu ausschliefen, denn
die beobachteten maximalen Massen von Neutronensternen liegen trotz grofter Fehlerbal-
ken weit iiber den hier berechneten Massen des Modells. Dariiber hinaus schneidet die
in Kapitel 4.2 eingefithrte Gerade auf der Grundlage der Rotverschiebungsmessung von
Cottam et al. [45] die Masse-Radius-Beziehung (Abbildung 7.8) dieser Zustandsgleichung
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Abbildung 7.9: Winkelgeschwindigkeit € {iber dem ,dimensionslosen” Drehimpuls fiir
eine Hybrid-Zustandsgleichung des MIT-Bag-Modells (a4 = 1, ay =
(180 MeV)? und Bess = 90MeV). Es sind dieselben Sequenzen wie in
Abbildung 7.7 dargestellt.

nicht. Wie Alford zeigen konnte, erreicht man durch die Beriicksichtigung von Wechsel-
wirkungen a4 < 1 hohere maximale Massen [7]. Dies erfordert jedoch ein Absenken der
effektiven Bag-Konstante, da sonst der Phaseniibergang erst bei héheren Dichten auf-
tritt. Dieses Verhalten kann durch Rechnungen mit den Lorene-Programmen bestétigt
werden. Obwohl also die obige Hybrid-Zustandsgleichung eher als ein Spielzeugmodell
zu betrachten ist, sollen dennoch diese Diagramme kurz besprochen werden. Wieder er-
kennt man, dass sich fiir einen mit 3,4 ms rotierenden Stern keine groflen Unterschiede
zum nicht rotierenden Stern ergeben. Und ebenso liegen wie bei den rein hadronischen
Zustandsgleichungen viele Konfigurationen jenseits der Sequenz mit 1,4 ms. Die Radien
fallen bei entsprechender Masse etwas geringer aus als fiir hadronische Sterne, das heifst,
diese Sterne sind kompakter. Auch fiir Hybrid-Sterne findet man den Effekt des back
bendings bei den supramassive Evolutionssequenzen (siehe Abbildung 7.9). Man erkennt
in Diagramm 7.10, dass die maximalen Rotationsfrequenzen niedriger sind als bei hadro-
nischen Sternen. Die maximale Rotationsfrequenz liegt unter 1600 Hz, wohingegen fiir
hadronische Zustandsgleichungen die Keplerfrequenzen durchaus im Bereich von 1800 Hz
liegen kénnen.

Besonders interessant sind die Dichte-Profile dieser Sterne, da man in dieser Darstel-
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Abbildung 7.10: Frequenz iiber der Zentraldichte fiir eine Hybrid-Zustandsgleichung in-
nerhalb des MIT-Bag-Modells (aq = 1, as = (180 MeV)? und Bess =
90MeV). Unter Frequenz versteht man hier die Rotationsfrequenz des
Fluids beobachtet im Unendlichen. Es sind dieselben Sequenzen wie in
Abbildung 7.7 dargestellt.

lung den inneren Aufbau erkennen kann. In Abbildung 7.11 sind drei Konfigurationen
der supramassiven Sequenz mit einer Ruhemasse von 1,8 Sonnenmassen gezeigt. Der
Drehimpuls nimmt mit zunehmender Zentraldichte ab. Die Rotationsfrequenzen dagegen
nehmen mit ansteigender Zentraldichte erst leicht ab und steigen fiir noch héhere Zent-
raldichten wieder an (back bending), was auch Abbildung 7.10 verdeutlicht. In Tabelle
7.1 sind weitere Eigenschaften dieser Sterne zusammengestellt. Der Ubergang vom ha-
dronischen Teil des Sterns zur Quarkphase liegt bei circa 5 km. Gut kann man diesen
Phaseniibergang durch den Dichtesprung identifizieren. Auf den Stern mit der héchsten
Rotationsfrequenz (hochste Zentraldichte) entféllt der kleinste Kern (4726 m), wobei sich
die Grofe des Kerns bei den drei Konfigurationen nicht sehr stark unterscheidet. Damit
ergibt sich folgende anschauliche Erklarung des back bending. Man kann sich das spin
up ahnlich vorstellen wie die Pirouette einer Eislduferin, die die Arme anzieht. Obwohl
diese Drehimpuls durch die Reibung der Kufen verliert, rotiert sie schneller. Dadurch,
dass mehr Masse zum Kern verlagert wird, kann der Drehimpuls abnehmen, wéhrend die
Frequenz zunimmt. Der Stern mit der héchsten Rotationsfrequenz vereinigt mit Abstand
am meisten Masse im Kern.

Ein anderes Bild ergibt sich bei der normalen Evolutionsequenz mit 1,4 Sonnenmassen,
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7.3 Eigenschaften schnell rotierender Quarksterne

die in Abbildung 7.12 gezeigt ist. Dort ergeben sich unterschiedlich grofie Kerne, was man
mit Abbildung 7.10 verstehen kann, da sich die Rotationsfrequenzen iiber einen grofsen
Bereich erstrecken. Analog zu den rein hadronischen Sternen hat der Stern mit der héchs-
ten Zentraldichte den kleinsten Radius. Den kleinsten Kern hat jedoch der Stern mit der
geringsten Zentraldichte. Dieses Verhalten entspricht dem der normalen Sequenz der Zu-
standsgleichung SLy4 in Kapitel 6.2 (siche Abbildung 6.10). Weitere Informationen zu
diesen Sternen sind in Tabelle 7.2 eingetragen.
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Abbildung 7.11: Drei Dichteprofile der supramassiven Evolutionssequenz mit 1,8 Sonnen-
massen in der Aquatorebene. Eigenschaften dieser Sterne sind in Tabelle
7.1 zu finden.

Wie in den Veroffentlichungen von Alford et al. (z. B. [7]) deutlich wurde, besitzen
verschiedene Hybrid-Sterne je nach Wahl der Parameter der Zustandsgleichung voll-
kommen unterschiedliche Eigenschaften. In diesem Sinne stellen die obigen Ergebnisse
auch nur einen Anfangspunkt bzw. Probelauf dar. Vergleichbare Rechnungen fiir Hybrid-
Quarksterne gibt es bisher noch nicht, aufer einer Veréffentlichung von Panda et al.
[108]. Allerdings werden dort nur sehr wenige Konfigurationen gezeigt und die Wider-
spriiche zu den bisherigen Beobachtungen sind gravierend (zu grofe Radien). Wahrend
sich die durch die Rotverschiebungsmessung von Cottam et al. [45] gegebene Gerade
und die Masse-Radius-Beziehung des oben gezeigten Hybrid-Sterns (Abbildung 7.8) nur
knapp ,verpassen‘, liegt diese Gerade im Diagramm von Panda et al. sehr weit von der
dort dargestellten Masse-Radius-Beziehung entfernt (siehe Kapitel 4.2). Als Zielstellung
fiir weitere Arbeiten wére zu untersuchen, welche Effekte gerade im Zusammenhang mit
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Abbildung 7.12: Drei Dichteprofile der normalen Evolutionssequenz mit 1,4 Sonnenmas-
sen in der Aquatorebene. Eigenschaften dieser Sterne sind in Tabelle 7.2
zu finden.

schneller Rotation durch die Variation der Parameter hervorgerufen werden und inwiefern
es moglich ist, Resultate zu erhalten, die im Einklang mit den bisherigen Beobachtungen
stehen.

Ein vielversprechendes Modell scheint die Parameterwahl ¢ = 0,3, as = (150 MeV)? und
Bery = 52,9 MeV zu sein. Fiir diese Zustandsgleichung tritt der Phaseniibergang von
der hadronischen Phase (SLy4) zur Quarkphase bei einem Druck von 3, 3-103dyne/cm?
auf, was ungefihr der fiinffachen Kerndichte entspricht. In Abbildung 7.13 ist ein Aus-
schnitt der Masse-Radius-Beziehung dieser Zustandsgleichung gezeigt. Es sind Teile des
statischen Limits, des Kepler-Limits und der Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von
2,1 Mg, 2,2 Mg, 2,3 Mg und 2,4 Mg dargestellt. Dieser Stern erreicht eine deutlich
hohere maximale Masse als das obige Modell. Das Maximum des statischen Limits liegt
bei 1,82 Mg . Dies liegt beinahe innerhalb der Fehlerschranken der Messungen von Nice
et al. [104], die die grofite bisher beobachtete Neutronensternmasse von (2,1 £ 0,2) Mg
in einem Doppelsternsystem fanden. Aufserdem schneidet diese Masse-Radius-Beziehung
die ,z=0,35-Gerade* (Cottam et al. [45]).
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7.3 Eigenschaften schnell rotierender Quarksterne

Zentraldichte (108kg/m3) 2,04 2,46 3,24
Frequenz (Hz) 1388,6 1378,46 1425,33
grav. Masse (Sonnenmassen) 1,62211 1,61475 1,61056
Ruhemasse (Sonnenmassen) 1,8 1,79998 1,79998
Zylinderradius (Aqu.) (m) 13005,9 11659,9 10864,9
Q (1/5) §724,85 8661,12 8055,62
w im Zentrum (1/s) 5308,34 5499,07 6024,4
w an Oberfliche Aq. (1/s) 989,648 1217 1391,61
w an Oberflache Pol (1/s) 827,748 1035,38 1207,58
Drehimpuls (C/GM%) 1,56643 1,39395 1,29687
T/W 0,0923393 0,0761088 0,0671677
Quadrupolmoment (kg m?) 1,6667 - 1057 | 1,2110- 1037 | 9,3411 - 103°
GRV2 -0,000476 -0,000453 -0,000370
GRV3 0,000365 0,000416 0,000312
Abplattung 0,633637 0,714219 0,747107
Jauator -0,236993 | -0,172443 | -0,145136
Javator 1,10881 1,08256 1,12073
2t 0,399429 0,416244 0,445015
Zylinderradius des ISCO (m) 13005,9 11708,9 11473,2
Koord.-Radius (Aquator) (m) 10381,6 9032,69 8235,73
Koord.-Radius (Pol) (m) 6578,17 6451,32 6152,97
Koordinaten-Radius des Kern (m) | 4869,8 4839,4 4726,5

Tabelle 7.1: 3 Konfigurationen der Evolutionssequenz mit 1,8 Mg.
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Zentraldichte (108kg/m3) 1,17 1,35 1,57
Frequenz (Hz) 1026,15 883,786 40,2262
grav. Masse (Sonnenmassen) 1,29866 1,28895 1,26502
Ruhemasse (Sonnenmassen) 1,4 1,39997 1,38435
Zylinderradius (Aqu.) (m) 15120,1 12278,8 10704,5
Q (1/5) 6447,52 5552,99 952,749
w im Zentrum (1/s) 2842,91 2572,16 119,87
w an Oberfliche Aq. (1/s) 429,974 551,824 29,4639
w an Oberflache Pol (1/s) 353,046 478,016 29,4552
Drehimpuls (c/GM3) 1,07089 0,7479 0,0275609
T/W 0,090843 0,0496711 7,86E-05
Quadrupolmoment (kg m?) 1,9373-10%7 | 0,8889 - 1057 | 1,2727 - 1034
GRV2 -0,000515 -0,000610 -0,000477
GRV3 0,000363 0,000407 0,000313
Abplattung 0,620604 0,807873 0,999681
Jauator -0,215905 | -0,0864905 | 0,225635
Aquator | 0,723239 | 0599522 | 0,253364
z"° 0,241889 0,247182 0,239482
Zylinderradius des ISCO (m) 15120,1 12278,8 11105,2
Koord.-Radius (Aquator) (m) 13072,2 10243,9 8736,56
Koord-Radius (Pol) (m) 8112,67 82758 8733,78
Koordinaten-Radius des Kern (m) | 3579.89 4246.37 4468.48
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Tabelle 7.2: 3 Konfigurationen der Evolutionssequenz mit 1,4 Mg.
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eine Hybrid-

Zustandsgleichung des MIT-Bag-Modells (a4 = 0,7, ag = (150 MeV)?
und Bess = 52,9 MeV). Es sind die statischen Konfigurationen, das
Kepler-Limit und vier supramassive Evolutionssequenzen mit Ruhemas-
sen von 2,1 Mg, 2,2 My, 2,3 Mg und 2,4 M, gezeigt. Die Konfiguratio-
nen der Evolutionssequenzen mit dem jeweils niedrigsten Radius bilden

das Stabilitatslimit.
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8 Manko-Losung

Ein weiterer Aspekt im Zusammenhang mit schnell rotierenden Neutronensternen ist die
Manko-Losung, benannt nach V. S. Manko [98], [99]. Bei der Manko-Losung handelt es
sich um eine exakte analytische Losung der Einsteinschen Feldgleichungen im Vakuum.
Es stellte sich heraus, dass diese Metrik den Aufenraum von schnell rotierenden Neu-
tronensternen gut beschreibt. Die Problematik besteht nun darin, dass sich diese Losung
nicht kontinuierlich auf die Schwarzschild-Metrik reduzieren lafst, die den Aufsenraum
nicht bzw. langsam rotierender Serne korrekt wiedergibt. Damit erhebt sich die Frage,
in welchem Bereich welche Losung giiltig ist, ob sich die Giiltigkeitsbereiche tiberlappen
und wie grofs die Abweichungen im Vergleich zur numerischen Losung sind. Im ersten
Abschnitt dieses Kapitels soll die Manko-Losung eingefiihrt werden und die eben er-
wahnten Probleme veranschaulicht werden. Der nichste Abschnitt beschéftigt sich dann
mit der Frage, fiir welche Sterne eine Manko-Losung existiert, und wie gut diese Manko-
Metrik mit der numerischen Losung iibereinstimmt. Dies wird den Giiltigkeitbereich der
Manko-Lésung abstecken.

8.1 Definition und Problematik

Im hier betrachteten Fall wird ein Spezialfall der Manko-Lésung benutzt, der die elek-
trische Ladung und den magnetischen Dipol vernachléafigt. Die Herleitung soll hier nicht
gezeigt werden. Man findet sie in [98], [99], [131]. Die Manko-Losung schreibt sich in
Weyl-Papapetrou-Koordinaten als

ds® = — f(dt — wd)? + [~ [e* (dp® + dz*) + p*d?]. (8.1)

Dabei sind die metrischen Funktionen unabhéngig von ¢ und ¢, was die Symmetrien der
Metrik wiederspiegelt. Damit erkennt man schon das erste technische Problem, denn die
zu vergleichenden Metriken benutzen unterschiedliche Koordinaten. Man wird also fiir
den Vergleich eine Koordinatentransformation bemiihen miissen. Um nun die analytische
Losung anzugeben, verwendet man sphéroidale Koordinaten, die man definiert als

: = i(mw,) (8.2)
y = 51 (53
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8 Manko-Ldsung

mit dem Parameter x und r+ = \/p? + (2 £ k)2. Die Metrik nimmt dann die Form

dx? dy?
+
2—1 1-—192

ds® = —f(dt —wdp)?® + k2f! [627(;1:2 — %) ( > + (2 - 1)(1 - y2)ds01

(8.4)
an. Der Parameter k ist gegeben durch Kk = v/d + 0. Die hier auftretenden Parameter
wiederum sind

i = i[MQ—(a—b)ﬂ (8.5)

_M2b2
ST -0

mit der Masse M und dem spezifischen Drehimpuls a = J/M des Sterns. Der Parameter
b hat keine physikalische Bedeutung, hangt aber iiber

Q=—M(d—0—ab+ad? (8.7)

mit dem Quadrupolmoment Q eines Sterns zusammen. Jetzt fiithrt man

F=3 (88)
E
e = 16n8(a2 —2)A (8.9)
w = —G_E?JQ)F (8.10)
ein, wobei
D = {4(x? )2+ 26 Mz[2k2 (2% — 1) + (26 + ab — b*) (1 — y?)]
+(a— b)[(a— b)(d — 8) — M?b)(y* — 1) — 4d>}”
+4y/? {2&2(1’2 — 1)[kz(a — b) — MDb] — 2Mb3(1 — 3?)
+[(a — b)(d — &) — M?b)(2kx + M)(1 — )} (8.11)
E = {4 @ = 1)+ 01—y + (a—b)[(a—b)(d — ) — M?b)(1 - y*)*}*
2

—16K2 (2 — 1)(1 — y*){(a — b)[s*(z* — y?) + 20y%] + M*by?}? (8.12)
F o= 8:%(@° = D{(a =) (2* — ) + 25y2] +y?M>b}

AkMz[(26x + M)? — 2y%(26 + ab — b?) — a® + b

—2y2(46d — M*b*)}

H4R*(2® = 1) +0(1 = ) + (a = b)[(a = b)(d — 6) — M?D)(1 — y*)*}

(426 Mbx 4 2M?b) [k (2% — 1) 4+ 6(1 — 3?)]

+(1 = y*){(a — b)(M>b? — 45d)

—(4kMx + 2M?)[(a — b)(d — &) — M>b]}) (8.13)

gilt. Damit hat man die gesamte Metrik in analytischer Form gegeben, was von grofem
Vorteil ist, wenn man das Gravitationsfeld im Aufsenraum eines schnell rotierenden Sterns
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8.2 Vergleich und Ghiltigkeitsbereich

fiir verschiedenste Anwendungen (Akkretion, Gravitationswellen) betrachtet. Denn ob-
wohl die Darstellung recht kompliziert ist, erspart sie doch numerische Verfahren und den
damit verbundenen Aufwand und die unvermeidbaren Fehler. Diese Losung ist einzig von
den drei Parametern M, a und b abhéngig.
Man kann leicht durch Einsetzen zeigen, dass sich fiir ¢ — 0 ein nicht verschwindendes
Quadrupolmoment von oy
M M=+b
Q(a_o)__ZMQ_bQ
ergibt, und sich die Metrik deshalb fiir reelle Werte der Parameter nicht kontinuierlich
auf die Schwarzschild-Metrik reduziert. Damit ist klar, dass die Manko-Losung nicht fiir
jeden Stern giiltig sein kann. Fiir welche Bereiche von Parametern die Manko-Losung
eine gute Beschreibung des Aufenraums darstellt, soll im néchsten Abschnitt untersucht
werden.
Es sei noch angemerkt, dass man die Schwarzschild-Losung findet, indem man a = 0 und
b = iM setzt. Ahnlich ergibt sich die Kerr-Metrik fiir b? = a? — M?2.

(8.14)

8.2 Vergleich und Giiltigkeitsbereich

Fiir einen Vergleich der Metriken ist zunéchst sicherzustellen, dass dieselben physikali-
schen Modelle verglichen werden. Dazu nimmt man an, dass die Masse, der Drehimpuls
und das Quadrupolmoment der betrachteten Losungen iibereinstimmen. Praktisch bedeu-
tet dies, dass man fiir einen durch die numerische Losung gegebenen Parametersatz beste-
hend aus Masse, Drehimplus und Quadrupolmoment die entsprechende Manko-Ldsung
bestimmt und vergleicht. Dies erscheint als das natiirlichste Vorgehen, die entsprechenden
Metriken zu vergleichen, wenn gleich man auch andere Verfahren wéhlen konnte (siehe
[131], [98]). Da das Quadrupolmoment nicht direkt in die Manko-Losung eingeht, son-
dern nur iiber den Parameter b, muss dieser iiber Gleichung (8.7) bestimmt werden. Eine
Moglichkeit besteht darin, diese Gleichung graphisch zu 16sen, das heifit, die Nullstellen
der Funktion

—M[d(M, a,b) — 6(M, a,b) — ab + a*] — Qnum (8.15)

fiir feste Parameter M und a zu suchen. Das Programm manko zusatz (auf der CD)
erzeugt fiir zuvor eingegebene Masse, Drehimpuls und Quadrupolmoment eine Datei mit
der entsprechenden Funktion, die sich graphisch darstellen 1at. Typischerweise findet
man einen Verlauf, wie er in Abbildung 8.1 gezeigt ist.

Um zu entscheiden, welche der Nullstellen die physikalische Losung darstellt, untersuch-
ten Berti und Stergioulas 23| das Massenstromoktupolmoment Ss. Dieses ist fiir die
Manko-Lésung definiert als

S3 = —M{a® — 2a®b + a[b® + 2(d — 6)] — b(d — 6)}. (8.16)

Dabei stellte sich heraus, dass der niedrigere Wert fiir b das Massenstromoktupolmoment
besser beschreibt. Fiir die in Abbildung 8.1 gezeigte Konfiguration (FPS, My = 2,4 Mg,
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Abbildung 8.1: Differenz der Quadrupolmomente iiber dem Parameter b. Die kleinere
Nullstelle legt die entsprechende Manko-Losung zu einer bestimmten nu-
merischen Losung fest. Gezeigt ist der Verlauf fiir einen Stern der Zu-
standsgleichung FPS mit einer Ruhemasse von 2,4 Mg und einer Rota-
tionsfrequenz von 1724 Hz.

f = 1724 Hz) liegt diese Nullstelle bei b = —0, 1025 km. Damit hat man nun den voll-
stdndigen Satz an Parameter fiir die Manko-Losung bestimmt. Fiir langsam rotierende
Sterne liegt der N-férmige Bereich der Funktion (8.15) unterhalb der Abszisse, so dass die
Funktion keine Nullstelle besitzt, und dementsprechend keine Manko-Losung mit reellen
Parameter b existiert.

Der konkrete Vergleich wird analog dem Vorgehen in [23] durchgefiihrt. Die Koordina-
tentransformation orientiert sich dabei an einer Rechnung von Islam [82]. Die Transfor-
mation der Koordinaten erfordert die numerische Integration von zwei partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Allerdings kann man in der Aquatorialebene, die astrophysikalisch
von besonderer Relevanz ist, auf die Integration verzichten, da die Lésung dieser Glei-
chungen dort als deren Randbedingungen bekannt sind. Es ergibt sich schliefslich fiir die
metrischen Funktionen der Manko-Losung in Abhéngigkeit von der numerischen Losung
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in der Aquatorialebene

froum = ¥ —w*r?sin®0e=% (8.17)
Wpum = — wrQS;n2‘9€_2V (818)
(627)num = f (819)

(Be¥ + T—agfu )2 ’

wobei fhum jeweils in den unteren Gleichungen eingesetzt wird. Dabei gehen die me-
trischen Funktionen A, B, v und w der von Lorene verwendeten Metrik ein. Mit dem
Programm rotstar _neu (CD) lassen sich dieses Grofen an allen Gitterpunkten berech-
nen. In [23] wurden nur die rein zeitliche und die rdumlich-zeitliche Komponenten der
Metrik untersucht. Um auch die rein rdumlichen Komponenten der Manko-Losung ver-
gleichen zu konnen, ist in (8.19) eine Ableitung der metrischen Funktionen zu bestimmen.
Dazu wurde in manko zusatz eine Spline-Interpolation implementiert, mit deren Hilfe
sich diese Ableitung berechnen 1afst.

0.001

FPS Mg=2,4, 2,26 und 2,0 Mggpne

§ o0.0001 | E
1e-005 E
1e-006 —— .

10000 100000 1e+006
r(m)

Abbildung 8.2: Relative Abweichung der metrischen Funktion f der Manko-L&ésung von
der exakten numerischen Losung der Zustandsgleichung FPS. Es sind
drei Konfigurationen mit Ruhemassen von 2,0 My, 2,26 Mg und 2,4 M,
gezeigt. Die grofiten Abweichungen ergeben sich fiir den schwersten Stern,
fiir den leichtesten Stern zeigen sich die geringsten Abweichungen.
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Abbildung 8.3: Absolute Abweichung der metrischen Funktion w der Manko-L&sung von
der exakten numerischen Losung der Zustandsgleichung FPS. Es sind
drei Konfigurationen mit Ruhemassen von 2,0 My, 2,26 Mg und 2,4 M
gezeigt. Die grofiten Abweichungen ergeben sich fiir den schwersten Stern,
fiir den leichtesten Stern zeigen sich die geringsten Abweichungen.

In den Abbildungen 8.2 bis 8.4 sind die Abweichungen der metrischen Funktionen der
Manko-Lésung von der als exakt angenommenen numerischen Losung gezeigt. Der Ver-
gleich wurde fiir drei Konfigurationen der Zustandsgleichung FPS durchgefiihrt. Eigen-
schaften, insbesondere der Drehimpuls und die Rotationsfrequenz, der einzelnen Sterne
sind in Tabelle 8.1 zu finden.

Es zeigt sich, dass die Abweichungen fiir schwerere bzw. schneller rotierende Sterne grofser
werden. Sie liegen fiir die metrische Funktion f an der Oberfliche unter 1% und fallen fiir
einen groferen Abstand vom Stern sehr stark ab. Die innerste stabile Kreisbahn (ISCO)
der drei betrachteten Sterne liegt bei ungefahr 13 km, dort betrégt die Abweichung der
Manko-Losung von der numerischen Losung nur noch 0,01 %. Fiir die metrische Funkti-
on w und damit die Komponente g;, der Metrik ergeben sich gréfere Fehler von 1-3 %.
Dieses Verhalten wird verstandlich, wenn man bedenkt, dass diese Komponente starker
von den héheren Multipolmomenten beeinfluftt wird, fiir die sich Abweichungen ergeben.
Die metrische Funktion €27, die den raumlichen Anteil der Metrik bestimmt, zeigt wie-
der kleinere Abweichungen. In der Abbildung 8.4 ist nur ein Stern mit einer Ruhemasse
von 2,26 M, gezeigt. Die Abweichungen an der Oberflache betragen 0,25 %. Die starken
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Abbildung 8.4: Relative Abweichung der metrischen Funktion €Y der Manko-Losung von
der exakten numerischen Losung der Zustandsgleichung FPS. Es ist eine
Konfiguration mit einer Ruhemasse von 2,26 Mg, gezeigt.

Schwankungen zwischen 10 km und 20 km sind keine physikalischen Effekte. In diesem
Bereich liegt eine Doménengrenze der Lorene-Losung, die numerische Fehler verursacht.
In diesem Fall wiirde ein Vergleich mit dem RNS-Code vermutlich klarere Ergebnisse
liefern. Ein dhnliches Bild ergibt sich fiir die beiden anderen Konfigurationen, die der
Ubersichtlichkeit wegen nicht dargestellt werden. Es ergeben sich also fiir die raumlichen
Komponenten &hnliche Abweichungen wie fiir die rein zeitliche Komponente. Einen di-
rekten Vergleich der Komponenten des metrischen Tensors erhélt man, indem man die
verschiedenen Komponenten durch die metrischen Funktionen geméf (8.1) ausdriickt. Es
bleibt festzustellen, dass die Manko-Losung, sofern sie fiir eine bestimmte Konfiguration
existiert, eine sehr gute Naherung der exakten Losung darstellt. Zum diesem Ergebnis
kommen auch Berti et al. in [23|, wobei dort auch der Vergleich mit der entsprechenden
Kerr-Metrik angestellt wird.

Obwohl mit den hier gezeigten Rechnungen die Ergebnisse aus [23] beziiglich der Ex-
aktheit der Losung bestétigt werden konnten, ergeben sich jedoch erhebliche Zweifel am
Giiltigkeitsbereich der Manko-Losung. In dieser Verdffentlichung wird als Kriterium fiir
die Existenz der Manko-Losung, die den Aufsenraum einer bestimmten numerischen Lo-
sung beschreibt, die Bedingung j = a/M > 0,5 angegeben. Schon bei einer genaueren
Inspektion der Tabellen in [23] scheint dieses Kriterium fiir die Existenz einer Losung
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Zentraldichte (10%kg/m?) 2.495 1.7704 2.2525
Frequenz (Hz) 1724.12 1043.83 1480
grav. Masse (Sonnenmassen) | 2.07654 1.75194 1.96227
Ruhemasse (Sonnenmassen) | 2.4 1.99973 2.2645
Zylinderradius (Aqu.) (m) 11985.1 11192.9 11384.1
Q (1/s) 10833 6558.59 9299.11
Drehimpuls (c/GM3) 2.73478 1.27041 2.11869
T/W 0.109668 0.0471512 0.0828822
Quadrupolmoment (kg m?) 2.1883-10%7 | 8,9424 -10%¢ | 1,5837 - 10%7
GRV2 -0.000117 -2.806e-05 2.724e-05
GRV3 0.000231 3.428e-05 -3.581e-05
Abplattung 0.639068 0.844629 0.73679
}“jﬁ‘jﬁi@ -0.257074 -0.0241647 | -0.14812
Aquator 1.88522 0.939105 1.48069
zt° 0.675052 0.427072 0.576951
Zylinderradius des ISCO (m) | 13227.6 12864.5 13194.5
Koord.-Radius (Aquator) (m) | 8461.26 8336.94 8091.24
Koord.-Radius (Pol) (m) 5407.32 7041.62 5961.55

Tabelle 8.1: 3 Konfigurationen der Zustandsgleichung FPS, deren metrische Funktionen
in diesem Kapitel verglichen werden.

fragwiirdig und eher willkiirlich gewahlt. Obwohl man fiir viele schnell rotierende Kon-
figurationen den Parameter b bestimmen kann, ist dies noch nicht gleichbedeutend mit
der Existenz einer Manko-Losung. In vielen Féllen wird der Paramter § negativ und be-
tragsméfig grofer als der Parameter d, so dass der Parameter x imaginér wird. Fiir diese
Falle existiert keine Manko-Losung. Insbesondere fiir sehr schnell rotierende Lésungen
bzw. Losungen mit hohem Drehimpuls tritt dieser Fall auf. Statt des Kriteriums j > 0, 5,
das iiber solche Ausnahmen keine Aussage trifft, scheint vielmehr als Bedingung fiir die
Existenz der Manko-Losung eine andere Form sinnvoll. In Abbildung 8.5 ist der spezi-
fische Drehimpuls j = a/M {iiber der Masse aufgetragen. Es werden die Losungen der
Evolutionssequenzen der Zustandsgleichung FPS gezeigt, fiir die erstens ein Parameter
b als Nullstelle der Funtion (8.15) existiert und zweitens der Parameter x reell ist. Man
kann die verschiedenen Evolutionssequenzen noch ansatzweise anhand ihrer Masse er-
kennen. Es scheint, dass sich die Losungen entlang einer Geraden in diesem Diagramm
gruppieren. Zur Orientierung ist zusétzlich die Sequenz des Keplerlimits eingetragen. Man
erkennt, dass lediglich fiir die supramassive Evolutionssequenz mit einer Ruhemasse von
2,4 M, die Konfiguration des Keplerlimits eine entsprechende Manko-Losung besitzt. Die
Losungen wurden mit den Programmen des Lorene-Pakets erzeugt, wobei nur verhéltnis-
mékig wenige Konfigurationen fiir die ,leichten Evolutionssequenzen berechnet wurden,
so dass die Aussagekraft der Auftragung 8.5 in diesem Bereich sehr begrenzt und der
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Abbildung 8.5: Konfigurationen der Zustandsgleichung FPS, fiir die eine entsprechen-
de Manko-Losung existiert. Aufgetragen ist der spezifische Drehimpuls
J/M? iiber der Masse (in km). Zusitzlich ist das Kepler-Limit darge-
stellt.

Verlauf nicht deutlich ist. In [23] wurden die numerischen Losungen mit dem RNS-Code
gewonnen, dessen Losungen sich, wie in Kapitel 6.3 gezeigt, gerade bei den Eigenschaf-
ten, die die Rotation des Sterns betreffen, deutlich von Lorene unterscheiden. Dennoch
zeichnet sich in den tabellierten Ergebnissen dasselbe Verhalten ab. Fiir die Losungen in
Abbildung 8.5 wurde eine Ausgleichgerade berechnet und eingetragen. Man findet eine
Steigung von (0,336 +0,013) % = (0,496 + 0, 019)1\%@ und einen Achsenabschnitt von
(—0,404 £ 0,034). Die Losungen liegen scheinbar entlang dieser Geraden in einem Band
mit der Breite 0,1. In Abbildung 8.6 ist das entsprechende Diagramm fiir die Zustands-
gleichung SLy4 zu sehen. Es sind alle Evolutionssequenzen mit Ruhemassen von 1,4 M,
bis 2,8 Mg im Abstand von 0,1 Mg eingezeichnet. Fiir die Ausgleichsgerade ergibt sich
eine Steigung von (0,273 + 0,007) L = (0,403 + 0,010)Mi® und ein Achsenabschnitt
von (—0,304+0,021). Das Band in dem sich die Manko-Losungen befinden hat ebenfalls
eine Breite von ungefihr 0,1. Bei dieser Zustandsgleichung besitzt nur das Kepler-Limit
der zwei schwersten Evolutionssequenzen eine Manko-Losung. Weitere Untersuchungen
konnten zeigen, ob sich dieses lineare Gesetz bestétigt, und wie die Steigung, der Ach-
senabschnitt und die Breite des Bandes von der Zustandsgleichung abhangen.

Um zu bestimmen, in welchem Bereich analytische Losungen fiir den Aufsenraum von
Neutronensternen existieren, ist in Abbildung 8.7 die Rotationsfrequenz iiber der Masse
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Abbildung 8.6: Konfigurationen der Zustandsgleichung SLy4, fiir die eine entsprechen-
de Manko-Losung existiert. Aufgetragen ist der spezifische Drehimpuls
J/M? iiber der Masse (in km). Zusitzlich ist das Kepler-Limit darge-
stellt.

fiir die Zustandsgleichung SLy4 dargestellt. Wie man in den Abbildungen aus Kapitel
6.2 sieht, skaliert die Abweichung der analytischen Losung fiir langsam rotierende Sterne
nach Hartle und Thorne (siche Kapitel 2) mit der Frequenz. Deshalb ist diese Darstel-
lung besonders geeignet, den Giiltigkeitsbereich der Manko-Lésung abzuschétzen. Man
erkennt in diesem Diagramm, dass es fiir viele Neutronensterne keine hinreichend exakte
analytische Losung des Aufsenraums gibt. Dies gilt zumindest dann, wenn man fiir die
Néherungsmethode nur eine Entwicklung in erster Ordnung ansetzt. Die Entwicklung bis
zur zweiten Ordnung wurde in Kapitel 2.3 besprochen. Dort wurde auch auf die Arbeit
von Berti et al. [24] verwiesen, die sich mit der Giite der Hartle-Thorne-N&herung in
zweiter Ordnung auseinandersetzt. Es stellte sich heraus, dass diese Naherungsmethode
je nach betrachteter Grofe fiir einen mit 1,5 ms rotierenden Neutronenstern noch gute
Ergebnisse liefert. Dies entspricht einer Frequenz von 666 Hz, so dass selbst mit diesem
Verfahren ein grofier Bereich in Abbildung 8.7 nicht abgedeckt wird.
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Abbildung 8.7: Konfigurationen der Zustandsgleichung SLy4, fiir die eine entsprechende
Manko-Losung existiert. Aufgetragen ist die Rotationsfrequenz iiber der
Masse (in Mg)). Zusétzlich ist das Kepler-Limit mit einer durchgezogenen
Linie dargestellt.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Wie in der Motivation und der historischen Darstellung aufgezeigt, sind Untersuchungen
von Neutronen- und Quarksternen ein &ufserst interessantes Forschungsgebiet, das vielen
Einfliissen aus verschiedenen Bereichen der Physik unterliegt und ebenso aber auch Ein-
flufs auf diese nimmt. Viele Fragen zum Beispiel nach der Zustandsgleichung von dichter
kalter Materie sind noch offen und kénnen méglicherweise in den néchsten Jahrzehnten
mit verbesserten Beobachtungen geklart werden. Im wesentlichen gibt es zwei Metho-
den zur Ableitung einer Zustandsgleichung. Zum einen benutzt man Methoden der nicht
relativistischen Vielteilchenphysik zum anderen kommen Herleitungen im Rahmen einer
relativistischen Quantenfeldtheorie zum Einsatz. In dieser Arbeit wurden die drei rein ha-
dronischen Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und APR vorgestellt, die alle mit der ersten
Methode gewonnen wurden. Weiterhin wurden verschiedene Modelle von Quarksternen
diskutiert. Finerseits die mit der strange matter hypothesis verbundene Méglichkeit von
Seltsamen Sternen. Andererseits wurden Quark-Zustandsgleichungen mit dem MIT-Bag-
Modell berechnet und entsprechende Phasentibergéinge von der hadronischen Phase zur
Quarkphase konstruiert.

Um die Eigenschaften und das Gravitationsfeld von Neutronensternen zu berechnen wur-
den verschiedene Verfahren vorgestellt. Ein seit langem etabliertes Verfahren beschrankt
sich auf die Behandlung von langsam rotierenden Sternen. Diese Naherungsmethode wur-
de ausfiihrlich eingefithrt und diskutiert. Es zeigte sich, dass dieses Vorgehen fiir viele
Anwendungen ausreicht und besonders aufgrund seiner Einfachheit im Vergleich zu den
anderen Methoden von Vorteil ist. Die Losungen dieser Rechnungen wurden vorgestellt
und mit verschiedenen Beobachtungen in Verbindung gebracht.

Fiir die Behandlung des vollen Problems, das heift fiir beliebig schnell rotierende Ster-
ne, wurden stellare Strukturgleichungen abgeleitet. Dabei kam der 3+1-Split zur An-
wendung, der mittlerweile ein Standardverfahren der Numerical Relativity darstellt. Die
gewonnenen Gleichungen sind numerisch besonders vorteilhaft, weil es sich um ellipti-
sche Differentialgleichungen handelt, fiir die verschiedene numerische Losungsverfahren
existieren. Dariiber hinaus wurde die Aquivalenz dieser Gleichungen zu anderen Struk-
turgleichungen diskutiert und gezeigt, wie sich diese Gleichung auf die Gleichungen der
langsamen Rotation reduzieren.

Schlieflich wurden die Eigenschaften und das Gravitationsfeld von schnell rotierenden
Neutronen- und Quarksternen berechnet. Dabei wurden die frei verfiigbaren Software-
Pakete RNS und Lorene mit einem Schwerpunkt auf letzterem benutzt. Es wurden im
einzelnen die Ergebnisse fiir die rein hadronischen Zustandsgleichungen FPS, SLy4 und
APR vorgestellt als auch Resultate fiir Zustandsgleichungen des MIT-Bag-Modells. Ver-
schiedenste Aspekte dieser Modelle wurden dargelegt und verglichen. Soweit entspre-
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chende Daten in der Literatur verfiighar sind, wurde ein Vergleich mit den Ergebnissen
angestellt.

Weiterhin wurde in dieser Arbeit ausgehend von den numerischen Losungen die Manko-
Losung, eine analytische Losung der Feldgleichungen fiir den Aufenraum von schnell
rotierenden Sternen, diskutiert. Dabei bestétigten sich frithere Resultate beziiglich der
Exaktheit der Manko-Losung im Vergleich zu numerisch gewonnenen Losungen. Insbe-
sondere wurden auch die rdumlichen Komponenten der Metrik untersucht. Es zeigte sich
allerdings, dass das bisherige Kriterium fiir die Existenz einer solchen Losung, die zu
einem bestimmten Stern pakt, nicht weiter als giiltig angesehen werden darf. Stattdes-
sen wurde eine neue Bedingung vorgeschlagen auf der Grundlage einer Untersuchung, die
mehrere verschiedene Sterne einschloss. Im Lichte dieser Betrachtung zeigte sich, dass die
Manko-Lésung nur fiir einen begrenzten Parameterbereich den Auftenraum von Neutro-
nensternen beschreibt. Es bleibt damit festzuhalten, dass es nicht fiir jede Konfiguration
eine hinreichend exakte analytische Losung, also entweder die analytische Metrik der
langsamen Rotation oder die Manko-Metrik, gibt.

Innerhalb dieser Arbeit mufsten viele Aspekte insbesondere der schnell rotierenden Lo-
sungen unberiicksichtigt bleiben bzw. konnten nur kurz besprochen werden. Viele Ei-
genschaften konnten nur exemplarisch diskutiert werden, obwohl eine Fiille an Daten
zur Verfiigung steht. Ebenso konnte der Vergleich mit anderen Losungen sowie die Ana-
lyse der Fehler nur ansatzweise vorgestellt werden. All dies konnte Gegenstand weite-
rer Untersuchungen sein, die auch andere Zustandsgleichungen einbeziehen als die hier
verwendeten. Besonders viele Moglichkeiten ergeben sich hier im Zusammenhang mit
Quark-Zustandsgleichungen (fiir Hybrid-Sterne), deren Eigenschaften fiir schnell rotie-
rende Losungen noch nicht umfassend untersucht wurden. In dieser Arbeit konnten auf
diesem Gebiet nur erste Versuche unternommen werden. Auch die Einordnung der jewei-
ligen Resultate beziiglich verschiedenster Beobachtungsergebnisse konnte nur am Rande
behandelt werden.

Obwohl gerade die Codes des Lorene-Projekts umfassend weiterentwickelt wurden, so
dass man nahezu alle interessierenden Probleme behandeln kann, konnten dennoch einige
Fortschritte im Hinblick auf die Effizienz und die Rechengeschwindigeit gemacht werden.
Zum einen besténde die Moglichkeit der Parallelisierung und zum anderen wére zu tiber-
priifen, inwieweit man mit einem Rechendurchlauf der Methode et rot equilbrium aus
rotstar bzw. rotstar neu mehrere Konfigurationen berechnen kann. Weiterhin kénnte
man versuchen, die in dieser Arbeit abgeleiteten stellaren Strukturgleichungen zu imple-
mentieren.

Die Beschéftigung mit der Manko-Losung am Ende dieser Arbeit hat ebenfalls aufge-
zeigt, in welche Richtung noch weitere Untersuchungen angestellt werden konnten. Zum
einen bleibt die Genauigkeit der Manko-Losung auferhalb der Aquatorialebenen immer
noch offen. (Nur fiir die Rotationsachse gibt es &hnliche Ergebnisse). Auferdem wurde
nur eine kleine Anzahl von Konfigurationen ausgewéahlter Zustandsgleichungen betrach-
tet. Zum anderen sollte das hier gefundene Kriterium fiir die Existenz der Manko-Losung
weiter untersucht werden. Dabei stellt sich die Frage, ob sich das lineare Verhalten in der
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j-M-Darstellung bestétigt. Dazu sollte man auch eine grofere Klasse von Zustandsglei-
chungen in Betracht zichen. Weiter konnte man iiberlegen, ob sich eine andere ,,matching®-
Prozedur als sinnvoller erweist.

Insgesamt gibt es also noch einige spannende Frage, die es zu kléaren gilt. Besonders von
zukiinftigen Beobachtungen wird man wichtige Beitrdge erwarten kénnen.
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9 Zusammenfassung und Ausblick
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A Diverse Rechnungen

In diesem Anhang werden diverse Aspekte aus Kapitel 2.2 genauer untersucht.
Als erstes soll Gleichung (2.69) fiir den Ricci-Tensor bewiesen werden. Die Rechnung
wird in der Koordinaten-Basis ausgefiihrt. Aus der Definition des Ricci-Tensors

ors,  oTY,

Ry, =— e v ry,re, +1ry,10, (A.1)

folgt
Ryt = g Ry = g |20 _po pp 4 po A2
e =4 o =9 W ©wp U,u+ wp-op | ( )

da die metrischen Komponenten und damit die Chritoffelsymbole unabhéngig von ¢ und
@ sein sollen. Jetzt gilt

e — 1 9y _ Oln\/—g _ 1 8\/—97 (A.3)
P29 0x° ox° V—g 0x°

was man leicht mit der Definition der Christoffelsymbole zeigt. Aufserdem erhélt man
aus ¢'*., = 0, indem man die Definition der kovarianten Ableitung umstellt,

dg'r

9"Tou = ~guo ~ Toud™" (A4)
Setzt man dies in (A.2) ein, ergibt sich
or?, 1 dy=g dge
t Lt Pl " .
B = 9" g T 5 o tnd" ¥ g e TR eud™ (A5)
1 0
= T2 /=g9™] + 14,179, (A.6)

V/—g 0xP
wenn man eine entsprechende Umbenennung der Indizes im zweiten und dritten Term

vornimmt. Nun sollen die metrischen Funktionen nicht von ¢ abhéngen, so dass man mit
(A.4) und Index-Umbenennung

ogH
_ t
=0
= —Ffwl“fppgp“ — Fgufﬁwgm (A.8)
= —2rg“rgpgw (A.9)
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A Diverse Rechnungen

rechnet. Damit verschwindet der letzte Term in (A.6) und man findet die gewiinschte
Formel.

Nun soll gezeigt werden, dass die Vektor-Harmonischen

@(r,0) =Y w@(r) (— s;eig) (A.10)

der passende Separationsansatz fiir Gleichung (2.87) sind, wobei P;(cosf) die Legendre-
Polynome sind. w als Winkelgeschwindigkeit transformiert sich unter Rotation wie ein

Vektor, was diesen Ansatz nahelegt. Es muss also bewiesen werden, dass 8%9% Figen-
funktionen des Operators
si71z36?dil0 [smi‘*ejg] (A.11)
sind. Mit z = cosf erfiillen die Legendre-Polynome definitionsgeméaft die Legendre-
Differentialgleichung
(1- ﬁ)dQng) - 2acd]Zi$) — 11+ 1)P(z) (A.12)
mit [ =0, 1,2,.. [30]. Allgemein gilt nach der Kettenregel
diG = fl%% = —sin@%, (A.13)
woraus auch
% = —sin@% (A.14)

folgt.
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Dieses verwendend zeigt man

1 df.3gd (__1 dR _
sin30do |>" " de \ " sinf do -

(A.12)

1 d[ . 4 ddp
5in0 46 [" edm]
5;;0 di [—“’”495; (ﬁ)]
1 —1x2 di [(1 - xQ)QCZj]
I —1:52% [(1 —2?) <23:Cf£l — (1 + 1)3)]
ﬁ [(—23:) (m‘igl iy 1)Pl>

dp,
1—22) (2=
i “<dx+

— [(—2@«) (2336212 — I+ 1)Pz>

d*P, dp,
20— — (Il +1)—
T dz? (t+ )dxﬂ

201 -2 (-

12 (29;‘2];1 S+ 1)3)}

2+ 1)

2 =14 1)] <S;119i£l> : (A.15)

Nun kann dieses Ergebnis in (2.87) eingesetzt werden und liefert fiir den radialen Anteil

dieser Gleichung

o dr [ ](T)dr]

was (2.89) entspricht.

4 dj
dr

towt
r r

e)x—y

210+ 1)@ =0, (A.16)
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B Integration der Gleichungen der
langsamen Rotation

An dieser Stelle soll gezeigt werden, wie und warum das Differentialgleichungssystem
(4.1) bis (4.5) als Anfangswertproblem gelost wird. Aus den in Kapitel 4.1 genannten
Griinden ist der Ansatz

v(r) = vo+uvi(r) (B.1)
w(r) = wo-wi(r) (B.2)

mit beliebigen Anfangswerten fiir 11 und w; gerechtfertigt, v9 und @y konstant. Zunéchst
gilt offensichtlich

dv dV1
— = B.3
dr dr (B-3)
Weiterhin folgt
dwoy 1 dw z
—_— = =—=V. B.4
dr wo dr o v (B-4)
Nun multipliziert man (4.5) mit w%) und erhalt
Iz _ 42 14z A4 g _ (B.5)
dr — rwo  j(r)drwmo  rj(r)ydr " '
was sich mit Definition (B.4) schreibt als
WA, L, 44 w6)

dr 1 j(r) dr rj(r) dr v
Damit ist das Anfangswertproblem fiir M, 11, P, w1 und dc% = V formuliert mit V(0) =
0 und den beliebigen Anfangswerten v1(0) = 0 und w;(0) = 1.
Die Randbedingungen lauten mit (B.1) und (B.2)

2GM(R)
2(vo+vi(R
e — (B.7)
2G1T
w(R) _ wowl(R)zl— G (B.8)

Q Q 2R3’

was die Konstanten 1y und wg bestimmt. Denn diese Konstanten sollen gerade so gewahlt
werden, dass die Randbedingungen erfiillt sind. Die Bestimmung von v ist offensichtlich
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B Integration der Gleichungen der langsamen Rotation

und durch (4.13) gegeben. Weiter ergibt sich nach Gleichung (2.96) fiir das Tragheitsmo-
ment

=X
— S;WJR) (1 _ f;;é) e VY. (B.9)

Diese Gleichung fiir das Trégheitsmoment enthélt nur Grofen, die nach der Integration
des Anfangswertproblems bekannt sind, denn vq ist durch (4.13) gegeben. Insbesonde-
re ist der Integrand der Hilfsgrofe Y wihrend der Iteration bekannt, so dass man X
parallel integrieren kann. Damit ergibt sich schlieflich durch das Hinzufiigen von ¥ ein
6-dimensionales Anfangswertproblem (mit ¥(0) = 0). Die Invertierung von Gleichung
(B.9) liefert das Trégheitsmoment

3 ,wi(R) 2G\!
= —_— VO
! (8776 > 2R

-1
(3 ) 2GM(R)€_V1(R)M 2G> , (B.10)

87 2R ) 2R3

Man beachte, dass an keiner Stelle die Winkelgeschwindigkeit €2 einging. Das Tréagheits-
moment ist demnach in dieser Ordnung unabhingig von der Rotation. Fiir schnell ro-
tierende Sterne erwartet man, das dies nicht mehr giiltig ist, da die Rotation den Stern
verformt. Jetzt kann man fiir eine gegebene Winkelgeschwindigkeit €2 den Drehimpuls
J = I berechnen und auch die Konstante wy angeben. Es ist

0=~ (0 S ) =70 @0) = =) (B.11)

fiir die obige Anfangsbedingung o1 (0) = 1.
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C Herleitung des Energie-Impuls-Tensors

Fiir die Herleitung des Energie-Impuls-Tensors wird die Metrik (5.7)
ds® = —e2dt? + e*¥(dp — wdt)? + e*((dz?)? + (dz®)?)

in isotroper Eichung benutzt mit €¥ = «. Daraus kann man ablesen:

e Beobachter:

e Basis-1-Formen:

e und die Invertierungen:

€0
€1
€2

€3

2

0o
03

dt

dx?
da®

= e 7V(0) + wd,)

= e H0y

= e Mo

e’dt
= e¥(dp — wdt)
= elda?

= etds?

= e’ep —wevey
= ed’el
= ¢eley

= eles

= eV
= e ¥ + we Ve
= e Hg?

e Hg3

~~ I~ —~
QA QQ
T =~ W N
— — — ~—

SRoNeNe
Lx3=2

—~~
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C Herleitung des Energie-Impuls-Tensors

Um den Energie-Impuls-Tensor herzuleiten bendtigt man die Eigengeschwindigkeit der
rotierenden Materie. Es wird in der Koordinaten-Basis gerechnet. Die allgemeine Defini-
tion der Eigengeschwindigkeit lautet

o dt uso_dﬁ A:ﬁ

= = 1
“ dr dr “ dr (C.18)
dp dz
¥ = — t = Q t A = — t == A t. 1
= u s u u pra vy (C.19)

Fiir die betrachtete rotierende Materie ist v = 0, woraus u* = 0 folgt. Die verbleibenden
Komponenten bestimmt man aus der Normierungsbedingung der Eigengeschwindigkeit.

-1 = gpuru” (C.20)
= —1=guulul + QQt@utu“" + gopufu®

= —1=gu(u")® + 20:,Q(u’)? + g O (u')?
' 1

= ul=
Ve — e (Q — w)?
—eV[1— e —w)? e
~ (C.21)
_7
[0
= uf = 0t
[0

Diese Eigengeschwindigkeiten miissen orthonormiert werden:

u=ul0, = u(“)eu

uM) = ut(—we?) + ufe? = gew(Q —w)=Vxy

= (ortho)y, (7,V~,0,0) (C.22)

Im folgenden werden die Klammern, die orthonormierte Tensoren kennzeichnen, unter-
driickt. Wie man an der Definition von ~ erkennt, gilt

1
A2 = Tz = Lt V2?2 =42 (C.23)

wenn man V = e¥"¥ () — w) definiert. Der Energie-Impuls-Tensor im orthonormierten
System ist gegeben durch

T = (e + P)utu” + Pn*”. (C.24)
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Damit findet man die nicht verschwindenden Komponenten

T = (e+P)’-P=e’+P>H*-1)

€29 ey 4 PV232 = (e + PV?) (C.25)
TV = (c+ P2V + P =42V + P(1+42V?)

(29 2p2¢ 4 py? = 2(P + V) (C.27)
2 gm_p (C.28)

Daraus bestimmt man die Spur des Energie-Impuls-Tensors als

= Tr(T") =T, =T +T" + 7% + T%
= %€ —?PV? 4+ ~42P +4%eV? + 2P
= (V2 =) + P(y* —42V?) + 2P

2 L Pp+oP=—ct3P

(C.29)

zur Interpretation von v und V:

e¥ kann als Eigen-Zylinderradius R interpretiert werden, was sich aus der Metrik ergibt
(siche Kapite 5.2). Damit schreibt sich V' als

V=RQ—-w)e", (C.30)

was von der Dimension einer Geschwindigkeit ist. ) ist die Winkelgeschwindigkeit des
Fluids und w die Winkelgeschwindigkeit des ZAMO (Zero Angular Momentum Observer)
beobachtet im Unendlichen. Deshalb ist die Differenz der Winkelgeschwindigkeiten mul-
tipliziert mit e™” die Winkelgeschwindigkeit der Materie, wie sie der ZAMO beobachtet.
Der Faktor e transformiert die Differenz vom im Unendlichen beobachteten Wert auf
den im Lokalen Inertialsystem gemessenen Wert. Damit kann V als die Geschwindig-
keit des Fluids im ZAMO interpretiert werden und ~ entspricht dem aus der Speziellen
Relativitatstheorie bekannten Lorentz-Faktor.
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D Gleichung des hydrostatischen
Gleichgewichts

Hier wird die Herleitung der Gleichung fiir das hydrostatische Gleichgewicht (5.109)
gezeigt. Startend mit Gleichung (5.108) besteht der entscheidende Schritt im Addieren
einer 0. Man rechnet in der Koordinaten-Basis unter Verwendung der Beziehungen fiir
die Eigengeschwindigkeit (z. B. Anhang C)

~(@:P) = (B)P+ ()P
_%[82(“’2@% — )] - [(e + P)(u!)? — Pe™?]
2200w )] (e + PIY? = P
—(D91))e?? - [(e + P)Q2(uh)? + P(e™ 2 — w?e™ )
= P {0+ @)+ e — P e o) = ()P e

+(e+ P)(u')?- <—;> {ﬁg(u)Qew — ) — 2005 (we??) + Q% (9re??)

—2(w — 0)(820)e* 4+ 2(w — Q)(aQQ)e%}
=0
= P. {(a2y) + w(a2w)62w—2u + e—zuw2€2w(a2w) — (Oyv) — W((?QW)eQw_QV

—2&)2(827#)621#72” + w2(62¢)621/)72u}

+(e+ P)(uh)?- (—;) {62(&6% — ) — 2000 (we?¥) + 0% (D9e??)
—2uw(Ds2)eX + (aQQQ)ew}

e+ P)(u')? - (cwe? +Q ) (0:0)

=gt =Ypp
1
= (e+P)(u')?- <—2) o)) [—62” + w2e? — 20we? + 92621/2]

+(e+ P) (ut) : (ggatut + Gop %)(829)

u®
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D Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts

= (e+ P)(uh)?- <—;> By [—62” F(w— Q)%?ﬂ
e+ P)(u') - (uy)(9292)

- o (ol
+e+ P)(u') - (uyp)(829)

= —(e+ P)(Oalnu’) + (e + P)utwp((%ﬁ),

wobei im letzten Schritt din X = 90X = 1 -L5,0(X?) benutzt wurde.

X2
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E Modifikationen in Lorene

Um beliebige Zustandsgleichungen innerhalb von Lorene nutzen zu koénnen, sind einige
Modifikationen und Ergénzungen vorzunehmen. Diese sollen hier kurz beschrieben wer-
den. Im wesentlichen besteht die Aufgabe darin, analog zu einer vorhandenen Zustands-
gleichung eine neue Zustandsgleichung zu etablieren. Folgende *.C- und *.h-Dateien sind
zu andern:

e cos_tabulh: Extra-Klasse (z. B. Eos_quark) analog zu einer vorhandenen Klasse
(z. B. Eos_sly4) deklarieren

e cos_from file.C: zusétzlichen jidentifier* (beliebiger Integer) einfiigen, zum an-
sprechen der neuen Zustandsgleichung (zweimal in der switch-Anweisung)

Auflerdem sind zusétzlich folgende Dateien anzulegen:

e cos *.C (z. B. eos_quark.C) als ,Kopie“ von zum Beispiel eos  SLy4.C, wobei na-
tiirlich die auftretenden Konstruktoren, Destruktoren und Methoden entsprechend
zu benennen sind, insbesondere ist die Datei, die die Tabelle der neuen Zustands-
gleichung enthélt, anzugeben (z. B. eos quark.d).

e Datei (z. B. eos _quark.d), die die Daten der Zustandsgleichung enthélt. Diese Datei
muss denselben Aufbau wie die anderen Dateien mit Zustandsgleichungen haben,
insbesondere ist die Anzahl der Zeilen anzugeben. Sie muss sich im gleichen Ver-
zeichnis befinden.

Vor der Kompilierung sind diese Anderungen in den Dateien dependencies und List obj
einzutragen.

Dartiber hinaus wurden verschiedenste Programme zur Berechnung der Eigenschaften
von Neutronensternen entwickelt, die alle auf dem Code rotstar basieren. Diese Pro-
gramme befinden sich auf der beigelegten CD. Dort findet man auch die entsprechenden
Beschreibungen. Zur Kompilierung sind diese Codes in der Makefile zu ergénzen.
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