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Kapitel 1

Einleitung

Die Kerne der Atome, aus denen die Materie unserer Umwelt und auch
wir selbst bestehen, enthalten Protonen und Neutronen. Schon in den 50er
Jahren zeigte sich, dass diese Teilchen nicht elementar sind, sondern eine
interne Struktur besitzen. Neben den Bausteinen der Atomkerne hatte man
zu diesem Zeitpunkt schon eine grof3e Anzahl an Mesonen gefunden.

Im Jahr 1964 schlugen Murray Gell-Mann [1] und George Zweig Quarks
als die elementaren Bausteine vor, aus denen alle Baryonen und Mesonen
gebildet werden. Der urspriingliche Vorschlag enthielt drei verschiedene
Quarks, die sich in Masse und elektrischer Ladung unterscheiden. Im Lau-
fe der Zeit wurden noch drei weitere Quarks gefunden, die deutlich groRere
Massen haben. So sind heute sechs verschiedene Quarks bekannt: Up,
Down, Strange, Charm, Bottom, Top. Die flr diese Arbeit wichtigen Un-
terscheidungsmerkmale der Quarks sind Masse und elektrische Ladung
(Tabelle 1.1 ). Da die drei schweren Quarks deutlich schwerer als alle an-
deren in dieser Arbeit auftretenden Gro3en sind, werden nur Up-, Down-
und Strange-Quark bertcksichtigt.

Die Quarks haben einen weiteren Freiheitsgrad. Sie tragen eine von drei
so genannten Farbladungen. Die drei unterschiedlichen Ladungen werden
mit rot, griin und blau bezeichnet. Die Theorie, die die Wechselwirkung der
Teilchen mit Farbladung beschreibt, heil3t deshalb Quantenchromodyna-
mik, kurz QCD.

Die Starke der Kopplung hangtin der QCD von der Energieskala eines Pro-
zesses ab. So wird die Kopplung bei gré3erenr Energie immer schwacher
und geht schlie3lich asymptotisch gegen null. Diese Eigenschatft einer Eich-
theorie nennt man Asymptotische Freiheit.

In der hadronischen Phase treten Quarks nur in gebundenen Zustanden
auf, es konnen keine freien Quarks oder Gluonen beobachtet werden. An-
ders ist die Situation bei sehr hohen Temperaturen, im so genannten Quark-
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

\ Masse | elek. Ladung

Up 1,5 bis 3.0 MeV Ze
Down 3 bis 7 MeV —1ie
Strange 95 £+ 25 MeV —%e
Charm | 1,25 +0.09 GeV 2
Bottom | 4.20 + 0.07 GeV —1ie
Top 174.2 4 3.3 GeV e

Tabelle 1.1: Die Massen und elektrischen Ladungen der Quarks aus [2].

Gluon-Plasma kénnen auch freie Quarks und Gluonen existieren.

Bei extremen Dichten verschwinden die Grenzen zwischen einzelnen Ha-
dronen. Nach unserem heutigen Wissensstand vermuten wir, dass Quarks
unter diesen Bedingungen Paare bilden, dhnlich den Cooper-Paaren, wie
sie aus der elektrischen Supraleitung bekannt sind. Zwar wurde schon
1975 [3] die Moglichkeit erwogen, dass sich in kalter dichter Quark-Materie
supraleitende Quark-Quark-Paare bilden kénnten. Diese Idee wurde zu-
nachst nur von wenigen Autoren verfolgt ([4], [5], [6]) und erst Mitte der
90er Jahre wieder aufgegriffen. Heute kennen wir viele verschiedene die-
ser farbsupraleitenden Phasen mit teilweise deutlich unterschiedlichen Ei-
genschaften. Die Grundlagen der Farbsupraleitung werden zum Beispiel in
[7], [8], [9], [10], [11] und [12] besprochen.

Einer der wenigen Orte, von dem wir uns vorstellen konnen, dass solche
extremen Bedingungen herrschen, ist das Innere eines Neutronensternes.
Der Name Neutronenstern ist etwas missverstandlich, denn es werden da-
mit nicht nur Sterne, die aus Baryonen bestehen, sondern auch Quarkster-
ne und Hybirdsterne bezeichnet. Eine bessere Bezeichnung wéare kompak-
ter Stern.

Ein Neutronenstern ist ein kosmisches Objekt mit einer mittleren Dichte
von ca. 1,5 - 10" g/cm?; dies entspricht ungefahr der Dichte von Kernma-
terie. Allerdings ist im Kern des Sternes die Dichte um einiges grof3er.

Bei einer Masse von 0,8 bis 2,2 Sonnenmassen [13] hat ein Neutronen-
stern typischerweise einen Radius von 10 bis 20 km.

Hat ein Stern mit einer Masse von mehr als 8 Sonnemassen das Ende sei-
ner Lebenszeit erreicht, so kann er durch eine Explosion (Supernova) ver-
nichtet werden. Als Rest kann sich unter bestimmten Umstanden ein Neu-
tronenstern bilden. Bei seiner Entstehung ist der Neutronenstern sehr heif3,
kihlt dann aber in den ersten paar Sekunden unter 1 MeV ab, wobei 1 MeV
umgerechnet 1, 16-10'Y Kelvin entspricht. Dies ist fiir irdische MaRstabe im-
mer noch sehr heil3, auf einer nuklearen Skala aber schon kalt. Bei diesen
niedrigen Temperaturen besetzen die Quarks nur die niedrigsten Energie-



niveaus, bis zur Fermikante, so dass sich Cooper-Paare bilden kdnnen. Der
Stern ist sowohl elektrisch, als auch farbneutral und befindet sich zudem im
(3-Gleichgewicht.

Die Farbsupraleitung mit skalaren Kondensaten wurde unter den Bedin-
gungen eines Neutronensternes schon vielfach untersucht. Wir wollen in
dieser Arbeit nun das Auftreten von pseudoskalaren Kondensaten untersu-
chen und die Mdglichkeit einer aus zwei unterschiedlich geladenen Phasen
gemischten Phase betrachten. Dazu werden wir in Kapitel 2 zunachst einen
Uberblick tiber die verschiedenen Phasen geben, bevor wir uns im folgen-
den Kapitel mit den Bedingungen befassen, die aus der elektrischen Neu-
tralitat und der Farbneutralitat folgen. In Kapitel 4 stellen wir das Nambu-
Jona-Lasinio-Modell vor, mit dem wir die thermodynamischen Eigenschaf-
ten farbsupraleitender Materie berechnen wollen. Die Ergebnisse werden
in den Kapiteln 5 (Phasendiagramm) und 6 (gemischte Phase) dargestellit.
Wahrend diese Arbeit entstand, hat H. J. Warringa ein Preprint [14] ver-
offentlicht, in dem ein Phasendiagramm flr die hier untersuchten Phasen
vorgestellt wird. Wir haben viele Ubereinstimmungen mit diesen Ergebnis-
sen gefunden, allerdings an einigen Stellen auch andere Ergebnisse er-
halten. Insbesondere finden wir in [14] eine Inkonsistenz, der wir genau-
er nachgehen. H.J. Warringa betrachtet in seiner Arbeit keine gemischten
Phasen.
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Kapitel 2

Farbsupraleitung

Tritt in einem fermionischen System zwischen zwei Teilchen eine (schwa-
che) anziehende Wechselwirkung auf, so bilden sich zumindest bei kleinen
Temperaturen so genannte Cooper-Paare. Dies flhrt dazu, dass sich eine
Liicke (engl. gap?) im Anregungsspektrum bildet.

In konventionellen metallischen Supraleitern bilden sich diese Cooper-Paare
aus zwei Elektronen mit entgegengesetztem Impuls und Spin. Da die direk-
te Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen abstoRender Natur ist, muss
die zur Bildung eines Cooper-Paares bendtigte anziehende Wechselwir-
kung in einem metallischen Supraleiter durch den Austausch von Phono-
nen vermittelt werden.

In einem kalten und sehr dichten Quark-System erwarten wir ein dhnliches
Verhalten. Da die Wechselwirkung zwischen zwei Quarks durch den Aus-
tausch von Gluonen direkt anziehend ist, ist die Situation hier sogar ein-
facher. Allerdings haben wir durch die verschiedenen Quark-Flavors und
-Farben mehrere Mdglichkeiten die Quarks zu paaren. Als Erschwernis
kommt hinzu, dass die beiden Quarks eines Paares unterschiedliche Fermi-
energien haben kdnne. Je nach Paarungsmuster erhalten wir unterschied-
liche farbsupraleitende Phasen mit teilweise deutlich unterschiedlichen Ei-
genschaften.

In dieser Arbeit wollen wir nur Spin-0-Phasen betrachen, da wir davon aus-
gehen, dass Spin-1-Phasen eine unbedeutendere Rolle spielen. In den fol-
genden Abschnitten wollen wir einen Uberblick tiber die wichtigsten farbsu-
praleitenden Phasen und ihre Eigenschaften geben.

1Da der Begriff gap auch in den Bezeichnungen einiger Phasen auftaucht, werden wir in
dieser Arbeit an vielen Stellen das Wort Gap an Stelle von Liicke benutzen.
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10 KAPITEL 2. FARBSUPRALEITUNG

2.1 Kondensate

Bilden zwei Quarks ein Kondensat, so charaterisieren wir dieses durch den
Erwartungswert
(@TOw). (2.1)

¥ sind die Quarkfelder (¥7 = (u,d, s)) und O ein Operator, der auf Grund
des Pauli-Prinzips antisymmetrisch sein muss.

VIOV = 0;;¥,V; = —0f;¥,;¥; = —v" 0w (2.2)

also
0=-0T. (2.3)

Wir suchen demzufolge antisymmetrische Operatoren, die im Dirac-, Farb-
und Flavorraum wirken. Einen antisymmetrischen Operator, der sich aus
drei Anteilen zusammensetzt, kdnnen wir entweder als Produkt dreier anti-
symmetrischer Operatoren

Oanti-symm = Oe(liti)-symm ® Oir?ti)»symm ® Oe(lrii)-symm (24)
oder als Produkt eines antisymmetrischen Operators mit zwei symmetri-
schen Operatoren

Oanti-symm = Oir}ti)»symm ® 0(2) ® 0(3) (25)

symm symm

schreiben. In Tabelle 2.1 geben wir eine Ubersicht {iber die in Frage kom-
menden Operatoren.

| antisymmetrisch |  symmetrisch
Diracraum C,Cs,CyF s CyH,Cat”
Farbraum Ao, A5, A7 1, A1, A3, A4, Ag, Ag
Flavorram T2, 75, T7 ]1,T1,T3,T4,T6,T8

Tabelle 2.1: Die moglichen Operatoren im Dirac-, Farb- und Flavorraum. )\; sind
die Gell-Mann-Matrizen in Farbraum, 7; die Gell-Mann-Matrizen im Flavorraum
(Def. siehe Anhang A.3).

Da wir Spin-0 Phasen betrachten wollen, beschranken sich unsere Aus-
wahlmadglichkeiten im Diracraum auf C' und C'ys.
Um eine Aussage Uber die weiteren Eigenschaften des Operators im Far-
braum machen zu kdnnen, missen wir uns mit der Art der Wechselwirkung
beschéftigen. Orientieren wir uns an den Eigenschaften der Wechselwir-
kung, die durch den Austauch eines einzelnen Gluons vermittelt wird, so ist
die Wechselwirkung im antisymmetrischen Kanal (Antitriplett) anziehend
und im symmetrischen Kanal (Sextett) repulsiv.
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Wenn wir nun im Farbraum einen antisymmetrischen Operator wahlen,
dann muss auch der Operator im Flavorraum antisymmetrisch sein. Im
Farb- und Flavorraum stehen uns die drei antisymmetrischen Gell-Mann-
Matrizen A2, A5 und \; (Def. siehe A.3) zu Verfugung.

So definieren wir

AL~ (W CrysaANpT) skalar (2.6)
AL (BT CraApT) pseudoskalar (2.7)

fur skalare bzw. pseudoskalare Kondensate mit A, B € {2,5,7}. Die Gell-
Mann-Matrizen im Flavorraum bezeichnen wir mit 7;, die in Farbraum mit ;.

Die farbsupraleitenden Phasen unterscheiden sich durch das Vorhanden-
sein unterschiedlicher Kondensate. Eine Ubersicht tiber die verschiedenen
Phasen gibt Tabelle 2.2. Die in dieser Arbeit wichtigen Phasen werden im
restlichen Teil diesen Kapitels vorstellen.

A AR AP AP AR AR AP AP AR
2SC X
2SCus X
2SCds X
uSC X X
dsC X X
sSC X X
pSC | x X
CFL X X X
CFL+KY X X X X X
CFL+K* | x X X X X
CFL+7* X X X X X

Tabelle 2.2: Kondensate der verschiedenen Phasen

2.2 Phasen mit ausschlief3lich skalaren Kondensa-
ten

Nehmen wir an, dass das Strange-Quark eine so grol3e Masse hat, dass
keine Kondensate mit Strange-Quarks auftreten, dann kdénnen sich nur
noch die zwei leichten Flavors paaren. Man spricht in diesem Fall von ei-
nem two-flavor color-superconductor (2SC). Nehmen wir hingegen den an-
deren Extremfall an, dass drei Quarks dieselbe Masse haben, dann werden
alle Quarks gleichberechtig gepaart. In diesem Fall spricht man von einer
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Abbildung 2.1: Paarungsmuster in der 2SC-Phase; es sind nur griine Up-Quarks
mit roten Down-Quarks und rote Up-Quarks mit grinen Down-Quarks gepaart.

Color-Flavor-Locked-Phase.

Neben diesen beiden Fallen gibt es noch fiinf weitere Phasen, die wir durch
Kombination der unterschiedlich skalaren Phasen erzeugen kénnen (uSC,
dSC, sSC, 2SCus, 2SCds, Tabelle 2.2). Bis auf die uSC-Phase treten die
Phasen in der vorliegenden Arbeit nicht wieder auf und werden deshalb
nicht genauer besprochen. Wir werden nun einige weitere Details zur 2SC-
und CFL-Phase vorstellen.

221 2SC

In der 2SC-Phase ist nur das Ag‘;) von null verschieden, alle anderen Kon-
densate sind nicht vorhanden. Das bedeutet, es gibt folgende Paarungen:

(ur, dg) (ug’ dr) (2.8)

Die Wahl, dass nur rote und griine Quarks gepaart werden, ist willkirlich.
Wir hatten auch alle anderen Farbkombinationen paaren kénnen. Aller-

S

dings konnen die dann entstehenden Kondensate Aé? und Aé} immer
durch eine Rotation im Farbraum auf Agz) gebracht werden und sind da-
her physikalisch aquivalent. Die Festlegung, dass in diesem Kondensat nur
rote und grine Quarks auftreten und die blauen Quarks ungepaart bleiben,
bricht die SU (3)-Farbsymmetrie zu einer SU(2)-Symmetrie.

Wenn wir uns spater (Abschnitt 3.3) mit Farbneutralitdt beschéaftigen, wer-
den wir uns daran erinnen mussen, wie wir die Farbwahl fir die 2SC-Phase
getroffen haben. Auf die physikalischen Eigenschaften der 2SC-Phase hat
diese Wahl keinen Einfluss.

222 CFL

Die Color-Flavor-Locked-Phase ist eine Phase, in der alle Quarks gepaart
sind, alle skalaren Kondensate (A{3), AL A%Y)) sind von null verschieden.
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Die Paarungen sind

(ur, dyg) (ug,d) (2.9)
(dg, Sb) (db, Sg) (2.10)
(sp, uyr) (Sp,up) (2.112)

Abbildung 2.2: Paarungsmuster in der CFL-Phase, alle Quarks sind gepaart.

Betrachtet man den Fall verschwindender Quarkmassen, so ist die CFL-
Phase auf jeden Fall gegenlber einer 2SC-Phase energetisch bevorzugt.
Eine nicht verschwindende Masse des Strange-Quarks flhrt bei niedrigen
1 zu einem Aufbrechen der Kondensate in denen ein Strange-Quark betei-
ligt ist. Die verbleibenden Kondensate bilden nun eine 2SC-Phase.

Die CFL-Phase bricht einen grof3en Teil der Symmetrien der QCD

SU@B)o x SU@B3), xSUB)zxU(1)g — SUB)grpip X 22 (2.12)

Der Name Color-Flavor-Locked kommt daher, dass aus den Farb- und Fla-
vorsymmetrien eine gemeinsame Symmetrie wird. Die CFL-Phase ist inva-
riant unter einer gekoppelten Farb-Flavorraumrotation

U — ifa(ra=2)y, (2.13)
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2.3 Kondensation von Goldstone-Bosonen in der CFL-
Phase

Berachten wir den Fall verschwindender Quarkmassen (m, = ms = mg =
0, chiraler Limes), so hat die QCD folgende Symmetrieeigenschaften:

SU (3),, X SU(3), x SUB)z x U(1)p (2.14)

color
Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, wie diese Symmetrien der
QCD durch die Kondensate der CFL-Phase gebrochen werden. Fur jeden
gebrochenen Erzeuger einer Symmetrie entsteht ein masse- und spinloses
Teilchen, ein so genanntes Goldstone-Boson[15].

Das Brechen der Farb-Symmetrie (SU (3)_,,,) fihrt zur Entstehung von acht
skalaren Goldstone-Bosonen, die allerdings von den acht Gluonen “geges-
sen” werden. Damit ist gemeint, dass durch den Higgs-Mechanismus die
Goldstone-Bosonen dafiir verwendet werden, den Gluonen eine Masse zu
geben, und zwar ganz analog dazu, wie die Massen der Eichbosonen in
der Elektro-Schwachen-Theorie erzeugt werden (siehe z.B. [16]). Durch die
gebrochene chirale Symmetrie entstehen acht pseudoskalare Goldstone-
Bosonen. Es ergibt sich ein entarteter Grundzustand, das heif3t, die axiale
Rotation

.n Ta
SU(@3),: q — exp (’LGCLE’%) q, (2.15)

auf den CFL-Grundzustand angewendet fuhrt wieder auf einen Grundzu-
stand, in dem allerdings ein Teil der skalaren Kondensate in pseudoskalare
Kondensate rotiert worden sind.

Sind die Quarkmassen nicht null, so kann es sein, dass der rotierte Grund-
zustand gegenuber dem CFL-Grundzustand bevorzugt wird ([8], [17], [18],
[19]). Wir bezeichnen die pseudoskalaren Kondensate anhand ihrer Quan-
tenzahlen, die mit denen von neutralen Kaonen (KOIRO), geladenen Kaonen
(KT) und geladenen Pionen (z%) iibereinstimmen. Im Folgenden werden
wir die drei so entstandenen Phasen kurz vorstellen.

2.3.1 CFL+K"

Wenden wir die Transformation aus Gl. (2.15) auf die Kondensate der CFL-
Phase an und wahlena = 6,7

1 0 0 U
Jg=10 CoS (g) (é6 — ié7)75isin (g) dl, (2.16)
0 (A + i07)7sisin (g) cos (g) s
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Abbildung 2.3: Paarungsmuster in der CFL+K-Phase, alle Quarks sind ge-
paart.

mit § = /62 + 62 und 0, = 6,/6, so erhalten wir die Kondensate:

AL = cos gAgQ (2.17)
A = cos gAg? (2.18)
AR = Af) (2.19)
AR = ising (é6 . ie}) Al (2.20)
AP = isin g (0 +07) AL (2.21)

Die Kondensate Aé’;)' und Aé’g)' enthalten die folgenden Quark-Paa-
rungen:

(ur, dp) (up, dy) (2.22)
(ur, sg) (ug, Sr)- (2.23)

Zusammen mit den Paarungen der CFL-Kondensate ergibt sich das in
Abbildung 2.3 dargestellte Paarungsmuster. In [14] wurde gezeigt, dass
die physikalischen Eigenschaften gleich bleiben, wenn die pseudoskalaren
Kondensate in folgender Weise transformiert werden

AR AP (2.24)
AP AP e—io, (2.25)

Betrachten wir die Gl. (2.20) und (2.21), so erkennen wir, dass die pseudo-
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skalaren Kondesate immer reell wahlen werden kdnnen:
AP = sin gA(;; (2.26)
AP = —sin gAgs>. (2.27)
Damit haben die reell gewahlten pseudoskalaren Kondensate entgegenge-

setzte Vorzeichen.

2.3.2 CFL+K*

In der CFL+K*-Phase treten neben den Kondensaten der CFL-Phase auch
die Paare

(ug, dp) (up, dy) (2.28)
(dy, sg) (dg, sy) (2.29)
auf. Diese entstehen analog zur CFL+K’-Phase auch durch eine Rotation

aus den CFL-Kondensaten mit a = 4,5 und § = /67 + 62. Wir erhalten so
die Kondensate:

A(QSQ)/ = cos gA(QSQ) (2.30)
AR =AY (2.31)
ALY = cos gAg? (2.32)
AP = _in gA(;; (2.33)
AP = sin gA;?. (2.34)

Das Paarungsmuster ist in Abbildung 2.4 dargestellit.

2.3.3 CFL+r*

In der CFL+7r*-Phase treten neben den Kondensaten der CFL-Phase auch
die Paare

(ug, sp) (up, 5q) (2.35)
(dy, sp) (dp, 1) (2.36)

auf. Diese entstehen analog zur CFL+K’-Phase auch durch eine Rotation
aus den CFL-Kondensaten mit a = 1,2 und 6 = /6% + 63. Wir erhalten so
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Abbildung 2.5: Paarungsmuster der Quarks in der CFL+7*-Phase

die Kondensate:

AL =AY (2.37)
A% = cos gAg? (2.38)
AL = cos gA(;Q (2.39)
AP — _sin gAf,j,} (2.40)
AP = sin gA(;). (2.41)

Das Paarungsmuster ist in Abbildung 2.5 gezeigt.
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2.4 Gaplose Phasen

Um uns klar zu machen, was es mit den gaplosen Phasen auf sich hat,
betrachten wir zunachst ein sehr einfaches System, in dem nur masselo-
se Teilchen mit zwei unterschiedlichen Flavors existieren. Farbfreiheitsgra-
de werden wir nicht berlcksichtigen. Um die Situation weiter zu vereinfa-
chen, vernachlassigen wir auch die Quark-Antiquark-Wechselwirkung und
beschranken uns auf die, fir die Farbsupraleitung wichtige, Quark-Quark-
Wechselwirkung.

Dann ist die Lagrangedichte gegeben durch

L= (i + in°) U + H (ViysmCOT) (TLinsC0) . (2.42)
Das hier auftretende Kondensat ist
A ~ (VT Cirys W), (2.43)

Bei der Konstruktion des Operators gelten dieselben Einschrankungen wie
in Abschnitt 2.1. Da wir keinen Farbraum haben und C~; antisymmetrisch
ist, muss der “Flavor”-Anteil symmetrisch sein, deshalb kommt nur die sym-

metrische Pauli-Matrix
0 1
T = ( 1 0> (2.44)

in Frage?. Die beiden Flavors kénnen unterschiedliche chemische Poten-
tiale haben

fi = diag (p1, p2) - (2.45)

Wir betrachten dieses Beispiel, weil es wesentlich einfacher ist, als der
sonst betrachtete Fall mit drei Flavor, Massen und Farben. Diese Verein-
fachung erlaubt es, flr die Dispersionsrelationen analytische Ergebnisse
zu finden [20]:

ko =+ (ex +6p) (2.46)

mit den folgenden Beziehungen

€+ = \/(Ek +1)° + A2, (2.47)
Ep = V&2, (2.48)
_ +
M:m 2#27 (2.49)
o =1 > 2. (2.50)

2Die Symmetriebedingungen wiirde auch die Einheitsmatrix zulassen. In diesem Fall
paaren sich allerdings nur Teilchen gleichen Flavors, und wir kdnnen den Effekt, fir den wir
uns interessieren, nicht beobachten.
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ko

Gap

k

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung einer Mode mit Gap.

Sind die chemischen Potentiale fir beide Flavors gleich, dann gilt 5 = 0
und so lange A > 0 ist, gibt es auch einen Gap. In Abbildung 2.6 ist bei-
spielhaft die Dispersionsrelation einer Mode mit Gap gezeigt; in dieser Si-
tuation ist die GroRe des Gaps genau gleich A.

Betrachten wir nun den Fall, dass die chemischen Potentiale unterschied-
lich sind, also du # 0, dann reduziert der du-Term in Gl. (2.46) das Gap fir
eine der Moden und vergrofert es flr eine andere (siehe Gl. (2.46)). Liegen
11 und ps SO weit auseinander, dass o = A ist, so verschwindet das Gap
ganz. Erhéht man o weiter, so erhalt man die Situation aus Abbildung 2.7.

In den von uns in dieser Arbeit untersuchten Phasen kann dieses Ph&nomen
auch auftreten, nur ist hier die Situation kompliziert, so dass die Dispersi-
onsrelationen nicht analytisch berechnet werden kénnen.

Verschwindet fiir eine oder mehrere Moden das Gap, andern sich die Ei-
genschaften der Phase deutlich. In [21] wird eine CFL-Phase betrachtet
und es wird gezeigt, dass sich die Quarks mit Impulsen zwischen k; und &,
(siehe Abbildung 2.7) nicht mehr paaren. Dass nicht mehr alle Quarks ge-
paart sind, wirkt sich besonders auf die Neutralitatseigenschaften der Pha-
se aus. Wir werden das in Abschnitt 3.2.3 genauer besprechen, nachdem
wir uns mit den Neutralititseigenschaften der CFL- und CFL+K’-Phase
beschaftigt haben.

Interessant sind gaplose Phasen auch fur das Abkuhlverhalten von Neu-
tronensternen. Da in solchen Phasen Anregungen durch themische Ener-
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ko

]431 k2

k

Abbildung 2.7: Schematische Darstellung einer gaplosen Mode.

gie, die einige keV betragt, moglich sind, was bei einem typischen Gap
von mehreren MeV nicht maglich ist. (Da sich durch das Verschwinden des
Gaps die Eigenschaften einer Phase so grundlegend andern, weist man
schon im Namen der Phase durch Voranstellen eines “g” flr gapless darauf
hin, dass eine oder mehrere Moden kein Gap haben, zum Beispiel gCFL
oder g2SC.)



Kapitel 3

Neutralit at und
#-Gleichgewicht

3.1 Dichten

Um Neutralitdt beschreiben zu kdnnen, missen wir wissen, wie wir Aussa-
gen Uber die Dichten der beteiligen Teilchen machen konnen. Wir haben
in dem zu beschreibenden System Quarks mit drei verschiedenen Flavors
und drei verschiedenen Farben, das heif3t neun Dichten um die Quarks zu
beschreiben. Als Zeichen fir eine der Dichten verwenden wir ein n mit je-
weils einem Index flr den Flavor und einem fur die Farbe. So bezeichnet
zum Beispiel n,,,- die Dichte der roten Up-Quarks.

Die Dichte aller Quarks mit der Farbe c ist nun

Ne = Ny,e + Ndc + Ns e (31)

Die Dichte der verschiedenen Flavor-Spezies werden mit

ngp = (W) = (WIAL0) = npp+npg +np, 3.2)
mit
1 0 0 0 0 0 0 0 O
A,=10 0 0 Ag=1(0 1 0 A;,=[0 0 0 (3.3)
0 0 O 0 0 0 0 0 1
bezeichnet.

Unser System beschreiben wir durch das thermodynamische Potential 2.
Zu jeder Dichte kdnnen wir ein chemisches Potential einfihren. So ver-
knipfen wir das chemische Potential 1 mit der Gesamtdichte der Quarks

nN="Ny+ng+ns=—— (3.4)

21
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und das chemische Potential ;. mit der elektrischen Ladungsdichte

8Q(Quark)
3 — (TTQW) = — . (3.5)
Der elektrische Ladungs-Operator wird durch
. 2 1 1
Q = diag; (5’_5’_§> (3:6)

dargestellt.

ng™ bezieht sich auf den Quark-Anteil des Systems. Das Gesamtsystem
enthalt neben Quarks auch Elektronen und Myonen, die auch zur elektri-
schen Ladungsdichte beitragen.

ng = ngua'k) — N — Ny (3.7)

I

Da die Elektronen und Myonen negative elektrische Ladung tragen, gilt fur
die chemischen Potentiale der Leptonen

He— = ILLI,I/7 = —HQ- (38)

Allgemein definieren wir die acht Farbladungsdichten
n; = (TN 0) ie{1,2,3,4,5,6,7,8}). (3.9)

Um die Farbladung zu beschreiben, verwenden wir allerdings nur die Dich-
ten ns und ng

nz = (Uix3¥) = n, —n, = e (3.10)
1 o0
ng = (UixgW) = 7 (ny +mng — 2np) = O (3.11)

Insgesamt haben wir vier unabhéangige chemische Potentiale {1, 11, 113, 18},
aus denen sich die chemischen Potentiale der einzelnen Quarks je nach
Flavor und Farbe als unterschiedliche Linearkombinationen darstellen las-
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sen.
=p+ 2 + p3 + ! (3.12)
Mu,r = [ 3:“@ M3 \/giu’g .
=p+ 2 + ! (3.13)
Hu,g = 3:LLQ K3 \/g;uS .
— ot g - — (3.14)
lu’u,b - lu’ 3#@ \/§IU’8 '
1 1
=pu—= — 3.15
Par == ghQ+ s+ /38 (3.15)
1 1
=pu—=pg — — 3.16
Hdg =H = 3hQ — Hs + /318 (3.16)
= ! 2 (3.17)
Hdp = H = 3HQ \/§N8 :
1 1
=u— - — 3.18
fisg = H— glQ + s+ Vel (3.18)
1 1
=l — =g — — 3.19
Hs.g = I ghQ = i3 + \/§M8 (3.19)
ot 2 (3.20)
Ms,b =W 3MQ \/g:ug .
Damit lassen sich die neun verschieden Dichten der Quarks durch
o0
ng. = — 3.21
f,C a/,l/f7c ( )

ausdricken.

3.2 Elektrische Neutralit at

Um elektrisch neutral zu sein, muss die gesamte Dichte der elektrischen

Ladung null sein.
2 1
nQg = gnu - g (nd + ns) TN —Ny= = 0 (3.22)
Fur farbneutrale CFL- und CFL+K’-Phasen gibt es interessante Neutra-
litatseigenschaften bei T = 0, die wir im Folgenden betrachten wollen.

3.2.1 Neutralit at der CFL-Phase

In [22] wird, mit Hilfe von Argumenten aus [23], gezeigt, dass bei T' = 0 in
der CFL-Phase fir die einzelnen Dichten der Quarks n . gilt:
Nuy,g = Nd,r (3.23)
Nyb = N r (3.24)
Ndp = Ng,g- (3.25)
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Fur eine farb-neutrale CFL-Phase gilt aul3erdem

Donge =D npg= ngp. (3.26)
f f f

—_—— = =

ny ng np
Setzt man nun Gl. (3.23) - (3.25) in (3.26) ein so erhalt man
Ny = Ny, Nng = ng np = N (3.27)
und damit
Ny = Ng = Ng. (3.28)
Dies erfiillt dann sofort die Bedingung fir elektrische Neutraliat

%nu - %nd — éns =0. (3.29)
Eine farbneutrale CFL-Phase ist bei einer Temperatur von 0 MeV also auto-
matisch elektisch neutral. Es lassen sich fiir jedes pg ein pz und pg finden,
so dass der Quarkanteil in der CFL-Phase farbneutral und elektrisch neu-
tral ist. Da wir allerdings in allen Rechnungen auch Elektronen und Myonen
beriicksichtigen, finden wir eine elektrisch neutrale Losung genau dann,
wenn keine Leptonen vorhanden sind, also bei pg = 0.

3.2.2 Neutralit &t der CFL+K °-Phase

Wir nehmen den elektrischen Ladungs-Operator

. 2 1 1
und betrachten das Verhalten der Kondensate (GI.(2.9) - (2.11)und GI.(
2.22) - (2.23)) unter Transformationen, die durch den Operator () erzeugt
werden. Wir stellen fest, dass die Kondensate nicht invariant unter den
durch den elektrischen Ladungsoperator erzeugten Transformationen sind.

g — % A — Ay (3:31)
q — €% Aé‘? — e_iQQ/gAé? (3.32)
q — "9 A(757) — em/?’A(?? (3.33)
g — ¢ AR — AR (3.34)
q— equ A(;;) — eio‘/?’A(gg) (3.35)
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Die Kondensate tragen elektrische Ladung. Betrachten wir allerdings eine
Linearkombination aus elektrischer Ladung und Farbladung, so kénnen wir
einen Operator

~ 1 1
=0Q — =A3— —=\ 3.36
Q=0Q N T BN (3.36)
= diag (0,1,1,—1,0,0,—1,0,0) (3.37)

finden, der Transformationen erzeugt, unter denen die Kondesate invariant
sind.

g — ey AP Al (3.38)

Das zu dieser Transformation gehorende Eichboson ist eine Mischung aus
Photon und Gluon, ganz analog zur Mischung des Photons mit dem Z°-
Boson in der Elektro-Schwachen-Theorie.

Man kann ein zur Q-Ladung passendes chemisches Potential einfiihren.

4 1
rG =g <MQ — p3 — —M8> (3.39)

2

Da alle Quarks gepaart sind und alle Kondensate verschwindende Q-Lad-
ung haben, ist

Q

—aa 0, (3.40)

Ha
das heiBt, die CFL+K® Phase ist Q-neutral. Nun setzt sich die Q-Ladung
aus elektrischer Ladung und Farbladung zusammen, also muss, wenn @
verschwindet und die Farbladung Null ist, auch die elektrische Ladung Null
sein.

Q in anderen Phasen  Die CFL-Phase ist genauso wie die CFL+K° Q-
neutral [7]. Statt der Argumentation aus 3.2.1 kann man genau so wie
in diesem Abschnitt argumentieren und erhalt das gleiche Ergebnis. Die
Kondensate der 2SC-Phase sind zwar auch Q-neutral, da aber nicht al-
le Quark-Spezies gepaart sind, wird elektrische Neutralitat erst durch das
Hinzufligen von Leptonen erreicht.

3.2.3 Neutralit at in gaplosen Phasen

Im Abschnitt 2.4 haben gesehen, dass in gaplosen Phasen nicht mehr alle
Quarks gepaart sind. Betrachten wir eine CFL- oder eine CFL+K"-Phase
bei T' = 0, in der alle Moden ein Gap aufweisen, so haben die Kondensa-
te keine -Ladung. Verschwindet nun das Gap, so sind einige der Quarks
sind nicht mehr gepaart. Tragen diese Quarks Q = =+1, dann wird unse-
re Phase vom Q-Isolator zum Q-Leiter. Da wir neutrale Lésungen suchen,
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mussen nun elektrisch geladene Leptonen in das System gebracht werden,
damit das Gesamtsystem weiterhin neutral ist. Man erkennt eine gCFL-
oder gCFL+K’-Phase bei T = 0 sofort an dem von null verschiedenen .

Auch das in Abschitt 3.2.1 gebene Argument bricht zusammen, wenn das
Gap verschwindet, da die ungepaarten Quarks nicht mehr gleiche Dichten
haben mussen.

3.3 Farbneutralit at

Damit Farbneutralitat vorliegt, missen gleich viele rote, griine und blaue
Quarks vorhanden sein.

n, = ng = ny (3.41)

Um dies zu erreichen, kann man die mit den chemischen Potentialen s
und pg verknipften Dichten ns und ng verwenden.

3#3
e [ @ L, ew

Um die Bedingung (3.41) zu erfullen, missen
ng =10 und ng =10 (3.44)

sein.

Allerdings wurde in [24] gezeigt, dass Falle moglich sind, in denen zwar
ng = ng = 0 gilt, die Phase aber trotzdem nicht farbneutral ist.

Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir ein einfaches Beispiel:

Im Abschnitt 2.2.1 haben wir bei der Konstruktion der 2SC-Phase den
Gap-Parameter Aé‘;) gewahlt, also Paare aus griinen Up- und roten Down-
Quarks gebildet. Die blauen Quarks blieben dabei ungepaart. In den Grof3en
Agg, Aos und Agr ausgedrickt bedeutet das

AL ~ (BT Crsmyda W) # 0 (3.45)
AL (BT CrsmAT) = 0 (3.46)
AL <~ (W CysmAT) = 0 (3.47)

Wir nehmen an, dass alle Quarks dasselbe chemische Potential haben.
Das hat zur Folge, dass bei T' = 0 MeV in einer solchen 2SC-Phase genau
so viele rote wie griine Quarks vorhanden sind [23], also n3 = 0. Auf Grund
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der Tatsache, dass die blauen Quarks ungepaart sind, haben sie eine an-
dere Dichte.
Nun kdnnen wir, statt nur rote und griine Up- und Down-Quarks zu paaren

A #0 AY) =0 AP =0, (3.48)
auch blaue Quarks an den Paarungen beteiligen:
A5 #0 AL #0 AR #£0. (3.49)

In einer solchen Situation andern sich die Werte von n3 und ng. In dem Fall,
dass alle Farben gleich haufig an der Paarung beteiligt sind (Agz) = Ag? =

Ag‘?), ergibt sich n3 = ng = 0. Nun ist die physikalisch relevante GroRe

VAL + AL+ A (3.50)

und die beiden Ansatze sind physikalisch aquivalent. Also muss die Farbla-
dung im zweiten Fall in einer anderen Grol3e versteckt worden sein. Tat-
sachlich wurde in [24] gezeigt, dass in diesem Fall die nichtdiagonalen
Farbladungen

ni,ng, und ng (351)

ungleich null sind. Um sicher zu sein, dass eine Phase wirklich farbneutral
ist, missen wir nachweisen, dass alle n; null sind.

3.4 [-Gleichgewicht

Ein System befindet sich im 3-Gleichgewicht, wenn sich $-Zerfall und in-
verser (-Zerfall aufheben.
Damit die Reaktionen
dSu+e + 7, (3.52)
sSu+te +0 (3.53)
einen Gleichwichtszustand erhalten, missen die chemischen Potentiale die
folgenden Gleichungen erflllen:
pd = My + ,Uf; (354)
Hs = flu + e - (3.55)
Auf Grund der Ladungserhaltung ist dies allerdings ohne weitere Annah-
men bereits durch die Konstruktion der chemischen Potentiale (Gl. 3.8 und
Gl. 3.12 - 3.20) gegeben. Fir die Neutrinos haben wir kein chemisches Po-
tential, da wir annehmen, dass sie das System sofort verlassen, ihre Zahl
also keine Erhaltungsgrof3e ist. Somit ist auch die Umwandlung von Elek-
tronen in Myonen und umgekehrt
e S Ve + 7, (3.56)
schon durch Gl. (3.8) berlcksichtigt.
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Kapitel 4

Das
Nambu-Jona-Lasinio-Modell

4.1 Einige Eigenschaften des Modells

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) wurde von Yoichiro Nambu
und Giovanni Jona-Lasinio 1961 entwickelt [25] [26]. Ursprunglich zur Nu-
kleonwechselwirkung gedacht, wird es seit Mitte der 80er Jahre zur Be-
schreibung der Wechselwirkung zwischen Quarks verwendet [27].

Das Modell enthalt keine Gluonen, sondern verwendet 4- und 6-Punktwech-
selwirkungen. Die Lagrangedichte im NJL-Modell kann so gewahlt wer-
den, dass sie dieselben globalen Symmetrieeigenschaften wie die QCD-
Lagrangedichte hat; dies ist eine der groRen Starken des Modells.

Eine Beschreibung von Confinement ist im NJL-Modell nicht mdglich, so
dass es nur in Situationen angewendet werden kann, in denen Confine-
ment eine untergeordnete oder keine Rolle spielt.

Da das NJL-Modell nicht renormierbar ist, treten divergente Integrale auf,
die wir in dieser Arbeit durch das Einfihren eines maximalen Dreier-Im-
pulses (Cutoff) regularisieren werden. Dieser Cutoff bricht die Lorenzinva-
rianz des Systems.

Der Cutoff wird so gewahlt, dass empirische Konstanten reproduziert wer-
den konnen. Eine gute Beschreibung des NJL-Modells wird in [28] gege-
ben, [10] zeigt sehr genau, wie das Modell auf Farbsupraleitung angewen-
det werden kann.

29
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4.2 Die Lagrangedichte

Die in dieser Arbeit verwendete Lagrangedichte setzt sich aus vier Teilen
zusammen:

L=Lo+Ls+ Lo+ Los. (4.1)
mit
Lo = V(i —m)¥ (4.2)
Li=G i [(I7,9)* + (Tins7a0)?] (4.3)
Le = Ka[z(;tf (U (1+75)¥) +dety (U (1—5)¥)] (4.4)

Low=H > Y (Wirs7arpCIT) (¥ Cinstarp¥)
A=257B=257

+H Y Y (UraapCUT) (UTCraAp0)
A=2,5,7 B=2,5,7

(4.5)

Die Gell-Mann-Matrizen in Flavorraum bezeichnen wir mit 7;, die in Farb-
raum mit ;. Die Felder ¥ enthalten die einzelnen Quarkfelde

U= (u,d,s)" (4.6)
m = diag(my, mg,ms) @ 1. ® 1p 4.7)

stellt die diagonale Massenmatrix dar. Mit det; ist die Determinate im Fla-
vorraum gemeint (siehe A.4 fur eine genauere Darstellung).
Die vier Teile der Lagrangedichte beschreiben

e L als den freien Teil des Quarkfeldes,

e [, als die Vierpunktwechselwirkung zwischen einem Anti-Quark und
einem Quark.

e Lg stellt die sogenannte Sechs-Punkt 't Hooft-Wechselwirkung dar.
Quarks aller Flavors wechselwirken an einem Punkt. Dieser Term
bricht die U(1) 4.-Symmetrie.

e Lyy enthalt die Quark-Quark-Wechselwirkung, die fur Farbsupralei-
tung verantwortlich ist, dabei generiert das erste Produkt die skalaren
und das zweite die pseudoskalaren Kondensate.
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4.3 Meanfieldn &herung

In einem System mit sehr vielen Teilchen ist es unmdglich, die Wechsel-
wirkungen aller Teilchen untereinander zu beschreiben. Eine Mdglichkeit
mit diesem Problem umzugehen ist eine so genannte Meanfieldndherung
durchzufuhren. Dazu nimmt man an, dass jedes Teilchen sich in einem von
den anderen Teilchen erzeugten mittleren Potential befindet. In unserem
Fall erhalten wir so eine Naherung durch Linearisieren der Lagrangedichte
und Einsetzen von Erwartungswerten.

Um eine linearisierte Meanfield-Lagrangedichte zu erhalten, schreiben wir
zunachst die gg¢-Terme um:

au = (au) + 0 (du) = ¢y, + 6 (au) (4.8)
Id = (dd) + 6 (dd) = ¢q + 6 (dd) (4.9)
5s = (85) 4+ 0 (55) = ¢s + 6 (3s) (4.10)

Wir betrachten keine Kondensate der Form (g;iv5¢2) fur alle ¢; und ¢, und
ebenfalls keine Kondensate (g1q2) mit g1 # ¢o. Also setzen wir die zu-
gehdrigen Erwartungswerte auf Null.

qQ1ivs5q2 = 0 (q1ivsq2) fur alle g1, ¢o (4.11)
7192 = 0 (q192) fir g1 # ¢ (4.12)

Bei den Quark-Quark-Termen setzen wir den Proportionalitatsfaktor zwi-

schen dem Erwartungswert und dem Kondensaten A auf 1/2H, dies wird
sich spéater als zweckmallig erweisen.

\Ifi75TA)\AC\TJ = <\I/i’y5TA)\AC\TJ> +6 (\Ifi75TA)\AC\TJ)

1 5 . _ (4.13)
= EA;A +6 (‘1’2757'A)\AC‘1’)
\IJTD)\EC\TJ = <\I/TD)\EC\T/> +6 (\I/TD)\EC\T/)
(4.14)

1 _
= 57 ADE + 8 (PrpApCY)

Nun Linearisieren wir die Langrangedichte, das heil3t, wir vernachlas-
sigen Terme zweiter und hoherer Ordnung in §. So erhalten wir aus Gl.
(4.8) - (4.12)

(Gq)* = =92 + 2¢4qq + O (6%) q € {u,d, s} (4.15)
(f1a2)” = O (8?) q1,q2 € {u,d, s} und q1 # g2 (4.16)
(@1iv3q2)° = O (67) 1.2 € {u,d, s} (4.17)
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und aus GI. (4.13) und Gl. (4.14)

(TinsTaraCUT) (U CirysTaNaT)
2

S oT AL AP @as)
= —W (\II C'Y5TA)\A\I/) + ﬁ (\II’YEJTA)\AC\IJ ) + ﬁ
(TrarpCET) (WTCTANR D)
2
AT A o) + |25 (419
== W (\I’ CTA)\B\I]) + oH (\I]’TA)\BC\I] ) + ﬁ
Nun kénnen wir die linearisierte Langrangedichte schreiben als:
LY =V (i) — M) U
1 5)x 1 /- (s _
+ {—5 (wTealirsmaraw) + 5 (\IJAE&%TA)\AC\IIT)}
A=257
1 " 1 /- —
+ A; i [5 (\I’TCA%)B ’75TA)\B\I’) + 3 (\I’Aff])g’)/g)TA)\BC\I’T)
B_257 (4.20)
A#B
—2G (¢, + 05 + ¢3) + 4K dudads

1 o) |2 2
(X A anf),
A:2,5,7 A:27577

B=2,57
A+B

Wir haben neue Massen definiert, die wir Konstituentenmassen nennen
und die neben den nackten Massen m,, mg und ms auch weitere Terme
der linearisierten Lagrangedichte enthalten:

M = d|ag(mu - 4G¢u + 2K¢d¢37
mg — 4Goq + 2K ¢y @, (4-21)
ms — 4G¢s + 2K¢u¢d>

4.4 Nambu-Gorkov-Formalismus

Um die Lagrangedichte in eine handlichere Form zu bringen, fiihren wir den
Nambu-Gorkov-Formalismus ein. Unsere Quarkfelder ¥ enhalten 36 Kom-
ponenten (vier Dirac-Komponenten flr drei unterschiedliche Quark-Flavors
mit drei verschiedenen Farben), aus diesen Felder konstruieren wir nun
72-komponentige Bispinorfelder:

1 (W 1 -
=7 <C¢IT> : i=— (v, v7C). (4.22)
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In diesem Formalismus ergibt sich sehr kompakte Darstellung der Lagran-
gedichte

LY =g ig—M > ASL'YBTAAA +> A(ﬂ;TAAB
- ASE’YE)TA)\A +> Aff])g*m)\g i —M
(4.23)
mit

2 2
(»)
+ 3 ‘AAB‘ )
A=257
B=257
ALB

_ 2 24 6% — . y
V =2G (62 + 62 + ¢?) K%“bd%“H(A;—,?‘AM

(4.24)
So lasst sich die Lagrangedichte durch eine 72x72-Matrix und einen Poten-
tialteil V' charakterisieren.

Mit den fouriertransformierten Felder

4

q(z) = / (SW];Lle"me(p) (4.25)
4

@) = [ (;@emq(p) (4.26)

erhalten wir die Lagrangedichte im Impulsraum

M =g p—M S A ysrada + X A g
- Z ASX’}@TA)\A + Z AEE;TA)\B p - M
(4.27)

4.5 Das thermodynamische Potential

Alle wichtigen Gro3en, wie der Druck und die verschiedenn Dichten, kdnnen
aus dem thermodynamischen Potential berechnet werden. Das thermody-
namische Potential Iasst sich folgendermalien aus der Zustandssumme ge-
winnen:

Q=-ThhZ (4.28)

Fur uns interessant ist das thermodynamische Potiential pro Volumen, also:

a-L_ Tyz (4.29)

|4 V

Die grolRkanonische Zustandssumme ergibt sich aus:

Z =Trexp <—ﬁ (/ d3zH — ,uZ-Ni>> (4.30)

q—V

q—V
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mit 5 =1/T.
Wir fuhren eine effektive Lagrangedichte ein
. . i 0
LY = 2 4 gf <'Y°’“‘ > , 4.31
i 0 ) d (4.31)

die die chemischen Potentiale

ﬂ = dlag (Muﬂ” Hou,gs Hu,by Hdrs Hd,gy Hd,by Hs,ry s, g5 ,U's,b) X ldirac (432)
enthalt, also:
[MF g p M + o Z AEAXSA’%TA)‘A + Z A%}BTA)\B —V
eff — .
ZAAA'Y5TA)\A+ZA TA)\B p—M—%,u

S*l

(4.33)
Die 72x72-Matrix bezeichnen wir als inversen Propagator S~!.
Geht man analog zu [29] vor, so lasst sich flr € schreiben:

n (35! (iwn, p)) + V. (4.34)

Dabei haben wir Matsubara-Frequenzen w,, = (2n + 1)T" eingefihrt. Der
Faktor 1/2 entsteht durch die Verdoppelung der Freiheitsgrade beim Ein-
fuhren des Nambu-Gorkov-Formalismus.

4.6 Berechnung des thermodynamischen Potentials

Das thermodynamische Potential €2 lasst sich darstellen als
—TZ/d—%llndet (BS™! (iwn, P)) + V. (4.35)
) ()2 " ' '

Dabei haben wir neben GI. (4.34) verwendet, dass fur eine Matrix A mit
den Eigenwerten a; folgendes gilt

Trin A = Inexp (Z In al-) = InIl;a; = Indet A. (4.36)
(2

Somit missen wir die Determinate des inversen Propagators bestimmen.
Da die farbsupraleitenden Kondensate nicht vom Vierer-Impuls abh&ngen,
kénnen wir den inversen Propagator leicht in einen von pg abhangigen Teil
und einen von py unabhangigen Teil zerlegen. Der inverse Propagator lasst
sich schreiben als

S™ = yopo — M, (4.37)
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wobei M eine 72x72-Matrix ist. Nun kann man die Determinate des inver-
sen Propagators umformen:

det (W) = det (M) — det (W)
(4.38)

Es existieren zwei unitare Matrizen U und UT mit denen M diagonalisiert
werden kann.

S_l Wy, D
= 773 det | iw, — UTyoMU (4.40)
—_——
D

Die Matrix ist jetzt diagonal, auf der Diagonalen stehen iw,, und die Eigen-
werte ¢; von oM. Die Determinate ist jetzt das Produkt der Diagonalele-
mente

S~ (iwn. p)
det (% T72 H (iwp, — €;) (4.41)
Durch den Dirac-Anteil des inversen Propagator erhalten wir jeweils vier Ei-
gentwerte mit dem selben Betrag, zwei mit postivien und zwei mit negativen
Vorzeichen. Dies nutzen wir zum weiteren Vereinfachen aus:

36
det <%> 77 H iwn, — €;) (iw, + €;) (4.42)
T72 H W€ (4.43)
1 2
T H (@ + ) (4.44)

Setzt man Gl. (4.44) in Gl. (4.35) ein, so erhalt man:

I d®p (w2 — 62)2
0= _ E : InIpi8, 2/ vy 4.45
2 — /(277)3 B=T ( )

und nach Ausfuhrung der Matsubarasumme (Anhang B.1):

__/ 3Z<’€Z‘+2T1n<1+exp< M>>>+V (4.46)
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4.7 Das thermodynamische Potential der Leptonen

Das System, das betrachtet wird, enthalt neben den Quarks, deren thermo-
dynamisches Potential bereits in den vorangegangenen Abschnitten unter-
sucht wurde, auch Elektronen und Myonen.

Die Lagrangedichte fiir nicht wechselwirkende Fermionen ist gegeben durch:

L=V (i) —m) ¥ (4.47)
So kann man die Zustandssumme
Z = Tre AU=1N) (4.48)

schreiben als
Z :/ (z'defT) (dW)
B _ b B
exp (/ dT/d3m\If <—'yo— +2'57-V—m+,u70> \I/) )
0 (97'

Setzt man Fouriertransformierte Felder ein, so erhalt man

(HHH/zd\Iﬁ p)d¥, , (p )exp (ZZZ\II ) DasWsn (p))

(4.49)

(4.50)
mit
D = —if ((—iwp + p) —7°7 - 5= my") (4.51)
und den Matsubara-Frequenzen

Nutzt man jetzt die Eigenschaften eines Gauss’schen Integrals Uber fermio-
nische Felder aus, so erhalt man

Z =detD (4.53)
Q=InZ=IndetD =TrlnD (4.54)

und nach weiteren Umformungen schlief3lich
d3
_ Blw—p) —B(w+n)
Q 2/(%) <Bw+ln<1+e >+ln(1+e )) (4.55)

Das totale thermodynamische Potential ist nun die Summe der einzelnen
Betrage.
Qtotal = QQuarks + Qe— + Qﬂ_ . (456)
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4.8 Die Ableitungen des thermodynamischen Poten-
tials

Um das Minimum des thermodynamischen Potentials zu finden, mussen
wir dessen Ableitungen berechnen. Fur den leptonischen Fall ist das nicht
weiter schwierig. Die Berechnung der Ableitungen des Quark-Anteils (Gl.
(4.46)) wird hier gezeigt:

Im Folgenden sei x € {A%Afﬁ%,m,ug,pq,%,gzsd,gbs, ,...}. Dann gilt:

d? . d
Z/ L < 1<T5 1>>+a—xv (4.57)

d3p 1 0
—V. 4.58
Z/ 27132 <S 5 >+8xv ( )
Auch hier verwenden wir, dass man py von S—! abtrennen kann.
5™ =0 (po — M) (4.59)
. ,, O 0
e 520 (po )= o (4.60)

Mit Hilfe der unitare Matrizen U und UT (vergleiche GI.(4.39)) kénnen wir
S~! diagonalisieren

iwn, +€1(p) - 0
S~ =%U(p) : : Ut (p). (4.61)
0 < dwy +en (D)
Invertieren fuhrt zu:
_ 1 0
iwn+€1(ﬁ)
= U(p) : : Ut ()0 (4.62)
1
0 e 7iwn+€N(m
Setzt man Gl. (4.62) in GI. (4.58) ein, so erhalt man
1
: 0
9. e i) v
N : B 1 Pl oy ox ox
0 e o
iwn+EN
(4.63)
8M 8V
= —— 4.64
Z/ 3Zzwz+ez< axU> O ( )
= %,_/

b;

T dBp b ov
__T oy 4.65
2 ;/(QW)ggiwn—l—Q * Ox (4.65)
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Nun fihren wir die Matsubarasumme aus (Anhang B.2) und erhalten:

o0 1 L
%:_5/ 32 EZ/TH LS (4.66)




Kapitel 5

Das Phasendiagramm

5.1 Numerik

Um eine stabile Losung fur eine der supraleitenden Phasen zu finden,
muss das thermodynamische Potential ( Gl. (4.46) ) minimiert werden und
gleichzeitig missen Gl. (3.22) und (3.44) erflllt sein, damit die Bedingun-
gen eines Neutronensterns gewdhrleistet sind. Um dies zu erfullen, wird
mit einem Broydn-Algorithmus, wie er in [30] beschrieben ist, eine Losung
gesucht, bei der alle relevanten Ableitungen der thermodynamischen Po-
tentials null sind sowie farb- und elektrische Neutralitat gegeben ist.

Zur Berechnung des Integrals in Gl. (4.65) wird eine Gauss-Legendre-Inte-
gration mit 256 Punkten verwendet. Die fir den Broydn-Algorithmus notwen-
dige Jacobi-Matrix wird aus den ersten Ableitungen numerisch berechnet.

5.2 Parameter

Unser NJL-Modell bendtigt insgesamt sieben Parameter, die drei Quark-
massen (m,,, mgq, ms), drei Kopplungskonstanten (G, K, H) und einen Cut-
off fur den Dreier-Impuls (A).

Wir verwenden die Werte aus [31], Tabelle 5.1. Diese sind so gewabhilt,
dass im Vakuum [, = 92.4 MeV, m, = 135.0 MeV, my = 197.7 MeV und
m,y = 957.8 MeV durch das NJL-Modell reproduziert werden. Da wir durch
das Anpassen der Parameter an die Eigenschaften von Mesonen keine
Information Uber die Kopplungsstarke der fur die Farbsupraleitung wichti-
gen Quark-Quark-Kopplung bekommen, nehmen wir hier zwei verschieden
Falle an. Starke Kopplung, hier ist die Quark-Quark-Kopplung (H) genau so
stark wie die Quark-Antiquark-Kopplung (G). Und mittlere Kopplung bei der
wir H = %G wahlen. Die Quark-Quark-Kopplung ist also etwas schwacher
als die Quark-Antiquark-Kopplung.

39
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my (MeV) | mg (MeV) | my (MeV)
55 | 55 | 140,7

G | K | H | A (MeV)
1,835/A% | 12,36/A° | H =GIH = 3G | 6023

Tabelle 5.1: Parameter des verwendeten NJL-Modells, die Kopplung der farbsu-
praleitenden Kondensate wird entweder mit H = G (starke Kopplung) oder mit

H = 3G (mittlere Kopplung) angegeben.

5.3 Konstruktion der Phasengrenzen

An einer Phasengrenze befinden sich die aneinander grenzenden Phasen
im Gleichgewicht, dass heil3t, Temperatur, Druck und alle chemischen Po-
tentiale stimmen tber ein.

Wir haben vier verschiedene chemische Potentiale (u, 11q, /3, 1) SO dass
die Phasengrenzen Hyperflachen in einem fiinf-dimensionalen! Raum sind.
Wir gehen hier allerdings zunéchst anders vor und fordern, dass alle Pha-
sen sowohl elektrisch neutral als auch farbneutral sind. Damit sind bei ge-
gebener Temperatur und gegebenem chemischen Potential 1 die weiteren
chemischen Potentiale 3, us und pg automatisch festgelegt. So reduziert
sich unser Phasendiagramm auf die ;, — T-Ebene.

Spater (in Kapitel 6) werden wir auch elektrisch geladene Phasen zulassen
und werden dann auch g frei wahlen konnen. Die elektrische Neutralitat
des Gesamtsystems werden wir dann durch Mischen gegensétzlich gela-
dener Phasen erreichen.

Um ein Phasendiagramm konstruieren zu konnen, brauchen wir die Driicke
der Phasen; der Druck ist das negative thermodynamische Potential

P=-Q. (5.1)

Die Phase mit dem grof3eren Druck wird bevorzugt. Wir berechnen also den
Druck fur die verschiedenen Phasen an unterschiedlichen Stellen im p—7-
Diagramm und kénnen so ermitteln, welche Phase bei einer gegebenen
Temperatur und einem gegeben chemischen Potential ;. bevorzugt wird und
an welchen Stellen die Phaseniibergange stattfinden (siehe zum Beispiel
Abbildung 5.1).

Lvier chemische Potentiale und die Temperatur
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Abbildung 5.1: Driicke der verschiedenen Phasen bei T=15 MeV

5.4 Das T = (0 Problem

Leider ist es mit der hier vorgestellten Methode nicht mdglich gewesen,
Losungen fur gaplose Phasen bei T' = 0 zu finden. Wir haben mit verschie-
denen Ansatzen versucht, dieses Problem zu ldsen; Vervielfachung der
Stitzstellen bei der Integration, Andern der Integrationsmethode (Simpson-
Methode), Verschieben des Startpunktes fiir das Minimieren des thermo-
dynamischen Potentials. Nichts davon hat zum gewiinschten Erfolg gefuhrt.

In den meisten Fallen kdnnen wir das Problem umgehen, indem wir bei
T = 1 MeV rechnen. In der Regel unterscheiden sich die Losungen bei ei-
ner Temperatur von 1 MeV und 0 MeV nicht sehr stark. In Tabelle 5.2 sind
beispielhaft die Werte fiir einer Losung fiir die CFL+K°-Phase bei ;. = 480
MeV, einer mittleren Kopplung und Temperaturen von 1 MeV und 0 MeV
gegeniibergestellt. Deshalb beginnen die dargstellten Phasendiagramme
bei T =1 MeV.
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T=0MeV | T=1 MeV
Al | 56.982968 | 56.982969
Al | 51.680985 | 51.680984
A | 72.945255 | 72.945254
AP | 54129641 | -54.129640
AP | 47.943390 | 47.943386
po | 0.000000 | 0.000000
ps | -14.201643 | -14.180709
ps | -10.112311 | -10.100227
gap | 23.142080 | 23.183945

Tabelle 5.2: Werte fir eine CFL+K°-Phase bei T'= 1 MeV und T' = 0 MeV, einem
chemischen Potential ;1 = 480 MeV und mittlerer Kopplung(H = 3G).

5.5 Das Phasendiagramm

Da wir uns bei der Wahl der Parameter (Abschnitt 5.2) nicht auf eine Starke
fur die Quark-Quark-Kopplung festgelegt haben, folgt ein Phasendiagramm
fur die “starke Kopplung” und eines fiir die “mittlere Kopplung”.

Beginnen wir mit der mittleren Kopplung.
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5.5.1 Phasendiagramm bei mittlerer Kopplung
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Abbildung 5.2: Phasendiagramm farb- und elektrisch neutraler Quarkmaterie mit
der Kopplung H = 3G

Die Abbildung 5.2 zeigt das Phasendiagramm fir die “mittlere” Quark-Quark-
Kopplung (H = %G). Wie erwartet finden wir bei groRerem chemischen
Potential ;1 CFL- und CFL+K°-Phasen, die dann in eine 2SC-Phase oder
in nicht farbsupraleitende Materie (NQ=normal quark matter) Ubergehen.
In diesem Ubergang finden wir auch eine schmale uSC-Phase. Dieser Teil
der Phasendiagramms befindet sich in guter Ubereinstimmung mit dem in
[32] gegebenen Diagramm.

Als Phase mit pseudoskalaren Kondensaten finden wir eine CFL+K’-Phase.
Der Ubergang von normaler Quarkmaterie zur CFL+K%-Phase findet - bei
einer Temperatur von 1 MeV - bei einem chemischen Potential vom p =
443.8 MeV statt. Die CFL+K°-Phase ersetzt nicht die komplette CFL-Phase,
sondern ist nur bei Temperaturen unter ~ 26 MeV bevorzugt. Dieser Tell
stimmt gut mit dem in [14] gegebenen Phasendiagramm uberein. Die in
[14] gefundene pSC-Phase konnten wir allerdings nicht bestatigen.
Abbildung 5.4 zeigt die farbsupraleitenden Kondensate bei 7" = 1 MeV. Der
Betrag der Kondensate mit Strange-Quarkbeteiligung nimmt bei kleinerem
chemischen Potential ab.

Die Konstituentenmassen sind in Abbildung 5.5 dargestellt. Die Massen der
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Up- und Down-Quarks andern sich am Phasenibergang nur geringfigig,
wahrend sich die Masse des Strange-Quarks um mehr als 150 MeV erhoht.

In Abbildung 5.6 sind die verschiedenen chemischen Potentiale aufgetra-
gen. In der normalen Quark-Phase sind p3 und ug null, da hier keine Kon-
densate Einfluss auf die Farbneutralitdt haben. Durch das schwerere Stran-
ge-Quark ist das elektrische Ladungsgleichgewicht verschoben und die
Phase muss durch ein negatives pg neutralisiert werden.

In der CFL+K’-Phase (1 > 443.8 MeV) sind die beiden farbchemischen
Potentiale 113 und pg von null verschieden, um eine farbneutrale Phase zu
gewahrleisten. Allerdings wird p.¢ fur kleiner Werte von p negativ. Ein sol-
ches Verhalten wurde auch in der Arbeit von Warringa [14] gefunden. In
dem Bereich in dem y( verschwindet erwarten wir eine gegapte CFL-K’-
Phase (Abschnitt 3.2.2) und in dem Bereich, in dem ;o < 0 ist eine gaplo-
se CFL+K-Phase. Warringa findet jedoch uberall eine gegapte CFL+K"-
Phase. Dieser Inkonsistenz wollen wir im Folgenden auf den Grund gehen.
In Abbildung 5.3 ist das kleinste Gap des Anregungssprektrums und der
Wert fur pg bei verschiedenen Temperaturen dargestellt. Bei Temperatur
gleich null und p kleiner als 458 MeV finden wir keine Losungen. Schauen
wir uns das Gap in bei " = 0 MeV an, so sehen wir, dass es mit abneh-
mendem g immer kleiner wird und im Bereich um p = 458 MeV anschei-
nend ganz verschwindet. Wir nehmen an, dass in dem Bereich, in dem
wir keine Losung finden konnten, eine gaplose CFL+K-Phase vorliegt. Die
Ergebnisse von Warringa widersprechen nicht nur unseren Ergebnissen,
sondern auch dem Argument zur Neutralitat der CFL+K°-Phase bei 7' = 0
MeV (Abschnitt 3.2.2). Leider ist eine vollstidndige Klarstellung auf Grund
der in Abbschnitt 5.4 diskutierten numerischen Probleme nicht moglich.

In den Abbildungen 5.7 bis 5.9 stellen wir dieselbe Situation bei einer Tem-
peratur von 25 MeV dar. Das Verhalten ist &hnlich dem bei " = 1 MeV.
An Stelle von normaler Quarkmaterie finden wir hier eine 2SC-Phase. Zwi-
schen der CFL+K-Phase und der 2SC-Phase liegen schmale Bereiche der
CFL- und uSC-Phasen.
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Abbildung 5.3: Das chemische Potential ng und das gap der CFL+K’-Phase
in Abhanigkeit von p bei unterschiedlichen Temperaturen und mittlerer Kopplung

(H = %G). Fir T = 0 MeV konnte bei u < 458 MeV keine Ldsung gefunden
werden.
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Abbildung 5.4: Farbsupraleitende Kondensate bei einer Temperatur von 1 MeV
und der Kopplung H = 3G
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Abbildung 5.5: Die Konstituentenmassen bei 7' = 1 MeV und der Kopplung H =
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Abbildung 5.6: Die chemischen Potentiale bei 7" = 1 MeV und der Kopplung
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Abbildung 5.7: Farbsupraleitende Kondensate bei einer Temperatur von 25 MeV
und der Kopplung H = 2@
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Abbildung 5.8: Die Konstituentenmassen bei T = 25 MeV und der Kopplung
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Abbildung 5.9: Die chemischen Potentiale bei 7" = 25 MeV und der Kopplung
H=23G



5.5. DAS PHASENDIAGRAMM 49

80 T T T T

70

60 |-

%_, 50 -
=
E‘ 40 -
30
20 -
10 CFL+K? g
400 420 440 460 480 500
w (MeV)

Abbildung 5.10: Phasendiagramm farb- und elektrisch neutraler Quarkmaterie
mtH =G

5.5.2 Phasendiagramm bei starker Kopplung

Wir haben das Phasendiagramm auch fur die starkere Quark-Quark-Kopp-
lung (H = G) berechnet (siehe Abbildung 5.10). Ein groRer Unterschied
zum Phasendiagramm mit schacherer Kopplung sind, dass die CFL+K°-
und die CFL-Phase bis zu deutlich kleineren chemischen Potentialen be-
vorzugt sind. Auch wird normale Quark-Phase durch die 2SC-Phase er-
setzt. Bei der “mittleren” Kopplung liegt der Ubergang von der CFL+KO-
Phase zu normaler Quarkmaterie (bei einer Temperatur von 1 MeV) bei
443.8 MeV. Ist die Kopplung stérker, so verschiebt sich der Ubergang, der
von der CFL+K°-Phase zur 2SC-Phase geht, zu kleineren chemischen Po-
tentialen und liegt fir H = G bei 405, 3 MeV.
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Kapitel 6

Gemischte Phasen

Zu den Bedingungen in einem Neutronenstern gehdort, dass die Materie
sowohl elektrisch neutral als auch farbneutral sein muss. Um dies zu errei-
chen wurden bisher in dieser Arbeit Losungen gesucht, die gleichzeitig die
Neutralitatsbedingungen (3.22) und (3.41) erfullen. Fir elektrische Neutra-
litat ist es allerdings auch denkbar, an Stelle einer homogenen neutralen
Phase, eine Phase, die aus zwei elektrisch geladenen Phasen besteht,
zu konstruieren. Das Verhaltnis der verschiedenen Phasen wird dann so
gewabhlt, dass die Mischung elektrisch neutral ist. Zudem mussen die ein-
zelnen Phasen farbneutral sein. Mischungen in denen nicht jede Phase flur
sich farbneutral ist, sondern nur das Gesamtsystem, wurde in [33] unter-
sucht.

Mischungen aus der CFL- und der 2SC-Phase sind zum Beispiel in [34]
beschrieben. Dadurch dass die CFL-Phase bei niedrigen Temperaturen an
sich elektrisch neutral ist (siehe Abschnitt 3.2.1), kann eine elektrisch ne-
gativ geladene CFL-Phase nur durch das Hinzuftigen von Elektronen und
Myonen erzeugt werden. Da die 2SC-Phase in dem fiir eine Mischung in-
teressanten Bereich an sich schon stark positiv geladen ist, besteht eine
neutrale Mischung zu einem grof3en Teil aus der CFL-Komponente, der
nur ein geringer Anteil einer 2SC-Phase beigemischt ist. Ein solches Mi-
schungsverhaltnis wirkt sich ungtinstig auf die Oberfachen- und Coulomb-
energie aus, die aufgewendet werden muss, um eine solche Mischung zu
erzeugen.

Betrachtet man auch pseudoskalare Kondensate, dann verandert sich die-
se Situation. Mit der CFL+x~-Phase hat man eine Phase, die bei gleichem
nq starker negativ geladen ist als die CFL-Phase. So kann ein gunstigeres
Mischungsverhaltnis erreicht werden. Mit einer solchen gemischten Phase
wollen wir uns in diesem Kapitel befassen.
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6.1 Neutrale gemischte Phasen

Um zwei Phasen mischen zu kénnen, miussen beide Phasen das gleiche
thermodynamische Potential und dieselben chemischen Potentiale x und
po besitzen. Da wir voraussetzen, dass jede Phase fir sich farbneutral ist,
haben wir verschiedene 13 und ug in den beiden Phasen.

ot (M,Mq,uél),uél),T) = (u,uq,u;(f),ﬂéz),T) (6.1)

In einem p-pp-Phasendiagramm, wie es in Abbildung 6.1 gezeigt wird, ist
diese Bedingung jeweils an den Phasengrenzen erfillt. Ist ng) die La-

dungsdichte der ersten Phase und ng) die der zweiten Phase, so ergibt

sich fiir eine gemischte neutrale Phase mit dem Volumenanteilen z(") und
(2 =1 - 2M
X X

0= x(l)ng) + x(z)ng) (6.2)

und damit

n?
M) = ﬁ. (6.3)
g —"q

In dem p-pp-Phasendiagramm (Abbildung 6.1) kdnnen wir erkennen, dass
in dem Bereich 427,2 MeV < i < 460, 2 MeV und —86 MeV < ug < 0 MeV
ein Phasenubergang zwischen der positiv geladenen 2SC- und der (leicht)
negativ geladenen CFL+K-Phase existiert. Allerdings erwarten wir von der
CFL+K°-Phase ein @hnliches Verhalten wie das der CFL-Phase in [34].
Betrachten wir das p-ug-Phasendiagramm im Bereich p < 427,2 MeV,
ng < —86 MeV, ist eine Mischung aus 2SC und CFL+7~ mdoglich. Die
gemischte Phase ist gegentber der homogenen Phase deutlich bevorzugt.
Die homogene Phase ist bei ;. > 405, 3 CFL+K" und bei 1 < 405, 3 2SC. Die
Differenz 62 = Qnom — Q2mix ISt in Abbildung 6.2, der Anteil der 2SC-Phase in
Abbildung 6.3 dargestellt.

6.2 Oberfl achen- und Coulombenergie

In den bisherigen Uberlegungen haben wir weder Oberflachen- noch Cou-
lomb-Energie beachtet, die aufgebracht werden miissen, um eine solche
Mischung aus zwei geladenen Phasen zu erzeugen. Ohne Oberflachen-
und Coulombenergie ist an einem Phasenibergang zwischen zwei unter-
schiedlich geladenen Phasen eine gemischte Phase auf jeden Fall bevor-
zugt.
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Abbildung 6.1: Das ;. — ug-Phasendiagramm fir H = G. Die dicke gestrichelte
Linie gibt an, wo die Phasen elektrisch neutral (Punkte) sind, bzw eine neutrale
Mischung (Strich-Punkte) mdglich ist.

5 (MeV)
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Abbildung 6.2: Differenz im thermodynamischen Potential zwischen der gemisch-
ten und der jeweiligen homogenen Phasen
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Abbildung 6.3: Anteil der 2SC-Phase an dem 2SC-CFL+r~ - Gemisch bei T=1
MeV.

Wir wollen fur die geometrischen Formen der Strukturen die drei Moglich-
keiten bericksichtigen, die in [35] gegeben werden. Dies sind Plattchen,
Stabchen und Tropfen.

Oberfl achenenergie  So ergibt sich fiir die Oberflachenenergie

By = 2% (6.4)

r

wobei

1) (1) (2)
. {x wenn z1) < z (6.5)

(2 sonst
der Volumenanteil der weniger beteiligten Phase ist. Die Ausdehnung der
Struktur geht als r, die Form als d ein.

1 Plattchen
d= <2 Stabchen (6.6)
3 Tropfen

Die Oberfachenspannung o ist am schwierigsten zu bestimmen, die Schatzungen
reichen von 10 — 15 MeV/fm? [36], [34] bis ~ 300 MeV/fm? [37]. Wir werden
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deshalb verschiedene Werte flr o berlicksichtigen und betrachten, bis zu
welchem Wert eine gemischte Phase bevorzugt ist.

Coulombenergie  Die Coulombenergie ist gegeben durch
Ec =2maenfq () (AnQ)2 r? (6.7)

x,r und d sind die selben GroRen wie in Gl. 6.4, Ang, ist die Differenz in der
Ladungsdichte, a.,, = 1/137 die Feinstrukturkonstante und

_ .1-2/d
fd<w):di2<2 - +z> (68)

ein geometrischer Faktor, der durch die Art der Ladungsverteilung im Raum
entsteht[35].

Die raumliche Ausdehnung der Strukturen in der gemischten Phase wird
sich so einstellen, dass die Summe aus Couloumb- und Oberflachenenergie
minimal wird

% (Es + E¢) = —U%? + 47 fa () x (Ang)* 7 =0 (6.9)
; 1/3
= P = c . (6.10)
AT e fa () (Ang)

und
_3 2 2\1/3 2/3 2/3
Es (rmin) + Ec (o) = 5 (47Taemd fa(z)x ) (Ang)™ o™/°. (6.11)
Die gemischte Phase ist also nur dann bevorzugt, wenn
Qmix + ES (Tmin) + EC (Tmin) < Qhom (612)

gilt.

6.3 Gemischt 2SC-CFL+ n’-Phase

Berlcksichtigen wir nun die Beitrage aus Oberflachen- und Coulombener-
gie, so kénnen wir mit Hilfe von GI. 6.11 ein o-u-Phasendiagramm (Abbil-
dung 6.4) erstellen, aus dem wir ablesen konnen, wie grol3 der maximale
Wert der Oberflachenspannung o sein kann, so dass noch eine gemischte
Phase auftritt. Mit einem Wert von maximal ~ 25 MeV/fm? kann die Ober-
flachenspannung durchaus realistische Werte annehmen und die gemisch-
te Phase bleibt stabil.
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Abbildung 6.4: o-u-Phasendiagramm mit einer gemischten 2SC-CFL+7~-Phase
(d=3 Tropfchen; d=2 Stabchen; d=1 Plattchen)

In Abbildung 6.6 haben wir dargestellt, welche geometrische Form bei ei-
ner Oberflachenspannung von 10 Mev/fm? am gunstigsten ist. Wir finden,
dass bei 1 zwischen ca. 403 und 423 MeV Tropfchen die ginstigste Form
sind, ausserhalb dieses Bereiches sind es Plattchen. Die Gleichung (6.10)
erlaubt es uns die GrofRe der vorhandenen Struktur zu bestimmen. Abbil-
dung 6.5 zeigt r fur verschiedene . Die Tropfchen in der gemischten Phase
haben einen Radius von ca. 8 fm bis ca. 11 fm.
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Abbildung 6.5: GroRe der Strukturen in der gemischten Phase (d=3 Tropfchen;
d=2 Stabchen; d=1 Plattchen) bei einer Oberflachenspannung von ¢ = 10 Mev/fm?
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Abbildung 6.6: Differenz im thermodynamischen Potential zwischen der gemisch-
ten und der jeweiligen homogenen Phase, fur verschiedene Geometetrien (d=3
Tropfchen; d=2 Stdbchen; d=1 Plattchen) bei einer Oberflachenspannung von
o = 10 MeV/fm?
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Wir haben uns die verschiedenen farbsupraleitenden Phasen und ihre Ei-
genschaften angesehen. Besonderes Augenmerk wurde dabei auf die Pha-
sen mit pseudoskalaren Kondensaten gelegt. Um die Phasen unter den Be-
dingungen eines Neutronensternes betrachten zu kdnnen, haben wir uns
mit den Neutralitdtseigenschaften der Phasen und den Auswirkungen des
(-Gleichgewichts befasst.

Um das Phasendiagramm zu berechnen, wurde ein NJL-Modell verwendet,
mit dessen Hilfe wir das thermodynamische Potential berechnen konnten.
Um das thermodynamische Potential minimieren und physikalische Gro3en
bestimmen zu kdnnen, haben wir die Ableitungen des thermodynamischen
Potentials analytisch berechnet.

Bei der Suche nach Losungen fur die Gap-Gleichungen sind wir auf das
Problem gestoRRen, dass wir bei einer Temperatur von null, dort wo wir eine
gaplose Phase erwarten, keine Losung finden konnten. Die Eigenschaf-
ten bei 7' = 0 MeV werden auch in dem Preprint [14] von H. Warringa
nicht befriedigend geklart. Aus diesem Grund haben wir wir unsere T-p-
Phasendiagramme bei einer Temperatur von 1 MeV begonnen. Wir erwar-
ten allerdings keine grof3en Abweichungen im Verhalten bei T = 1 MeV
und bei T'= 0 MeV.

Die Phasendiagramme elektrisch neutraler und farbneutraler Materie ha-
ben wir fir zwei unterschiedliche Quark-Quark-Kopplungsstarken erstellt.
So konnte gezeigt werden, dass die CFL+K’-Phase in beiden Fallen in
einem grofRen Bereich gegenltber der CFL-Phase bevorzugt ist. Andere
Phasen mit pseudoskalaren Kondensaten haben wir im Phasendiagramm
neutraler Quark-Materie nicht gefunden.

Anschliel3en haben wir uns mit der Moglichkeit einer aus der negativ ge-
ladenen CFL+7—-Phase und der postiv geladenen 2SC-Phase gemischten
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Phase bei einer Temperatur von einem MeV befasst. Ob so eine Phase
gegenlber einer homogenen Phase bevorzugt ist, hangt von der Ober-
flachenspannung ab. Da wir keine zuverlassigen Angaben fir die Ober-
flachenspannungen der beteiligen Phasen haben, kdnnen wir keine kon-
krete Aussage zur Existenz einer solchen gemischten Phase machen. Ei-
ne gemischte Phase ist bis zu einer Oberflachenspannung von 25 MeV/fm?
moglich. Damit ist eine CFL+7—-2SC-Mischung eine guter Kandidat.

Fur die Zunkunft bleibt auf jeden Fall noch das Problem der gaplosen Pha-
sen bei T' = 0 MeV zu l6sen. Dann kann auch mit etwas mehr Computer-
leistung ein besser aufgeldstes Phasendiagramm erstellt werden.
Genauerer Kenntnisse der Oberfachenspannung wirden es ermdglichen,
zuverlassigere Ergebnisse zu gemischten Phasen zu erhalten. Wir haben
nur gemischte Phase bei starker Kopplung betrachtet, ganz analog kann
man auch bei mittlerer Kopplung vorgehen. Auch haben wir nur den Fall
bei T = 1 MeV betrachtet. Geht man zu anderen Temperaturen, kann ein
u—T-Phasendiagramm erstellt werden, in dem sowohl homogene als auch
gemischte Phasen vertreten sind.



Anhang A

Konventionen

A.1 Konstanten

Alle GroRRen in dieser Arbeit sind so angegeben, dass gilt:

c=1, h=1, kg =1. (A1)

A.2 Dirac’sche ~-Matrizen

Fir die ~-Matrizen wird die Standarddarstellung verwendet:

10 0 0 0 0 01
o1 0 o 1o o0 10
=100 -1 0 M=1o0 -100

00 0 -1 1 0 0 0

0 0 0 —i 01 0

0 0 i 0 B 00 —1
=10 i 0 0 B=1-1 00 o0

i 00 0 0 10 0

0010
[0 o001
B=11 00 0

0100
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A.3 Gell-Mann Matrizen

ANHANG A. KONVENTIONEN

Fur die Erzeugenden der Gruppe SU(3) wahlen wir

010 0 —i
=100, xm=1[i 0
00 0 0 0
00 1 0
M=1000], =10
10 0 ;
00 0 L
=00 —i|, x=—|[0
0 i 0 3\

verwendet.

A4 detf

Unter det; ist folgendes zu verstehen:

u(1 £
T+
S(1+s

-
S

dets (g (1 £ 5)q) = det (

0 0

1 0

0 1

u(l+ys)d u(l£s)s

d(1 £~5)d d(1 :|:75)5) (A.2)
S(1Evs)d 5(1475)s

(A.3)



Anhang B

Matsubarasummen

Sowohl zur Berechnung des thermodynamischen Potentials als auch bei
der Berechnung der Ableitungen missen wir Matsubarasummen auswer-
ten.

B.1 Matsubarasumme des thermodynamischen Po-
tentials

Bei der Berechnung des thermodynamischen Potentials tritt der Term der

Form )
Z In <°’ +Z> (B.1)

n=—oo

auf. w,, sind die Matasubara-Frequenzen
wp = 2n+ 1)nT (B.2)

und Z sei eine beliebige reelle Zahl. Diesen Ausdruck konnen wir umfor-
men zu

2 7212
Z In <w —|—Z> Z / dx
(2n+1 7T2+£U

- Z In ((2n +1)%7% +1).
n=-—00
Nun wollen wir das Intergal
dw 1 1
5 (B.4)

012—772'6”—1—1 w:—x

entlang eines geschlossenen Weges um die imaginare Achse berechnen
(Abbildung B.1). Wir wahlen dieses Integral, da 1/(e“ +1) Pole bei (2n+1)mi
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hat. Wir erhalten nach der Integration:

dw 1 1 > 1
9 oW 2 - Z 2 9 ’ (BS)
cy 2mie? +1  w?—x S @Cn+ 1)
also den Integranden der rechten Seite von Gl. (B.3).
Verandern wir die Form des Wegs zu C5 (Abbildung B.2), bleibt der Wert
der Integrales gleich. Nun werten wir statt der Pole auf der imaginaren Ach-
se die Pole bei +,/2 aus und erhalten

do 1 11 1 1
G 2mier +1 wr—z  2y/x \eVT41 e VT 41 (B.6)

__L<1_L>
N eve 4+ 1

also

1 1 2
- Z (2n +1)° 772+:r::_2\/E <1_6\/5+1>. ®7)

n=—0oo

Dieses Ergebnis kbnnen wir nun in B.3 einsetzen.

w2 +Z2 z?/T? 1 2
S — [ (-
1 2\/5 6\/5—{—1

n=—oo

- (B.8)
- Z In ((2n + 1)27% + 1)

n=—oo

Den zweite Term in Gl. (B.8) vernachlassigen wir, da alle physikalischen
Grolen aus den Ableitungen des thermodynamischen Potentials berech-
nen werden, konstante Terme also unerheblich sind. Nun kdnnen wir das
Integral in Gl. (B.8) auswerten, weitere Konstanten wegstreichen und erhal-

ten:
S o (w +ZQ> -2 <%|Z|+Tln<1+e|Z/T)>. (B.9)

n=—oo

B.2 Die Matsubarasumme in den Ableitungen

Wir wollen die Summe

T & b;
_ = B.10
2 Z iwn +€; ( )
n=—oo
berechnen. Um die Matsubara-Summe auszufiihren, benutzen wir

=Y f(2n+ 1)mi) :/ d—x,M. (B.11)

o 2mie* 41
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Re x

Abbildung B.1: Der Integrationsweg C4

Abbildung B.2: Der Integrationsweg C
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Im x

Re x Re x

Abbildung B.3: Anderung der Integrationsweges in Gl. (B.13)

C' ist dabei ein geschlossener Weg um die imaginare Achse (Abbildung
B.3 links), der die Pole von (e® + 1)~! bei x = (2n + 1)7i einschlieRt. Die-
se Pole haben Residuen —1. Somit kdnnen wir die Summe in ein Integral
Uberfuhren.

T bi 1 d 1 bi
Y- i :_/_i_____L_ (B.12)
24~i2n+ )T +e 2 Jo2mied/T +1wte

Andern wir die Form des Integrationsweges (Abbildung B.3), so dass nur
der Pol bei w = —e innerhalb des Weges liegt, so erhalten wir:
dw 1 bz‘ 1 bz‘

1
— — = — B.13
2/027Tz'ew/T+1w+ei 2e—€/T +1° ( )

und damit

T & bi 1 b
- = = - B.14
2 nz_:oo iwnp+6  2e /T 41 ( )
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