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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden Mesonen im Drei-Flavor-Nambu-Jona-Lasinio Modell (NJL Modell) untersucht. Durch Anpassen
der freien Parameter des NJL Modells an die Massen und Zerfallskonstanten der pseudoskalaren Mesonen (Pionen,
Kaonen, 1- und n’-Meson) kénnen die Konstituentenquarkmassen des up-, down- und strange-Quarks berechnet werden.
Bei der Berechnung auftretende divergente Integrale werden mit Pauli-Villars-Regularisierung behandelt, da diese im
Gegensatz zu anderen Verfahren die Lorentz Invarianz erhélt. Da es sich bei dem NJL Modell um eine nicht renormierbare
Quantenfeldtheorie handelt, verbleibt eine Abhangigkeit vom Regularisierungsparameter.

Abstract

In this thesis mesons in the Three-Flavor-Nambu-Jona-Lasinio model (NJL model) are studied. The free parameters of
the NJL model are fitted to masses and decay constants of pseudoscalar mesons (pion, kaon, n- and n’-meson), so it is
possible to compute the constituent quark mass of the up-, down- and strange-quark. Upcoming divergent integrals are
regularized with Pauli-Villars-Regularization because it preserves Lorentz invariance in contrast to some other regulari-
zation techniques. Since the NJL model is a not renormalizable quantum field theory, a dependence of the regularization
parameter remains.
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1 Einleitung

Die allgemein anerkannte Theorie zur Beschreibung der starken Wechselwirkung ist die Quantenchromodynamik (QCD),
sie beschreibt die Wechselwirkung von Quarks (Bausteine der Nukleonen) durch Austausch von Gluonen. Bei der QCD
handelt es sich um eine nicht-abelsche Eichtheorie mit Symmetriegruppe SU(3), der zugehorige Freiheitsgrad wird als
Farbe bezeichnet [1]. Quarks sind Spin—% Fermionen mit Farbladung rot, griin oder blau (Antiteilchen tragen Anti-Farbe
anti-rot, anti-griin oder anti-blau) und Flavor up, down, strange, charm, bottom oder top, die acht verschiedene Gluonen
(Eichbosonen der SU(3) Symmetrie) austauschen kénnen.

Die QCD enthilt zwei zur Beschreibung der Quark-Quark-Wechselwirkung wesentliche Konzepte, das sogenannte Con-
finement und die asymptotische Freiheit. Als Confinement wird bezeichnet, dass in der Natur nur farblose Teilchen
beobachtet werden, d.h. entweder Mesonen (Quark-Antiquark-Zustdnde mit Farbe und Anti-Farbe) oder Baryonen (Drei-
Quark-Zustdnde mit allen drei Farben bzw. Anti-Farben). Als asymptotische Freiheit wird die Beobachtung bezeichnet,
dass mit steigender Energie die Quark-Quark-Kopplung immer schwécher wird. Fiir sehr grof3e Energien verhalten sich
Quarks asymptotisch frei, in diesen Bereichen kann Storungstheorie betrieben werden.

Im Gegensatz zur Quantenelektrodynamik (QED) tragen die Austauschteilchen der QCD ebenfalls Farbladungen (das
Photon besitzt keine Ladung), wodurch diese untereinander wechselwirken. Diese Wechselwirkungen macht die QCD
deutlich komplizierter als die QED, deshalb werden oft effektive Modelle wie das MIT Bag Modell [2] oder das in dieser
Arbeit untersuchte Nambu-Jona-Lasinio Modell (NJL Modell) verwendet.

Das NJL Modell verzichtet komplett auf die Beschreibung durch Austauschteilchen (keine Gluonen), auf3erdem wird
sich in dieser Arbeit auf die drei leichtesten Quark-Flavor (up, down und strange) beschrénkt. Urspriinglich wur-
de das NJL Modell von Nambu und Jona-Lasinio zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Nukleonen entwi-
ckelt, es enthilt daher kein Confinement [3, 4]. Erstaunlicherweise lassen sich Mesonen, verstanden als Resonanzen
in der Quark-Antiquark-Streuung und beschrieben durch die Bethe-Salpeter-Gleichung, trotzdem gut beschreiben. Die
Lagrange-Dichte des NJL Modell (Abschnitt 2) besitzt die gleichen globalen Symmetrien wie die QCD, daher kénnen
Goldstone-Bosonen, die aus deren spontanen Brechung resultieren, beschrieben und im Falle von expliziter Brechung
durch endliche Stromquarkmassen auch deren Massen vorhergesagt werden. Bei diesen Berechnungen auftretende di-
vergente Integrale werden in dieser Arbeit mit Pauli-Villars-Regularisierung behandelt, da diese im Gegensatz zu anderen
Regularisierungsverfahren wie dem 3er Impuls-Cutoff die Lorentz Invarainz erhilt. Auf Grund der fehlenden Renor-
mierbarkeit des NJL Modells verbleibt eine Abhingigkeit vom Regularisierungsparameter, somit gehort dieser zu einem
vollstindigen Modell dazu.

In dieser Arbeit sollen die freien Parameter des Drei-Flavor-NJL Modells so angepasst werden, dass die Massen und Zer-
fallskonstanten der pseudoskalaren Mesonen mit bekannten Werten iibereinstimmen. Zu den freien Parametern zihlen
die Stromquarkmassen des up-, down- und strange-Quarks sowie die Kopplungskonstanten der einzelnen Wechselwir-
kungsterme und der Regularisierungsparameter der Pauli-Villar-Regularisierung. Solche Parametersitze existieren bereits
fiir andere Regularisierungsverfahren, jedoch nicht fiir die Pauli-Villars-Regularisierung. Diese Arbeit hat zum Ziel einen
solchen Parametersatz zu erstellen. Mit diesem ist es moglich die Konstituentenquarkmassen, welche sich aus der Dyson-
Gleichung in Hartree Approximation ergeben, zu berechnen.

Im Rahmen des NJL Modell lassen sich weitere Phdnomene beschreiben, dazu zdhlen unter anderem die Streuung von
Mesonen [5] und das Quark-Phasendiagramm [6]. Fiir diese tiefergehenden Phidnomene ist die Kenntnis der freien
Parameter des NJL Modells unabdingbar.




2 Lagrange-Dichte des NJL Modells

Die Lagrange-Dichte im NJL Modell (mit N; € {2, 3} Flavors und N = 3 Farben) ist gegeben durch

L =9 —m)¥ + Ly + Lpet = Lo+ L4+ Ler- 2.1

Dabei beschreibt %, eine Vier-Punkt-Wechselwirkung, %p.; eine 2N;-Punkt-Wechselwirkung der Quarkfelder ¥ =
(¥, ...,‘PNf )T und die Matrix m = diagf(ml,...,me) die Strommassen der Quarkfelder. Hierbei wird gefordert, dass
die Lagrange-Dichte die gleichen globalen Symmetrien U(1)y x SU(N;); x SU(Ny)g x SU(N;)¢ wie die Lagrange-Dichte
der QCD hat. Prinzipiell konnen noch weitere Wechselwirkungen (z.B. Acht-Punkt-Wechselwirkung im drei Flavor Fall)
hinzugefiigt werden, allerdings sind diese beiden Wechselwirkungen ausreichend, um die geforderten Symmetrien im
Zwei- und Drei-Flavor-Fall zu erfiillen.

2.1 Vier-Punkt-Wechselwirkung

Die in dieser Arbeit verwendete und mit den Symmetrien vertrigliche Vier-Punkt-Wechselwirkung hat folgende Form
L,=>GM (I, 02 =G > [(F 7, ¥+ (¥ iy’r, ¥)], (2.2)
M,a a

wobei die 7, die Generatoren der SU(N;) Gruppe sind (siehe Anhang A), der Term a = 0 proportional zur Identitdt im
Flavor-Raum ist und die T’ im Dirac- und Farb-Raum wirken [7]. Es werden zwei Kanéle M unterschieden:

1. Skalare Wechselwirkung
Die skalare Wechselwirkung wird mit S bezeichnet, fiir deren Kopplungskonstante gilt G5 = G fiir alle a und fiir
die Matrizen gilt

FS Tq = ﬂDirac ® ﬂColor ® Taq- (23)

2. Pseudoskalare Wechselwirkung
Die pseudoskalare Wechselwirkung wird mit P bezeichnet, fiir deren Kopplungskonstante gilt ebenfalls Gf =G fir
alle a und fiir die Matrizen gilt

FP Tq = l’)/s ® jlColor ® Ta- (24)

In dieser Arbeit soll sich auf diese zwei Kanile beschrédnkt werden, aber prinzipiell konnen noch weitere Terme (vekto-
rielle Wechselwirkung, pseudovektorielle Wechselwirkung, ...) der Vier-Punkt-Wechselwirkung hinzugefiigt werden, eine
ausfiihrlichere Diskussion findet sich in [7].

Der Teil %, + %, der Lagrange-Dichte ist - wie gefordert - invariant unter U(1)y, x SU(N;), x SU(Ny ) Transformationen.
Aulierdem ist er invariant unter U(1),-Transformationen.

2.2 Determinanten-Wechselwirkung

Die Lagrange-Dichte %, + ¥, besitzt eine U(1), Invarianz, die in der QCD durch Instanton Effekte gebrochen ist [8].
Deshalb wird eine 2 N;-Wechselwirkung zur Lagrange-Dichte hinzugefiigt, welche die U(1), Symmetrie bricht dabei aber
die restlichen Symmetrien erhélt. Dies gelingt durch eine 't Hooft Determinante

Ler =—K [det; (¥ T" ¥) +det; (¥ I ¥)], (2.5)

dabeiist T* :=1+ ys und die Determinante nur im Flavor-Raum auszufiihren (Index f).




2.3 Symmetrien der Lagrange-Dichte

Die Lagrange-Dichte des NJL Modells (und der QCD) besitzt folgende globale Symmetrien U(1), x SU(N;);, x SU(Nj)g-
Die zugehorigen Transformationen sind:

1. Chirale Symmetrie SU(N;), x SU(Ny)g
Es werden links- und rechtshéindiges Quarkfeld ¥,; = %(]1 + y°)W¥ separat transformiert

U, — exp (—i Z@ﬁra) /A
U, — exp (—i Z@ﬁ’va) ;.
a

(2.6)

2. Phaseninvarianz U(1)y

¥ — exp(—ia) ¥ 2.7)

Die Lagrange-Dichte ist nur im chiralen Limes (m; = 0) invariant unter der chiralen Symmetrie. Aber selbst dann wird
diese durch das Quark-Kondensat (siehe Abschnitt 3) zu einer SU(N;), Symmetrie spontan gebrochen, die zugehérigen
Goldstone-Bosonen sind z.B. im Zwei-Flavor-Fall die drei Pionen. Im Fall von endlichen Stromquarkmassen (m; > 0) wird
die chirale Symmetrie explizit gebrochen, die Lagrange-Dichte ist aber im Fall von gleichen Stromquarkmassen invariant
unter SU(N; )y -Transformationen

¥ — exp (—i Z@afa) v, (2.8)

Diese explizite Brechung hat zur Folge, dass die Goldstone-Bosonen eine endliche Masse erhalten.

Eine Folge der Invarianz der Lagrange-Dichte unter diesen Transformationen ist, dass der skalare und der pseudoskalare
Vier-Punkt-Wechselwirkungsterm die gleiche Kopplungskonstante besitzen miissen. Nur die Summe aus beiden Termen
ist invariant.

2.4 Zwei-Flavor-Modell

Zunéchst soll das Zwei-Flavor-System (up- und down-Quark) betrachtet werden, die chirale Symmetrie SU(2); x SU(2)
ist durch die endlichen Quarkmassen gebrochen. Da aber fiir die Massen m, = m, in guter Naherung gilt (Isospin
Limes), ist die Lagrange-Dichte invariant unter SU(2),-Transformationen. Im chiralen Limes ist die Lagrange-Dichte
ebenfalls invariant unter SU(2),-Transformationen.

Die Generatoren 7, der SU(2) Gruppe sind die Pauli-Matrizen (siehe Anhang A). Im Zwei-Flavor-Fall ergibt die Berech-
nung der 't Hooft Determinante ebenfalls eine Vier-Punkt-Wechselwirkung, fiir diese gilt

det; (¥ T &) +det; (¥ I )

lp.- - - - (2.9)
=3 [(Dw)? — (F2W)? — (Fiy°¥)? + (Piy°7¥)?].
Fiir die spezielle Wahl K = —2 G ergibt sich die historische Lagrange-Dichte von Nambu und Jona-Lasinio [4]
L = V({7 —m)¥ +2G [ (I0)* + (Piy*70)?]. (2.10)

In dieser Arbeit wird jedoch die Wahl K = O fiir das Zwei-Flavor-Modell getroffen, damit die Vier-Punkt-Wechselwirkung
die gleiche Form wie spater im Drei-Flavor-Modell hat, es gilt somit fiir die Lagrange-Dichte

3
£ =U(d -m¥+G Y [(F7,0)* + (I7,iy ¥)]. (2.11)
a=0




Abbildung 1: Reduzierung der Sechs-Punkt-Wechselwirkung auf eine effektive Vier-Punkt-Wechselwirkung durch Schlie-
Ben einer Schleife.

2.5 Drei-Flavor-Modell

Nun soll das fiir diese Arbeit relevante Drei-Flavor-System (up-, down- und strange-Quark) betrachtet werden, auch
hier ist die chirale Symmetrie SU(3); x SU(3)g durch die endlichen Quarkmassen gebrochen. Da fiir die Massen m,, ~
my < m; gilt, ist auch die Symmetrie SU(3), gebrochen. Im chiralen Limes ist die Lagrange-Dichte invariant unter
SU(3)y x SU(3),-Transformationen.

Im Drei-Flavor-Fall wird der volle Lagrangian aus Gleichung (2.1) verwendet, die Generatoren 7, der SU(3) Grup-
pe sind die Gell-Mann-Matrizen, sie werden iiblicherweise mit A, bezeichnet (siehe Anhang A). Die Determinanten-
Wechselwirkung entspricht im Drei-Flavor-Fall einer Sechs-Punkt-Wechselwirkung, sie wird daher im Folgenden mit %,
bezeichnet. Aulferdem wird durch %, die U(1), Symmetrie gebrochen und somit hat die Lagrange-Dichte des NJL Mo-
dells die gleichen globalen Symmetrien wie die QCD.

Die 't Hooft Determinante kann im Drei-Flavor-Fall mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols berechnet werden

det; (¥ T'* W) +det; (U I~ ¥)

1 abc def [\, T+ I T+ I T+ I T I T I T (2.12)
= ge € [(\I/ar \I/d)(qur \Ile)(‘“pcr “Pf)+(qjar \de)(q}br \I}e)(q/cr \Ilf)];
wobei {iber q, ..., f € {1,2,3} summiert wird [9]. Damit ergibt sich %, im Drei-Flavor-Fall zu
K _ - - - _ _
L= —ge“bcedef [(B, I ) (B, T, ) (B, T, + (B, I 0 ) (B, I8, (F, I, . (2.13)
Und damit gilt fiir die Lagrange-Dichte
8
L=U(F—m)¥+G Y [(FA,0) + (F,iy°0)]
a=0
(2.14)

- gea”ced‘*f [T, I 0 (F, T, ) (. I ) + (8, T8 ) (B, I8, ) (B ) |

Da Mesonen, die in dieser Arbeit untersucht werden sollen, im NJL Modell als Resonanzen in der Quark-Antiquark-
Streuung zu verstehen sind, muss die Sechs-Punkt-Wechselwirkung auf eine effektive Vier-Punkt-Wechselwirkung redu-
ziert werden. Dies gelingt indem bei der Sechs-Punkt-Wechselwirkung eine Schleife geschlossen wird (Abbildung 1).

Nach den Feynman Regel muss u.a. fiir die geschlossene Schleife die Spur gebildet und iiber alle méglichen Vierer-Impulse
des umlaufenden Quarks integriert werden. Dabei ergibt sich ein Zusammenhang mit dem sogenannten Quark-Kondensat

4
(Ppwy) := —lf %Tr(sf(p)), (2.15)

wobei die Spur im Dirac- und Farb-Raum (Symbol Tr) auszufiihren ist und S;(p) der Propagator des Konstituentenquarks
mit Flavor f € {u,d,s}, Vierer-Impuls p und Masse M; ist (siehe Gleichung (3.3)). Es ergibt sich folgende Form der

Lagrange-Dichte fiir die reduzierte Sechs-Punkt-Wechselwirkung in Hartree-Approximation (Terme der Ordnung 6’(%)
werden vernachlassigt) [9]

"%6—>4 = _KeabCEMf <‘ila‘“pa> [(‘ilb\lle)(\i/clpf) + (‘i/bys\l"e)(\i/c}/s\yf)] . (216)

7



Diese lasst sich nun durch das volle Quarkfeld ¥ und die Gell-Mann-Matrizen A, ausdriicken und hat dann eine dhnliche
Struktur wie die Vier-Punkt-Wechselwirkung in Gleichung (2.2)

Lo s = Ig[ —2((@u) + (dd) + (55)) (P Ag®)* + 3 (5s) ((FA,9)? + (FA,0)* + (PA,0)?)

+3(dd) (FA,0)* + (FAs8)?) + 3 (du) (PAgP)* + (PA,9)?) + (2 (au) + 2 (dd) — (55)) (PAgP)?

(2.17)
+ V2 ((au) + (dd) — 2 (55)) (P ) (A T) + @(2 (i) —2(dd)) (FPAeP) (A3 P)

+v/3(2(dd) — 2 (i) ) (FA;9)(PAT) — (A, — Aaiys)].

2.6 Ubergang zu physikalischen Generatoren

2.6.1 Zwei-Flavor-Modell

Da Mesonen aus einem Quark-Antiquark-Paar bestehen, kénnen diese durch einen Term der Form (¥T™ 1 ,¥) beschrieben
werden. Im Zwei-Flavor-Modell gilt fiir die in dieser Arbeit untersuchten pseudoskalaren Mesonen

5% T

M Jirty m

r Ta—{_ sy (2.18)
iy’t3 @

dabei bezeichnet 77 = iz(*r1 +i71,). Das Meson, welches zu 7, gehort, wird zundchst nicht betrachtet, aber wird sich im
Drei-Flavor-Modell als das 1), herausstellen. Die Vier-Punkt-Wechselwirkung aus Gleichung (2.2) kann im Zwei-Flavor-
Modell nun mit Hilfe der Definitionen von TT umgerechnet werden, es ergibt sich nach einer kurzen Rechnung

Ly =G [(F709)* + (P1oiy )]+ 2G [(UrT ) (1 0) + (BrTiy> U)(TT iy )] + G [(T149)? + (U407  ¥)?].

Es wird ab jetzt die Menge {7, : a = 1%, 3} fiir die Generatoren der SU(2) Gruppe verwendet. £, kann allgemein wie
folgt dargestellt werden
z, = Z GM (ITM 7, 0)(ITM 7] W), (2.19)
M,a,b

dabei gilt fiir die symmetrische Kopplungskonstante Gib = Gf;b =Goy.

2.6.2 Drei-Flavor-Modell

Auch im Drei-Flavor-Modell kénnen Mesonen durch einen Term der Form (¥T™ A, ¥) beschrieben werden. Es gilt dabei
fiir die pseudoskalaren Mesonen

fl,}/Saé: TC;
i'}/SXg TEO
25T F
Ma )Y A4 K
A, =4 i}/slg F/KO S (2.20)
iYSA'O Mo
i}’sks Mg

dabei ist A7 = %()Ll £ildy), Ay = %(14 +iAs) und A7 = %(16 +i),). Mit einer kurzen Rechnung kann auch hier
gezeigt werden, dass fiir den relevanten Wechselwirkungsteil £, = ¥, + L_.4 (zugehoriger Vertex in Abbildung 2) gilt

8
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Abbildung 2: Relevante Wechselwirkung als Summe aus reiner Vier-Punkt-Wechselwirkung und effektiver Vier-Punkt-
Wechselwirkung.

L= D HY (ITY2,0)(ITV AT 0), (2.21)
M,a,b

wobei fiir die Kopplungskonstante gilt

(2.22)
H[};b =G 5ab — Cap
Die symmetrische Konstante c,;, kann aus Gleichung (2.17) abgelesen werden, es gilt
—2((au) + (dd) + (55)) a=b=0
3 (5s) a=b=1%a=b=3
3(dd) a=b=4*
3 (au) a=b=6*
(2.23)

Cap = (2 (au) +2(dd)— (55)) a=b=8

ﬁu)+(&d)—2(§s)) a=0,b=8
(iiu) — (dd)) a=0,b=3
V3((dd) — (au)) a=3,b=8

Spiter werden alle Rechnungen im Isospin Limes durchgefiihrt werden, dann gilt wegen (iiu) = (dd) auch cy3 = ¢35 = 0.
Im chiralen Limes gilt sogar (fiu) = (Ss) und deshalb auch cy,g = 0.
Im Folgenden wird die Menge {A, : a = 1%, 3,4%, 6*, 8} fiir die Generatoren der SU(3) Gruppe verwendet.




»(4)

—— = —p—— ==

S(p) So(p) So(p) S(p)

Abbildung 3: Dyson Gleichung im Zwei-Flavor-NJL Modell.

3 Konstituentenquarkmasse

Es wird angenommen, dass Nukleonen aus vielen Quarks bestehen, dabei aber nur drei Quarks - die sogenannten Konsti-
tuentenquarks - die wesentlichen Eigenschaften bestimmen: beim Proton zwei up- und ein down-Quark, beim Neutron
ein up- und zwei down-Quarks. Da fiir die Massen der Nukleonen in guter Naherung mp = my ~ 940MeV gilt, muss fiir
die Massen der Konstituentenquarks M,, = M; ~ 310MeV gelten. Der Vergleich von QCD Rechnungen und Experimenten
liefert jedoch m, ~ my < 10MeV, fiir die Masse asymptotisch freier Quarks - sogenannter Stromquarks.

Diese sogenannte Mass Gap (in Anlehnung an die Energy Gap der BCS Theorie) kann durch die Dyson Gleichung in
Hartree Approximation erkldrt werden. Bei dieser Approximation handelt es sich um eine Mean-Field-Approximation
(MFA).

3.1 Zwei-Flavor-Modell

Im Zwei-Flavor-Modell kann die Dyson Gleichung wie in Abbildung 3 dargestellt werden. Unter Verwendung der Feynman
Regeln kann diese fiir ein Quark mit Flavor f € {u,d} wie folgt ausgewertet werden [5]

i£(p) = S0, (P) + iSo,; (p) (—ix") S (p). (3.1)
Dabei bezeichnet
lﬁ + mf
S =— - 3.2
or(P) pz—m)%+ie (3.2)

den Propagator des Stromquarks mit Masse m; und Vierer-Impuls p (folgt direkt aus dem %, Term der Lagrange-Dichte)
und in Anlehnung dazu

M
55(p)= Py (3.3)

2 _ M2
Mf+l€

den Propagator des Konstituentenquarks. 2;4) bezeichnet die Selbstenergie des Quarks, welche durch die Vier-Punkt-
Wechselwirkung entsteht.
Das Multiplizieren von Gleichung (3.1) von links mit S; } (p) = p —m; und von rechts mit S;l (p) =p — M; ergibt

Fiir die Selbstenergie der Vier-Punkt-Wechselwirkung liefert die Anwendung der Feynman-Regeln [9]

S dp
z:}4) =2i Z Gop (Ta)y ZJ ﬁ (Tedge Tr [Sg(p)] . (3.5)
a,b g=1

Dabei ist die Spur nur im Dirac- und Color-Raum (Symbol Tr) auszufiihren. Es tréagt lediglich der skalare Term von £,
bei, da die Spur im Dirac-Raum {iber den pseudoskalaren Term verschwindet.

Die Selbstenergie ergibt sich mit Verwendung des Kondensats (Gleichung (2.15)) zu
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z®) »(6)

S() So(®) So(P) S(p) So(®) S(p)

3 (int)

= —p— <4

So(P) So(P) S(p)

Abbildung 4: Dyson Gleichung im Drei-Flavor-NJL Modell.

=P = —4G (T, ;). (3.6)

Damit gilt im Isospin-Limes (m = m, = m, und damit M = M,, = M, sowie (iiu) = (dd)) fiir die Konstituentenquarkmasse

M =m—4G (tu). (3.7)

Durch Einsetzen von Gleichung (3.3) kann das Kondensat weiter berechnet werden

- d* +M
@puy)=—i | L2 g P
(2m)4 p2—Mf +ie
d* M (3.8
— —4iN, P -
(2m)4 pZ—Mf +ie

wobei das Integral in I; (M;) zusammengefasst ist. Dieses wird in Abschnitt D.1 berechnet.

3.2 Drei-Flavor-Modell

Im Drei-Flavor-Modell kann die Dyson Gleichung wie in Abbildung 4 dargestellt werden. Unter Verwendung der Feynman
Regeln kann diese fiir ein Quark mit Flavor f € {u,d, s} wie folgt ausgewertet werden

iS(p) = iSo,¢(p) + iS¢ (p) (—i%") iS;(p) +1S0 4+ (p) (—1 %) iS¢ (p)

: - - (int)y - (3.9
=1S0,s(p) +1So ¢ (p) (=X, 77) iS¢ (p).

Im Gegensatz zum Zwei-Flavor-Modell tragt zusitzlich die Selbstenergie 2(6), welche durch die Sechs-Punkt-
Wechselwirkung entsteht, zur Konstituentenquarkmasse bei. Analoges Vorgehen zum Zwei-Flavor-Fall liefert

1



My =m; + 50 =m; + 2P + 20, (3.10)

Die Selbstenergie kann durch eine verallgemeinerte Version von Gleichung (3.5) berechnet werden

3
. d* )
(int) _ 54 | 5(6) _ o p
£ = 54 ¢ 5 —Zle H3y[iox (Ao)ys ZJ oy Mas Tr[S,(p)]. (3.11)
a, &=

Dabei muss aber K — % ersetzt werden, damit es keine Rolle spielt welche Schleife zuerst geschlossen wird.

Es ergibt sich ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die Konstituentenquarkmassen (Kondensate hdngen von Konstituen-
tenquarkmassen ab)

M, = m, — 4G (i) + 2K (dd) (5s)
My = my — 4G (dd) + 2K (i) (35 (3.12)
M, = m, — 4G (5s) + 2K (i) (dd) .

Im Isospin Limes (m = m, = m, und damit M = M, = M, sowie (iiu) = (dd)) vereinfacht sich das Gleichungssystem
(3.12) zu

M =m— (4G — 2K (3s)) (au)

3.13
M, = m, — 4G (5s) + 2K (iu)?>. (313)

Die Gleichung zur Bestimmung der Konstituentenquarkmasse des up- und down-Quarks kann mit der effektiven Kopp-
lunskonstante [10]

B :=4G—2K (5s) (3.149)

auf eine dhnliche Form wie im Zwei-Flavor-Fall gebracht werden

M =m—B (uu). (3.15)

In Abbildung 5 ist die Konstituentenquarkmasse in Abhéngigkeit der Kopplungskonstante dargestellt. Es lasst sich erken-
nen, dass auch fiir verschwindende Stromquarkmasse ab einer gewissen kritischen Kopplung B,,;; Konstituentenmasse
generiert wird. Die kritische Kopplung ergibt sich bei zwei Regulatoren zu

i () @8 Ne

2
5= dm 2 A In(®) (3.16)

und damit gilt B,,;, A?> = 9.49 (vgl. Abschnitt 4 Pauli-Villars-Regularisierung).
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Abbildung 5: Abhangigkeit der Konstituentenquarkmasse M von der Kopplungskonstanten B bei A = 800 MeV (bei zwei
Regulatoren).

13



4 Pauli-Villars-Regularisierung

Bei der Berechnung des Quark-Kondensats (und damit bei der Berechnung der Selbstenergie) tritt das divergente Integral
I, auf

d*p 1

iI(M)=1i .
ihM)=i (2m)* p2—M2+ie

In dieser Arbeit werden divergente Integrale mit der Pauli-Villars-Regularisierung regularisiert, dies funktioniert allge-
mein nach dem Prinzip [11]

iL(M) — > ¢ il (M), “.1)

J

wobei fiir die Koeffizienten c; gilt
>le=0 (4.2)
j
J

Da das Integral quadratisch divergent ist, werden mindestens zwei Regularisierungsterme (c; # 0 fiir j € {0,1,2})
bendtigt. Mit dem Ansatz fiir die sogenannten Hilfsmassen

M? = M?+jA? (4.4)
ergibt sich fiir die Koeffizienten
=1
Cl =-2 (4.5)
Cz =1.

Bei anderen Anwendungen des NJL Modells (z.B. zur Berechnung des Quark-Phasendiagramms) treten divergente Inte-
grale auf, bei denen mindestens drei Regularisierungsterme (c; # 0 fir j € {0,1,2,3}) verwendete werden miissen. In
diesem Fall gilt bei gleichem Ansatz fiir die Hilfsmassen

=1
Cl =-3
(4.6)
Cz =3
C3 = —1.

Alle Integrale in dieser Arbeit werden aus Konsistenzgriinden mit diesen Koeffizienten und Hilfsmassen regularisiert. Dies
ist moglich, da das Integral I; die stidrkste Divergenz aufweist.
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ezl = 0+ O+ OO + -

Abbildung 6: Bethe-Salpeter-Gleichung in RPA im Zwei-Flavor-Modell.

5 Pseudoskalare Mesonen

In der QCD lasst sich zwischen Mesonen und Baryonen bzw. Zwei-Quark- und Drei-Quark-Systemen unterscheiden,
diese ergeben sich aus dem Confinement (System aus Quarks ist farbneutral). Im NJL Modell werden Mesonen durch
Resonanzen in der Quark-Antiquark-Streuung beschrieben. Durch diesen Ansatz kénnen beobachtete Mesonenmassen
sowie Zerfallskonstanten theoretisch berechnet werden, obwohl das NJL Modell kein Confinement enthélt. Es soll sich in
dieser Arbeit auf pseudoskalaren Mesonen beschrankt werden.

5.1 Zwei-Flavor-Modell

Zunéchst soll nur ein Zwei-Flavor-System aus up- und down-Quark betrachtet werden. Wie in Abschnitt 3 bereits
festgestellt, wird ab einer gewissen kritischen Kopplung auch bei verschwindender Stromquarkmasse (chiraler Limes)
Konstituentenquarkmasse generiert, die Symmetrie SU(2), wird spontan gebrochen. Es existieren also drei masselose
Goldstone-Bosonen, welche sich als die drei Pionen herausstellen werden.

Die Streuung eines Quark-Antiquark-Paares kann durch die Bethe-Salpeter-Gleichung beschrieben werden, diese ist in

Random-Phase-Approximation (RPA) in Abbildung 6 dargestellt [5]. Bei der RPA handelt es sich wie bei der Hartree
Approximation um eine MFA. Auswerten der Bethe-Salpeter-Gleichung liefert folgende Gleichung fiir die Streumatrix 7

igN =M1, (126%)TM7] + M1, (i2GM)(—i ™) (i2G6)) ™7}

(5.1)
+ 7, (1 2GM)(—i )i 2G ) (—i T2 )(E 2GF,) TV 7] + ..
Dabei bezeichnet IT die Polarisationsschleife mit Vierer-Impuls k. Fiir diese gilt
T i tr[FMT S(k+3) FMr‘i‘s(k_I_’)] 5.2)
ab . (27‘5)4 a 2 b 5 , .

dabei ist der Propagator auf up- und down-Quark beschrénkt S = diag;(S,,S4). Prinzipiell konnen auch verschiedene
Kanéle mischen (GﬁN und HﬁN ), allerdings stellt sicher heraus, dass skalarer und pseudoskalarer Kanal nicht mischen
(GMN = 6yy GY, und TIMN =5,/ TIV).

Die linke Seite der Bethe-Salpeter-Gleichung in Abbildung 6 kann als Wechselwirkung zwischen einem Quark-Antiquark-
Paar unter Austausch eines Mesonen mit Vierer-Impuls p verstanden werden [5]. Dann gilt

7N (p)="7,i9) (p) TV <], (5.3)

wobei @ﬁ’{, (p) den generalisierten Meson-Propagator bezeichnet. Genauer gilt

122 (p) = (—igumge(P)) iDX (P) (—igumge(P)) (5.4

mit der Kopplungskonstante g,5,(p) zwischen Quark- und Meson-Feld und dem tatséchlichen Meson-Propagator DM.
Fiir die weitere Betrachtung (bis auf den Meson-Zerfall) ist es irrelevant ob 93/{7 oder DC’lVl’7 verwendet wird.
Einsetzen von Gleichung (5.3) in die Bethe-Salpeter-Gleichung liefert eine Gleichung fiir den Meson-Propagator

7Y =i2GY + (12GM)(—i M) 2G5) + (1 2GM)(—i M) (i 2GY ) (—i ng{)(i ZG%,) + ... (5.5)

e

Diese Gleichung kann als Matrixgleichung von 4 x 4-Matrizen mit den Indizes {0, 1*, 3} interpretiert werden, dann gilt
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oM =26M 4 26M M 2GM + 26M TIM 26M M 2GM +
=2GM +26MTIM(2GM + 26M TTM 2GM + ..) (5.6)
=2GM +26MM oM,
Es gilt dann offensichtlich
M=(1-26"TI)" 2GM (5.7)
bzw.

M =(1—26MTM) ! 2GY. (5.8)

Wegen der Propagator Eigenschaft von 2™ (Pol an der Stelle p? = mzzw) gilt fiir die Mesonmasse m,,

det(1—26MTM)| Zo. (5.9)

p2_

5.1.1 Masse der Pionen

Fiir die Polarisationsschleife der Pionen (Anhang B.1) gilt im Isospin-Limes

I,.(p?) = 8N, il;(M) — 4N, p? il,(p%, M) (5.10)
(Integral I, ist definiert in Gleichung (D.5)). AuBerdem gilt GP = Gfi = = G und damit fiir den Pion-Propagator
2G 5.4 o
7 =9 =———— = —g-. D . 5.11
#(P) = 233(P) = 1 — 3G (p?) 8raq P=(P) (5.11)

Die Masse der Pionen kann nun nach Gleichung (5.9) bestimmt werden, es gilt

1—2GII,.(p )| =0. (5.12)

Z—m

Unter Verwendung der Gap-Gleichung, Gleichung (3.6) und Gleichung (3.8) ergibt sich fiir die Pionmasse

9 m 1

_ r 5.13
e ="M 8GN, il,(p2, M) (5.13)

pz—m

Offensichtlich sind im chiralen Limes (m = 0) die Pionen masselos, es handelt sich um die drei Goldstone-Bosonen.

5.1.2 Zerfallskonstante der Pionen

Im Fall p — m, kann der Nenner des Bruches in der Mitte von Gleichung (5.11) entwickelt werden

2
_a6 o, (p”)

1-2GT1,(p?) = 1 - 2611,(p*)| o_2 2p?

, (p*—m2)+o((p* —m2)),
P2=mn

dabei verschwindet der erste Term nach Gleichung (5.12) [10]. Fiir die Kopplungskonstante

gqu = gqu(P)|p:

ergibt sich damit

o _ LY
ndq dp2 P
(8.3) . , dil,(p%, M)
=) 4N iy (p%, M) o, —4Nem 28T 2 .14)
p2=mz
2L 4N, il (p? M) o2 —8Nem? DO M, M) o,
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Abbildung 7: Pion-Zerfall durch Kopplung eines Pions Uber eine Polarisationsschleife an den Axialstrom in RPA.
Das Pion kann iiber die schwache Wechselwirkung zerfallen, es zerfallt dabei fast immer nach dem Schema

-yt 4+,

e VR ST

Das zugehorige Feynman Diagramm ist in Abbildung 7 darstellt, das Pion koppelt iiber eine Polarisationsschleife an den
Axialstrom j* (W-Boson in der schwachen Wechselwirkung). Die Berechnung der Zerfallskonstante ist in Anhang C zu
finden, es ergibt sich

fr=—4Nc8rgg MiL(p*, M)| o2 (5.15)

Im chiralen Limes gilt bekanntermaf3en m, = 0 und damit fiir die Pion-Zerfallskonstante

frr = _4Nan(1in12(p2aM)|p2:0

und fiir die Kopplungskonstante

g;—;q = _4NC iIZ(PZ:M)L,z:O-

Daraus ergibt sich die verallgemeinerte Goldberg-Treiman-Relation [12]

fn gquZM' (5-16)

5.1.3 Parametersatze zur Bestimmung der Quarkmassen

Zur Berechnung der Konstituentenquarkmasse M ist es notig, dass die freien Parameter des NJL Modells (G, m und
A) festgelegt werden. Dies geschieht durch Anpassen an (experimentell) bekannte Werte, dazu gehoren die Eigenschaf-
ten des Pions (m, und f.) sowie das Quark-Kondensat ({ziu)). Experimentell wurden die Eigenschaften des Pions zu

m, = 140MeV [13] und f, = % MeV = 92.2MeV [14] bestimmt. Der Wert des Quark-Kondensats konnte bisher expe-

rimentell nur auf einen groben Bereich 190 MeV < — (ﬂu)l/ 3 < 260MeV [6] festgelegt werden, deshalb wird dieser bei
der Berechnung variiert.

Es konnen zunédchst M und A durch simultanes Losen von Gleichung (3.8) und (5.15) bei festem Quark-Kondensat
bestimmt werden. AnschlieBend wird G mit Hilfe von Gleichung (5.12) bestimmt und dann durch Gleichung (3.7) die
Stromquarkmasse m. Die Ergebnisse fiir verschiedene Werte des Quark-Kondensats sind in Tabelle 1 und in Tabelle 2
zusammengefasst.
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Tabelle 1: Parametersatze zur Bestimmung der Quarkmassen im Zwei-Flavor-Modell bei fixierter Pionmasse und Pion-
Zerfallskonstante fiir verschiedene Werte des Quark-Kondensats (Integrale mit zwei Regulatoren regularisiert).

[A2] [B2] [C2] [D2] [E2] [F2]
(@u)® (MeV) -210 -220 -230 -240 -250 -260
m,, (MeV) 140 140 140 140 140 140
£, (MeV) 92.2 92.2 92.2 92.2 92.2 92.2
M (MeV) 411.27 | 310.20 | 274.03 | 251.68 | 235.81 | 223.69
m (MeV) 8.95 7.80 6.84 | 6.04 5.35 4.77
A (MeV) 621.71 | 683.15 | 742.53 | 802.92 | 864.71 | 928.00
G A? 4.20 3.31 3.03 2.86 2.76 2.68
8rig 4.39 3.29 2.90 2.66 | 2.49 2.36

Tabelle 2: Parametersatze zur Bestimmung der Quarkmassen im zwei Flavor Modell bei fixierter Pionmasse und Pion-
Zerfallskonstante fiir verschiedene Werte des Quark-Kondensats (Integrale mit drei Regulatoren regularisiert).

[A3] [B3] [C3] [D3] [E3] [F3]
(@u)® (MeV) 210 | 220 | -230 -240 -250 -260
m,, (MeV) 140 140 140 140 140 140
£ (MeV) 922 | 922 922 92.2 92.2 92.2
M (MeV) 282.86 | 257.51 | 239.79 | 226.45 | 215.91 | 207.30
m (MeV) 8.93 | 7.79| 6.84 6.03 5.35 4.77
A (MeV) 844.31 | 911.99 | 983.10 | 1057.12 | 1133.77 | 1212.84
G A2 527 | 487 | 462 4.45 4.33 4.24
g 2.99 | 272 | 253 2.39 2.28 2.18

In Abbildung 8 ist die Abhingigkeit der Konstituentenquarkmasse M vom Quark-Kondensat (tiu) dargestellt, mit zuneh-
mendem (tiu) steigt M schnell an.

5.2 Drei-Flavor-Modell

Nun soll das Drei-Flavor-Modell mit up-, down- und strange-Quark betrachtet werden. Auch hier wird im chiralen Limes
ab einer kritischen Kopplung durch die endliche Konstituentenquarkmasse die SU(3),-Symmetrie gebrochen, es existie-
ren folglich acht Goldstone-Bosonen (drei Pionen, vier Kaonen und ein Eta-Meson).

Die Bethe-Salpeter-Gleichung ist im Drei-Flavor-Fall in Abbildung 9 dargestellt, der reine Vier-Punkt-Vertex wird durch
die Summe aus diesem und dem auf einen effektiven Vier-Punkt-Vetrex reduzierten Sechs-Punkt-Vertex ersetzt (Vergleich
Abbildung 2). Im Drei-Flavor-Modell gilt dann

iﬂjbw =T, (i ZH%J) FM}LZ +TM2, (i ZH(Iz\Z)(_i Hi\g)(i ZH%, I—.M)L-I'E
(5.17)
+ T2, (1 2H (=1 1135)(i 2H g )(—1 117 ) (i 2HY, ) ™A +...
Dabei wird in der Polarisationsschleife (Gleichung (5.2) mit A,,A, anstatt 7,,7,) der volle Propagator S =

diag;(Sy,S4,S;) verwendet. Einsetzten von Gleichung (5.3) in die Bethe-Salpeter-Gleichung liefert den generalisierten
Meson-Propagator
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Abbildung 8: Abhangigkeit der Konstituentenquarkmasse M vom Quark-Kondensat (iiu).

e = 3+ O YO0+ -

Abbildung 9: Bethe-Salpeter-Gleichung in RPA im Drei-Flavor-Modell.

M = (1 —2HM1IM) ! 2HM (5.18)

bzw.

oM =1 —26M1M) ! 2HY. (5.19)
Auch hier gilt wegen der Propagator Eigenschaft von 2 (Pol an der Stelle p? = m?,) fiir die Mesonenmasse m,,

det(1—2HMTI™)| ,_ » =O0. (5.20)

2,2
=my,

5.2.1 Massen der Pionen und Kaonen

Die Polarisationsschleife der Pionen (Anhang B.1) ist gleich wie im Zwei-Flavor-Fall. Fiir die Kopplungskonstante gilt im

Isospin-Limes H,f3 = Hfi x=G— %K (5s) und damit fiir den Pion-Propagator

2G —K (3s) 54
1—-(2G—K &) M,(p2)

P(p) := D55(p) = —823q Dr(P)- (5.21)

Die Masse der Pionen kann nun nach Gleichung (5.20) bestimmt werden, es gilt

2 =0 (5.22)

2=m2

1-(2G =K () (p*)],

und damit
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5 m 1
m: =—— . 5.23
"= M No(8G — 4K (550 105, M) | oz 23

Es ist offensichtlich, dass die Pionen auch im Drei-Flavor-Fall im chiralen Limes (m = 0) masselos sind. Es handelt sich
dabei um drei der gesuchten Goldstone-Bosonen.

Fir die Polarisationsschleife der Kaonen (Anhang B.2) gilt im Isospin-Limes

Iy = 4N¢ (il,(M,) +iI,(M)) + 4N¢ ((M, —M)*—p?) il;(p?, M, M) (5.24)

(Integral I ist definiert in Gleichung (D.6)). AuRerdem gilt H}, ,. = Hf. (. = G — 2K (iiu) und damit fiir den Kaon-
Propagator

2G —K (tu) G4
P (p) =2 = =" —g2_ De(p). 5.25
k(P) = Dy 4+(D) 1= (26 —K (@) i (p?) 8iqq Px(P) (5.25)
Die Masse der Kaonen kann nun nach Gleichung (5.20) bestimmt werden, es gilt
1— (26 =K (@) g (p*)| »_,» =0 (5.26)

PZZmK
und damit

, G —K (au) (=5 — 55 + aNc (M — M1 (p%, M, M)) -1
o Nc (8G — 4K (au)) il5(p?, M;, M)

m (5.27)

22
pe=my

Im Limes M = M, (deshalb auch (au) = (ss)) gilt fiir die Kaonmasse

,  (4G—2K () () -1

m (3120 m 1
K" N¢ (8G—4K (au))il,(p2, M)

M N, (8G — 4K (au))il,(p2, M)

2—m2 22

Damit verschwindet diese im chiralen Limes, bei den Kaonen handelt es sich um vier weitere Goldstone-Bosonen.

5.2.2 Zerfallskonstante der Pionen

Bei der Berechnung der Zerfallskonstante der Pionen &dndert sich nichts im Vergleich zum Zwei-Flavor-Fall (Abschnitt
5.1.2), fiir sie gilt auch im Drei-Flavor-Fall

fr=—4Ngrge M iIz(pZ,M)|p2=m% ) (5.28)

5.2.3 Masse des 1- und n’-Meson

Die Determinante zur Bestimmung der Mesonenmasse (siehe Gleichung (5.20)) ergibt ein Produkt aus acht Faktoren, die
jeweils einen Pol des generalisierten Mesonpropagator beschreiben

det(1 —2HTI?) =(1— 2Hf+’1+ Hf+,1+)(1 —2H? Hf_,l_)(l —2H2, 115,

1-,1-
(1= 2Hy, o T, o )(1—2H, T )1 —2H, o Tg, o )(1—2H o TTg_ o)
((1 - ZH(};ngo)(l - 2H§8H58) - 4H§8Hgs(1 - Hgsngs) - (ZHgs)ZHgongs - (ZHgo)(ZHgs)(Hgs)z)'

Sieben Pole kénnen dabei den Massen der drei Pionen und vier Kaonen zugeordnet werden, der verbleibende Pol (ei-
gentlich Produkt aus zwei Polen) gehort zu der Masse des 1- und des 1’-Mesons (als Mischung aus 71, und 7g)

D = (1—2Hg 150 )(1 — 2Hg ) — 4Hge TIee (1 — Hge TIoe) — (2Hg YT, g — (2H o )(2H g ) (T (5.29)

Dabei steckt die Impulsabhéngigkeit implizit in den Polarisationsschleifen. Fiir diese gilt im Isospin Limes (Anhang B.3)
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8 . . 4 . .
My, = Tlgy = 3Ne (2iL,(M) +i1, (M) = g Ne p* (210,(0% M) +il,(p*, M)

8 . . 4 . .
I, :=Ib, = 3N (i, (M) +2i1,(M,)) — 3Ne p? (iL,(p?%, M) + 2 il,(p%, M,)) (5.30)

HgB = gﬁNC (lII(M)_lll(Ms))_ gﬁNC p2 (iIZ(pZ’M)_iIZ(pz:Ms))

sowie HY = Gy + 5(2 (au) + (5s) ), HE, = G, — £(4 (aw) — (5s) ) und HE, = —%( (u) — (3s) ).

Dﬁ), hat aufgefasst als Funktion des Vierer-Impulses zwei Nullstellen, der kleineren wird die n-Mesonmasse zugeord-
net und der groReren die n’-Mesonmasse

0=D,!|o e (5.31)
-1
0=D_, pem?,’ (5.32)
Im Limes M = M gilt HP =0 und HP = 0, somit entkoppeln die Gleichungen (5.31) und (5.32) zu
P 1P
1—2HY b (p )|p27 .
5.33
1—2Hg 15 (p )|p2,
Die Mischung von Singulett und Oktett wird aufgehoben.
Es ergibt sich fiir die Masse des 1,-Meson
2
, 2(2G + £ (4 (au) +2 s ))(————)—1
mﬂo = 4 K 2 2 (5-34)
5N (26 + 5(4 (au) +2(55) ))(2 il (%, M) +iL(p%, M) lp2=m2,
und fiir die des ng-Meson
R (G (L)) o o o
Mg = 2 K(aiom — (s V(7 (2 —— (5.35)
3Nc (ZG — 5(4 (au) — (ss) ))(112(p ,M)+2il,(p ,Ms)) p2=m?

Fiir die ng-Mesonmasse gilt im Limes M = M, (deshalb auch (au) = (5s))

) _ (4G —2K (au) )(—B4)—1
" N (8G—4K (au))il,(p2, M)

p2=m%s
Damit verschwindet diese im chiralen Limes, bei dem 7ng-Meson handelt es sich um das achte Goldstone Boson. Fiir die

Masse des 1,-Meson hingegen gilt

(4G +4K () )(— 5) -1
" N (8G + 8K (i) ) il,(p2, M)

(612 (ﬂ N 6K (ﬂu)z) 1
2= M M N¢ (8G + 8K (i) ) il,(p2, M) p2=md

Offensichtlich verschwindet die Masse des 7y-Meson auch im chiralen Limes nicht. Wird allerdings die Sechs-Punkt-
Wechselwirkung ebenfalls vernachléssigt (K = 0), so ist das no-Meson ebenfalls masselos. Im Fall K = 0 wird durch die
Konstituentenquarkmasse nicht nur die SU(3),-Symmetrie sondern die U(3),-Symmetrie spontan gebrochen, deshalb
existieren 32 = 9 masselose Goldstone-Bosonen (drei Pionen, vier Kaonen, ng und 7n,).
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5.2.4 Anpassung der freien Parameter

Die freien Parameter des Drei-Flavor-NJL-Modells (m, m,, A, G und K) konnen an (experimentell) bekannte Werte
angepasst werden. Dazu zédhlen die Eigenschaften des Pions (m, und f,) sowie die Kaonmasse (my), die n-Mesonmasse
(mn) und die n’-Mesonmasse (mn/), diese Werte sind in Tabelle 3 zusammengestellt.

Tabelle 3: Bekannte Werte zur Anpassung der freien Parameter im Drei-Flavor-NJL-Modell (Faktor +/2 bei Zerfallskonstan-
ten berlcksichtigt).

Wert | Quelle

my+ (MeV) || 140 | [13]
mg= (MeV) 494 [13]
fre MeV) || 92.2 | [14]
m, (MeV) 548 | [13]
m, (MeV) || 958 | [13]

Anstatt die freien Parameter des NJL Modells direkt zu bestimmen, wird wie im Zwei-Flavor-Modell zunéchst der Satz
(M, M, A, G,K) durch simultanes Lésen von Gleichung (5.23), (5.27), (5.28), (5.31) und (5.32) bestimmt und anschlie-
RBend mit der Dyson-Gleichung (siehe Gleichung (3.13)) die Stromquarkmassen m und m, berechnet. Die so erhaltenen
freien Parameter des NJL Modells inklusive der Konstituentenquarkmassen sind in Tabelle 4 dargestellt.

Tabelle 4: Parametersatze zur Bestimmung der Quarkmassen im Drei-Flavor-Modell bei fixierter Pionmasse, Pion-
Zerfallskonstante, Kaonmasse, 1-Mesonmasse und 1’-Mesonmasse (fuir zwei und drei Regulatoren).

[R2] [R3]

M (MeV) 171.51 169.32

m (MeV) 1.88 2.13

M, (MeV) 372.02 372.82

m, (MeV) 63.01 | 71.44
A (MeV) || 1614.70 | 1937.23
G A 2.19 3.48

KA® 23.84 83.74

Mit diesen Parametern kann der Wert des Up-Quark-Kondensat berechnet werden, es gilt fiir zwei Regulatoren (ﬂu)l/ =
—356MeV und fiir drei Regulatoren (ﬂu)l/ ® = —342MeV. Diese Werte stimmen nicht mit den bekannten Werten
(190MeV < — (ﬁu)l/ 3 < 260MeV [6]) {iberein, das NJL Modell mit diesen freien Parametern ist somit nicht geeignet
um den Wert des Up-Quark-Kondensats theoretisch zu erklaren.

Bei einer genauen Betrachtung der Konstituentenquarkmassen féllt auf, dass mf?, > mf} > 4M? gilt. Somit hat das bei
der Berechnung der 7- und n’-Mesonmasse auftretende Integral il, einen nicht verschwindenden Imaginérteil. Dieser
Imaginarteil resultiert aus dem im NJL Modell erlaubten Zerfall eines Meson in ein Quark-Antiquark-Paar (NJL Modell
enthélt kein Confinement). Dies fiihrt dazu, dass der Realteil von il, und somit auch D;Tll,(p) einen Knick bekommen,
dies ist in Abbildung 10 bei p = 2M = 343.02MeV und bei p = 2M, = 744.04 MeV zu erkennen. Offensichtlich haben
diese Knicke einen groRen Einfluss auf die Position der Nullstellen und damit die Masse des 7- und des n’-Mesons. Da
in der Realitét bisher keine Verletzung des Confinements beobachtet werden konnte, sind die so berechneten Massen
der Mesonen bzw. im Umkehrschluss die daraus berechneten freien Parameter des NJL Modells physikalisch wertlos. Es
lassen sich im NJL Modell somit nur Mesonen aus up- und down-Quark mit einer Masse m,; < 2M bzw. Mesonen aus
up-, down- und strange-Quark mit einer Masse m,; < M + M, physikalisch sinnvoll beschreiben.
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Wird auf die Beschreibung des n’-Mesons verzichtet und sich auf die Pionen, Kaonen und das n-Meson beschrénkt, resul-
tiert aus der Bedingung m,, < 2M und m,, < M + M; fiir die Mesonmasse, dass fiir die Konstituentenquarkmasse des up-
und down-Quark M > %mn = 274 MeV und fiir die des strange-Quark M, > my —M = 220 MeV gelten muss (Bedingung
fiir strange-Quark bereits mit Parametern aus Tabelle 4 erfiillt). Es konnen die freien Parameter des NJL Modells jetzt
fiir eine vorgegebene Konstituentenquarkmasse M des up- und down-Quarks so angepasst werden, dass m,, f,, myg und
m, mit den bekannten Werten {ibereinstimmen. Vorgegangen wird wie bereits zuvor, das heif$t es wird zunéchst der Satz
(M, A, G,K) durch simultanes Losen von Gleichung (5.23), (5.27), (5.28) und (5.31) bei vorgegebenem M bestimmt
und anschliefend mit der Dyson-Gleichung (siehe Gleichung (3.13)) die Stromquarkmassen m und m, berechnet. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 5 und 6 zusammengestellt, wobei zusitzlich der Wert des Up-Quark-Kondensats berechnet
wurde.

Tabelle 5: Parametersatze bei vorgegebener Konstituentenquarkmasse des up- und down-Quark im Drei-Flavor-Modell
bei fixierter Pionmasse, Pion-Zerfallskonstante, Kaonmasse und n-Mesonmasse (flir zwei Regulatoren).

[A2] [B2] [C2] [D2] [E2]
M (MeV) 275 300 325 350 375
m (MeV) 6.87 | 757 | 809 | 846 | 872
M, (MeV) 380.27 | 458.51 | 495.84 | 527.90 | 557.73
m, (MeV) 168.67 | 180.30 | 188.51 | 194.08 | 197.65
A (MeV) 740.42 | 696.51 | 667.23 | 647.36 | 633.82
G A2 048 | 1.02| 1.21| 132| 1.39
KAS 1988 | 1150 | 112.7 | 117.1 | 123.8
(@u)® (MeV) 230 | 222 | 217 | -214| -212

Tabelle 6: Parametersatze bei vorgegebener Konstituentenquarkmasse des up- und down-Quark im Drei-Flavor-Modell
bei fixierter Pionmasse, Pion-Zerfallskonstante, Kaonmasse und n-Mesonmasse (fir drei Regulatoren).

[A3] [B3] [C3] [D3] [E3]
M (MeV) 275 300 325 350 375
m (MeV) 8.60 9.56 | 10.31 | 10.89 | 11.33
M, (MeV) 504.98 | 530.27 | 554.05 | 576.75 | 598.62
m; (MeV) 208.87 | 224.91 | 236.87 | 245.71 | 252.17
A (MeV) 862.05 | 813.13 | 781.19 | 760.17 | 746.52
G A2 4.18 4.53 4.90 5.30 5.73
K AS 109.2 | 118.8 | 129.8 | 141.5| 153.3
(@u)® (MeVv) -213 -205 -200 -196 -194

Die mit diesen Parametersitzen berechneten Werte des Up-Quark-Kondensats liegen alle in dem erwarteten Bereich von
190MeV S — (i) /® S 260 MeV.
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Abbildung 10: Verlauf von D;}), in Abhéngigkeit des Vier-Impulses, Knicke entstehen durch nicht verschwindenden Ima-

gindrteil von Integral iI, (Parameter aus Tabelle 4, zwei Regulatoren).
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Zur Beschreibung der starken Wechselwirkung wurde das Nambu-Jona-Lasinio Modell (NJL Modell) im Isospin Limes
verwendet, dieses hat gegeniiber der fundamentaleren Theorie - der Quantenchromodynamik (QCD) - den Vorteil, dass
es durch den Verzicht auf Austauschteilchen deutlich einfacher ist. Trotz diesem Verzicht war es moglich die sogenannte
Mass Gap zwischen Strom- und Konstituentenquarkmassen sowie die Massen der meisten pseudoskalaren Mesonen im
Drei-Flavor-Modell zu erkléren.

Zu Beginn wurde die Lagrange-Dichte des NJL Modells genauer untersucht, dabei wurden zwei Wechselwirkungs-
kanile beriicksichtigt, eine Vier-Punkt-Wechselwirkung (bestehend aus skalarer und pseudoskalarer Wechselwirkung)
und eine Determinanten-Wechselwirkung nach ’t Hooft. Die Determinanten-Wechselwirkung stellt sich im Zwei-Flavor-
Modell ebenfalls als Vier-Punkt-Wechselwirkung und im Drei-Flavor-Modell als eine Sechs-Punkt-Wechselwirkung, die
durch SchlieRen einer Schleife auf eine effektive Vier-Punkt-Wechselwirkung reduziert wurde, dar. Die Betrachtung der
Determinanten-Wechselwirkung war nétig, dar diese die U(1),-Symmetrie der Lagrange-Dichte bricht und das NJL Mo-
dell somit die selben globalen Symmetrien wie die QCD aufweist. Im Zwei-Flavor-Modell wurde die Determinanten-
Wechselwirkung jedoch vernachléssigt, damit die Vier-Punkt-Wechselwirkung der Lagrange-Dichte die selbe Form wie im
Drei-Flavor-Modell hat.

Nachdem mit der Lagrange-Dichte der theoretische Grundstein zur Beschreibung von Quarks im NJL Modell gelegt war,
wurde die Mass Gap zwischen Strom- und Konstituentenquarks untersucht. Diese ldsst sich durch die Dyson-Gleichung
in Hartree-Approximation erkldren (siehe Abbildung 3), Quarks erhalten durch Wechselwirkung mit anderen Quarks
zusétzliche Masse. Die Auswertung der Dyson-Gleichung ergab, dass durch die Vier-Punkt-Wechselwirkung nur Quarks
mit gleichem Flavor und durch die Sechs-Punkt-Wechselwirkung nur Quarks mit unterschiedlichem Flavor zu diesem
Prozess beitragen. Bei der Berechnung der Selbstenergie trat das quadratisch divergente Integral iI; auf, welches wie alle
Integrale in dieser Arbeit mit Pauli-Villars-Regularisierung behandelt wurde (mit zwei und mit drei Regulatoren). Eine
genauere Untersuchung des Ergebnisses der Dyson-Gleichung zeigte, dass auch bei verschwindender Stromquarkmasse
(chiraler Limes) ab einer kritischen Kopplung Konstituentenquarkmasse erzeugt wird. Durch diese wird die chirale Sym-
metrie spontan gebrochen, bei den Goldstone-Bosonen handelt es sich um die Pionen und Kaonen (sowie das n,-Meson).

Die Beschreibung dieser Mesonen gelang durch die Bethe-Salpeter-Gleichung in Random-Phase-Approximation (siehe
Abbildung 6), Mesonen sind Resonanzen in der Quark-Antiquark-Streuung. Die Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung
fiihrte auf die Berechnung von Polarisationsschleifen, dabei traten weitere divergente Integrale auf, die ebenfalls mit
Pauli-Villars-Regularsierung behandelt wurden. Mit Kenntnis der Polarisationsschleifen war es moglich, die Massen der
Pionen (alle drei entartet) und Kaonen (alle vier entartet) zu berechnen. Wie erwartet verschwinden diese im chiralen
Limes. Durch die Sechs-Punkt-Wechselwirkung kommt es im Drei-Flavor-Modell zu einer Mischung zwischen Singulett
und Oktett, das hei3t die theoretischen Mesonen 1), und 71g mischen zu den physikalischen Mesonen 7 und 7’. Die Be-
rechnung der Massen von 7)- und 7’-Meson war auf Grund dieser Mischung komplizierter als bei den Pionen und Kaonen.
Es ergaben sich hier Gleichungen, aus denen nicht direkt die Masse im chiralen Limes abgelesen werden konnte.

Ziel war es die freien Parameter des NJL Modells zu bestimmen, im Zwei-Flavor-Modell sind dies drei (Stromquarkmasse
des up- bzw. down-Quarks, die Kopplungskonstante der Vier-Punkt-Wechselwirkung und der Regularisierungsparame-
ter) und im Drei-Flavor-Modell fiinf (Stromquarkmasse des up- bzw. down-Quarks, Stromquarkmasse des strange-Quark,
die Kopplungskonstanten der Vier-Punkt- und Sechs-Punkt-Wechselwirkung und der Regularisierungsparameter). Zusétz-
lich zu den Mesonmassen sollten diese Parameter an die Zerfallskonstante des Pion angepasst werden. Im Rahmen des
NJL Modells kann der Zerfall der Pionen und Kaonen in der schwachen Wechselwirkung durch die Kopplung iiber eine
Polarisationsschleife an den Axialstrom (siehe Abbildung 7) beschrieben werden. Damit waren im Drei-Flavor-Modell
fiinf bekannte Werte zur Festlegung der freien Parameter vorhanden (Pionmasse, Pion-Zerfallskonstante, Kaonmas-
se, 1- und n’-Mesonmasse), im Zwei-Flavor-Modell wurde zusétzlich zur Pionmasse und Pion-Zerfallskonstante das
Up-Quark-Kondensat verwendet. Die angepassten freien Parameter sowie die Konstituentenquarkmassen sind fiir das
Zwei-Flavor-Modell in Tabelle 1 und 2 und fiir das Drei-Flavor-Modell in Tabelle 4 zusammengestellt.

Im Drei-Flavor-Fall waren die Konstituentenquarkmassen so klein, dass 7- und n’-Meson nicht stabil gegen den im NJL
Modell erlaubten Zerfall in Quark und Antiquark sind (NJL Modell enthilt kein Confinement). Eine genauere Untersu-
chung zeigte, dass diese Tatsache einen grof3en Einfluss auf deren Masse hat und die so bestimmten freien Parameter
physikalisch nicht sinnvoll waren. Es wurde daher auf die Beschreibung des n’-Meson verzichtet und fiir vorgegebene
Konstituentenquarkmasse des up- bzw. down-Quark die freien Parameter bestimmt, die Ergebnisse sind in Tabelle 5 und
6 zusammengestellt.

Auch wenn das Drei-Flavor-Nambu-Jona-Lasinio-Modell mit Pauli-Villars-Regularisierung nicht in der Lage ist, alle pseu-
doskalaren Mesonen vollstindig zu beschreiben, hat es ein breites Anwendungsspektrum. So kann das NJL Modell bei
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endlicher Temperatur und endlichem chemischen Potential angewendet werden, um das Quark-Phasendiagramm zu be-
rechnen [6] oder zur Beschreibung von Pion-Pion-Streuung [5] verwendet werden. Durch Hinzunahme einer vektoriellen
Vier-Punkt-Wechselwirkung ist es moglich Vektormesonen zu untersuchen, durch Hinzunahme eine pseudovektoriellen
Vier-Punkt-Wechselwirkung ist es moglich die Mischung zwischen pseuoskalarem und pseudovektoriellem Kanal zu un-
tersuchen [7]. Das NJL Modell ist, obwohl es deutlich einfacher als die QCD ist und kein Confinement enthilt, durchaus
in der Lage Phanomene der starken Wechselwirkung richtig zu beschreiben.
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Anhang

A Konventionen

In dieser Arbeit werden natiirliche Einheiten verwendet, d.h. ¢ = i = 1. AuBerdem sind fiir die Komponenten des
Quarkfeldes die Bezeichnungen ¥; = ¥, = u, ¥, = ¥; = d,¥; = ¥, = s dquivalent. Fiir die Elemente des Minkowski-
Raumes gilt

1
X t
u _
xt = =,
x? (x)

X
und fir die verwendete Metrik
1 0 0 0
0O —1 O 0
— oMY —
=& Zlo 0 -1 o0
0 O 0o -1

mit u, v € {0,1,2,3}.
Fiir die relativistische Beschreibung von Spin—% Teilchen (Quarks, Elektronen,...) werden die Dirac-Matrizen y* bendétigt,
sie haben folgende Form

1 0 O 0 0 0O 0 1 0 0 0 —i 0O 01 O
o o1 0 o Lo o0 10 , o o i o , [0 00 41
Zlo o -1 o Zlo -1 00 Zlo i o o Z1-1 00 o0
o0 0 -1 -1 0 0 O —1 0 0 O 0O 1 0 O
Mit der y> Matrix konnen pseudoskalare und pseudovektorielle Terme konstruiert werden, es gilt
0 0 0 1
. 0 0 1 0
r=ir'r'rr=10 1 o o
1 0 0 O
Die y° Matrix antikommutiert mit allen y* Matrizen, y°y* = —y*y®. Fiir die Spur der Dirac-Matrizen gilt Tr(y°) =

Tr(y") = Tr(y*y*) =0.

Die Generatoren der SU(2)-Gruppe sind die Pauli-Matrizen, diese haben folgende Form

0 1 0 —i 1 0
1711 0 271i o B=\o -1)

Fiir sie gilt det(t;) = —1, Tr(7;) = 0 und sie erfiillen die Kommutatorrelation [7;,7;] = 2ie'*7,. Die Identitit wird als
nullte Pauli-Matrix definiert
(10
TO -_ O 1 .

Die Generatoren der SU(3)-Gruppe sind die Gell-Mann-Matrizen, diese haben folgende Form

27



01 0 0 —i O 1 0 O 0 0 1
A;=[1 0 O Ay=11 0 O A3=10 -1 O Ay=(0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 1 00

0 0 —i 00 0 00 0 (100
A;=[0 0 o A=[0 0 1 L=|0 0 —i Ag=—|0 1 0
i 0 0 01 0 0i 0 v3lo 0 —2

Fiir sie gilt Tr(A;) = 0. Die Generatoren erfiillen die Kommutatorrelation [A;,A;] = 2if k., dabei bezeichnet fU* die
antisymmetrische Strukturkonstante der SU(3) Gruppe

1 V3
123 147 _ £246 _ 257 _ 345 156 _ £367 458 _ 1678
f f197 = R0 = 7 — 5 = = f1o=f fo ==
Auflerdem erfiillen die Generatoren die Antikommutatorrelation {T;, T;} = : 36 i + dUk T, , dabei bezeichnet d* die sym-
metrische Strukturkonstante der SU(3) Gruppe

d118 d228 d338 d888 — d448 d558 d668 d778 1

243

al-

146 _ 3157 _ __ 3247 _ 3256 _ 3344 _ 1355 _ _ 3366 _ _ 1377 _ L
d™=d —d* =d*" =d"" =d"> =—d" =—-d°" =

Fiir die Gell-Mann-Matrizen gilt Tr(A; A;) = 26;;. Deshalb wird die normierte Identitét

100
2
AOZ_OIO

310 0 1

als nullte Gell-Mann-Matrix definiert.
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B Polarisationsschleifen

Fiir die pseudoskalare Polarisationsschleife gilt allgemein nach Gleichung (5.2)

Hifb(p)=if (g:; tr[iyskas(k+g) iysx'gs(k_g)]

= (;1:;4 er[nes(—k=2) s (k-2)].

wobei verwendet wurde, dass y°S(p) = S(—p)y® gilt. 1'15 , ist symmetrisch und verschwindet im Isospin-Limes fiir a # b,
ausgenommen ist Hgs. Damit verbleibt die Berechnung der folgenden Polarisationsschleifen.

B.1 Polarisationsschleife der Pionen

Aus Gleichung (2.20) kann abgelesen werden, dass fiir die Polarisationsschleife des 7° folgendes gelten muss

d*k p p
o P _ . 5 F -5 _
Mo =Tl = lf —(275)4 tr [ly Ag S(k+ 2) iy°As S (k 2)] (B.1)
Es ergibt sich unter Verwendung von y°S(p) = S(—p)y® und den Abkiirzungen S* := S(—(k + £)) und S~ :=S(k— %)
[ d'k _
Hnoz—lfmtr[l3s+lgs :|

Die Berechnung des Matrixproduktes und Ausfithren der Spur im Flavor-Raum liefert

. d4k +oo— + o—1 Isospin Limes . d4k + oo
0 =—1f a1 [Sfs +stisy] = -2 G Tr[SFs;].

Fiir die Polarisationsschleife des n* gilt nach Gleichung (2.20)

— 1TP s
Hn:t = Hl*,l* = IJ

Unter Verwendung der Abkiirzungen von oben gilt

s as(-)]

n — 9 d4k Isospin_Limes 9 d4k
o (2n) B (2n)

Die Polarisationsschleife ist also fiir alle Pionen gleich, daher wird diese nur mit I, bezeichnet.

Tr[s; s7]

Tr(S} S, ]=T0.

Einsetzen der Propagatoren aus Gleichung (3.3) liefert

d*k (k=% +m) (k-5 +m)
n,=-2i r .
(2m)* ((k+B)2—M2+ie) ((k—E)2— M2 +ie)

Es gilt allgemein trp;,.(¢F) = 4ab und trp;,.(¢) = 0 und damit fiir die Polarisationsschleife

2
_ d*k —k* + &+ M?
I, = —8iN,
2m)* ((k+5)2—M2+ie) ((k—5)2— M2 +ie)
_siN d*k 1[ 1 N 1 }
- 9 Py . .
Q)2 (k+5)2—M2+ie (k—5)2—M2+ie
o[ d' 1
—4iN; p

@n)* ((k+5)2—M2+ie) ((k—E)2—M2 +ie)

Mit den Substitutionen k' = k + § und k” = k— % in den ersten beiden Termen kénnen diese in das bekannte Integral I;
tiberfiihrt werden

M, = 8Nc il;(M) — 4N p? ily(p?, M), (B.3)

dabei ist das zweite Integral in I,(p?, M) zusammengefasst.
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B.2 Polarisationsschleife der Kaonen

Aus Gleichung (2.20) kann abgelesen werden, dass fiir die Polarisationsschleife des K* folgendes gelten muss

d*k p p
TP — .5 . 5ai
Mgs = H4;’4:F = IJ m tr |:l’)f AI S (k + E) 1y A4 S (k— 5)] . (B.4)
Unter Verwendung der Abkiirzungen und Beziehungen aus Abschnitt B.1 ergibt sich

d*k

My = —i
K= (2m)*

tr[AT ST AL ST

Die Berechnung des Matrixproduktes und Ausfithren der Spur im Flavor-Raum liefert

I 21 d'k Tr [Si S*]
K+ = (2n)* u s I°
Fiir das K, bzw. KO ergibt sich aus Gleichung (2.20) folgendes
( d*k : P . P
Moo = = | ooy r 127k 2) %28 5 (k-2 ®3)

Analoges Vorgehen zu oben liefert dann

. d4k + Isospin Limes . d4k +
HKO/KOZ—ZlJ an) Tr[S;sF] =" -—2i @y Tr[S¥ SF] =M.

Es kann mit einer kurzen Rechnung gezeigt werden, dass IIx+ = I+ gilt. Somit unterscheidet sich die Polarisations-
schleife fiir die verschiedenen Kaonen ebenfalls nicht, sie wird deshalb nur mit I bezeichnet.

Einsetzen der Propagatoren aus Gleichung (3.3) liefert

0 — o d*k (—k—%-l—Ms) (k_§+M)
T lj(zn)‘* ' ((k+5)2—Mm2+ie) ((k—5)2— M2 +1ie)

Es wird vorgegangen wie in Abschnitt B.1, dann ergibt sich

My = —8i cf 4k K+ B + MM
2m)* ((k+5)2—M2+ie) ((k—5)2— M2 +ie)
o [ a1 ]
r)*2 [ (k+5)2—M2+ie (k—5)2—M2+ie
d*k 1

—4iN; (p*— (M, —M)?)

2m)* ((k+2)2—M2+ie) ((k—E)2—M2+ie)

Mit den Substitutionen k' = k + £ und k” = k— § in den ersten beiden Termen konnen diese in das bekannte Integral I;
iberfiihrt werden

g = 4N¢ (ily(My) + il,(M)) + 4N¢ ((M, —M)* —p?) il5(p?, M,, M), (B.6)

dabei ist das zweite Integral in I;(p?, M,, M) zusammengefasst.
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B.3 Polarisationsschleifen der Eta-Mesonen

Aus Gleichung (2.20) kann abgelesen werden, dass fiir die Polarisationsschleife des 7, folgendes gelten muss

| dik . P\ . p
My =My = [ o o [irha s (k4 2) a0 (k- 2)] ®.7)

Unter Verwendung der Abkiirzungen und Beziehungen aus Abschnitt B.1 ergibt sich

[ d*k e
_lfmtr[kos AOS :|

Die Berechnung des Matrixproduktes im Isopsin-Limes und Ausfiihren der Spur im Flavor-Raum liefert

2. d*k + +g +g tg
My = =3 | Gm )4Tr[2$S+S ( J(z )4TrS ) ( J(z ) r[s; ])

Die Terme in den runden Klammern sind identisch mit Termen, die bei der Berechnung der Polarisationnschleife der
Pionen auftauchen. Es ergibt sich

8 . . 4 . .
I, = gNC (2iL,(M) + il (M) — gNC p? (2iL,(p?, M) +il,(p?, M,)). (B.8)

Ebenfalls kann aus Gleichung (2.20) abgelesen werden, dass fiir die Polarisationsschleife des 1g folgendes gelten muss

( d' T P . p
N T G R () 9

Unter Verwendung der Abkiirzungen und Beziehungen aus Abschnitt B.1 ergibt sich

[ d*k _
—lfmtr[kgs+ ABS :I

Die Berechnung des Matrixproduktes im Isopsin-Limes und Ausfithren der Spur im Flavor-Raum liefert

2. [ d*k b oo a1 [ d*k b oo 2 d*k + oo
My, =—3i J(z T Tr[S!s; +28; ss]=§(—zlf(2n)4 Tr[s; Su]) ( zlf(z T Tr[S; S; ]).

Die Terme in den runden Klammern sind identisch mit Termen, die bei der Berechnung der Polarisationsschleife der
Pionen auftauchen. Es ergibt sich

8 .. . 4 . .
My, = 3Ne (ir,(M) +2il,(M;)) — 3N p? (il,(p?%, M) + 2 il,(p%, My)). (B.10)

Die letzte auftretende Polarisationsschleife hangt mit der Mischung von 7, und ng-Meson zu 1 und n’-Meson zusammen

und ergibt sich zu
A dk . AW p
HOSZIJ W tr [IYSAOS(I('FE) lyslgs(k—a)] (B.11)

Unter Verwendung der Abkiirzungen und Beziehungen aus Abschnitt B.1 ergibt sich

| d*k -
08__1J< (27_[)4 tr[l05+7LgS :|

Die Berechnung des Matrixproduktes im Isopsin-Limes und Ausfiihren der Spur im Flavor-Raum liefert

4 4 4
Hos=—§«/5i d*k ﬁ(—Zi d*k ﬁ(—Zi d*k

2 T [Sfs;—sis ]=— @ T EM su—]) -5 ok (st s;]) :

3
Die Terme in den runden Klammern sind identisch mit Termen, die bei der Berechnung der Polarisationsschleife der
Pionen auftauchen. Es ergibt sich

Mg = E«/ENC (ir,(M) —il,(My)) — gﬁNC p* (il,(p%, M) —il,(p?, My)). (B.12)
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C Zerfallskonstante der Pionen

Die Auswertung des Feynman-Diagramms aus Abbildung 7 liefert [6]

d*k A p D
b— o = Ba5 23 £) ;45 _£
f=p gnqu 2n) tr[y Y 5 S(k+ 2) iy %S(k 2)] (C.1)

Alternativ hatte auch hier Af anstatt A5 im Isospin Limes gewihlt werden koénnen. Es gilt mit den Abkiirzungen S* und
S~ aus Abschnitt B.1

_ 8niq . d*k 4 _
fr “—TlJ 2n) tr[y”kg;s A3 S ]

Berechnung des Matrixproduktes und Ausfiihren der Spur im Flavor-Raum ergibt

8niq . d*k _ _ 7 Isospin Limes . d*k _
fopt= 5 1J 2ny Tr [y“ S;’Su +y* S:{Sd ] = Ergql —(27[)4 Tr [y“ S:Su ] .
Es gilt allgemein trp,.[y*y"] = 4g"” und damit
d*k —4Mp*

W=g - N-i
Jab" = 8raale J(zn)4 (k+ 27 —M2+ie) (k—LP—M>+ic)
= _4NanE1inI2(p2: M) p“'

Damit ergibt sich dann die Pion-Zerfallskonstante in Gleichung (5.15) bzw. (5.28), dabei muss das Integral il, an der
Stelle p? = m? ausgewertet werden.
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Abbildung 11: Anwendung des Residuensatz zur Lésung des Integrals I;.

D Integrale

D.1 Integral I;

Bei der Berechnung des Kondensats in Gleichung (3.8) tritt das quadratisch divergente Integral

d*p 1
i (M) =1 D.1
th(M):=i (2m)* p2—M?2 +ie ®-D

auf. Um dieses trotzdem berechnen zu konnen, wird die Pauli-Villars-Regularisierung Gleichung (4.1) bis (4.5) angewen-
det.

Zunichst soll das Integral durch den Residuensatz auf ein drei-dimensionales Integral reduziert werden. Dazu wird
das Vierer-Impuls-Quadrat geschrieben als p? = pg — p? und mit der relativistischen Gesamtenergie E; = /P2 + M2 gilt

°p [ dpo 1
(2n)® ) 2mi p? —Eg +ie

iL(M)=—

a3p [ dp, 1 1
(2n)® ) 2mi py—E; +i€’ po+Ez—ie”’

wobei €’ 2E~ und Terme von der Ordnung @(e?) vernachléssigt werden. Das Integral weist zwei Pole der Ordnung 1

bei py = :I:(E» —i€’) auf, die mit dem Residuensatz behandelt werden. Der Pfad wird so gewihlt, dass lediglich der Pol
bei py = —Ej; + i€’ umrandet wird (Abbildung 11).
Es ergibt sich

dp 1 _1( d°% 1
(2m)3 2E; 2nyp VPZ+ M2

wobei nun auch Terme der Ordnung &(e) vernachléssigt werden, da diese nur den Pfad fiir die Integration iiber dp,
festlegen. Die Integration iiber d®p kann nun durch Kugelkoordinaten vereinfacht werden.

1 d°p 1
(M) = J(Zn}” /B2 + M2 47‘[2 1/ 2+

Anwenden der Pauli-Villars-Regularisierung Gleichung (4.1) bis (4.5) liefert fiir zwei Regulatoren

iIl(M)z

= p* p* p*
iL(M,A) = f dp ( -2 + ) (D.2)
4m? Vp2+M2  /p2+M2+A2 \/p2+ M2 +2A2
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Dieses Integral kann nun analytisch berechnet werden (Integration zunéchst im Intervall [0, A] und anschlieffende Grenz-
wertbildung A — oo iiber alle Summanden), es ergibt sich

2 2 2 2
, 1 S, w2 N ) M s oo [(M242A

Im Fall von drei Regulatoren gilt fiir das Integral I,

- 1617[2 > M2 In(m?). (D.4)
J

D.2 Integrale I, und I3

Bei der Berechnung der Polarisationsschleife des Pion in Gleichung (B.3) tritt auf3er dem bereits bekannten Integral I;
das Integral

d*k 1
il (p% M) = i (-5
2P @n)* ((k+ 22— M2+ie) ((k— L2 — M2 +ie)
auf. Bei der Berechnung der Polarisationsschleife des Kaon tritt hingegen das Integral
4
1
il,(p>,M,M’) :=i d’k (D.6)

2m)* ((k+5)2—M2+ie) ((k—5)2—M”2 +ie)
auf. Es gilt offensichtlich I;(p?, M, M) = I,(p?, M), daher ist es ausreichend das Integral I zu berechnen.

Zunichst soll gezeigt werden, dass das Integral nur von p? und nicht vom Vier-Impuls selbst abhingt. Mit Hilfe der
Feynman-Parameter

1
%), = et e

kann das Integral umgeschrieben werden zu

d*k 1
il,(p2, M,M") =i dx
2m)* (1.2 p? 247 2 p? 2 2
(k +kp+ G —M2+ie)x+(k2—kp+ 5 —M +lE)(1—X))

J f d*k 1
.
(2m)* k2+kp(2x—1)+%2—M2x—M/2(1—x)+ie)

Mit der Substitution [* = k" + % pH(2x —1) gilt

4
i13(p2,M,M’)=if dxf d l4 . )
0 (2m)* (12 —p2(x2—x)— M2x — M"2(1 —x) + i€)

und somit hingt das Integral I, offensichtlich nur von p? ab. Es kann also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ab jetzt
po =p und p = 0 angenommen werden (Berechnung der Integrale im Ruhesystem des Mesons).

Fiir die explizite Berechnung des Integrals wird zur Form aus Gleichung (D.6) zuriickgegangen. Anwenden der Sub-
stitution k — § — k liefert

d*k 1

.I 2 MM/ —_— .
i3(p°, M, M’) =i 2m)* ((k+p)2—M2+ie) (k2—M" +ie)
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Abbildung 12: Anwendung des Residuensatz zur Lésung des Integrals I5.
Analoges Vorgehen wie bei Integral I; mit (p = 0)

(k+p)* = M2 = (ko +po)* — k2 — M = (ko + po)? — 2
k*—M"?=ki —k*—M"? =ki—E?

liefert

(o M M) = — dBkJ% !
3P4 (2n)* | 2mi ((ko+po) —E2 +i€) (K3 —E7 +ie)

Mit €, := 5% und €, := =5 und ergibt sich
2E; 28

il(p, M,M') = — dka% !
: p ’ ’ (271‘.)3 27-”“ (ko +p0_E"E+i€1) (ko +p0+E‘k_i61) (kO—E£+i62) (k0+E£—i62),

wobei Terme der Ordnung @(e?) vernachlissigt werden. Das Produkt im Integrand kann nach der Regel

;_L(L_L)
(A-B)(A+B) 2B\A—B A+B

umgeschrieben werden. Bei Vernachléssigung von Termen der Ordnung &(e) im Zéhler ergibt sich

. , a3k [ dk, 1 1 1 1 1

lIS(p ’M>M)=_ 3 P 7 . - . 7 . - 7 . .
(2m) 2mi 4E; E; ko +po—E; +ie; ko+po+E;—ie kO—E§+162 k0+E%—162

Das Integral hat vier Pole der Ordnung 1, bei k, = —py £ (E; —i€;) und ko = i(Ei —i€,), davon tragen bei dem

Integrationspfad aus Abbildung 12 nur ky = —p, — E; +i€; und ko = —Eé +ie, bei. Anwendung des Residuensatz liefert
dann

(0% M. M) = — Pk 1 1 B 1
3P @n)® 4B E, |\ po—Ex—E. +i(e; T €5) potEx—El +iles—ey)

1 1
+ - .
(_pO_Eﬁ_Eé"'i(el"'ez) _pO_E§+E£+i(61_62))}

Die Terme mit der Differenz €; — €, im Nenner kiirzen sich weg, es bleibt nur noch
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d3k 1 [ 1 1 }

il 2,M,M/ = +
3P ) J(zn)S 4E; E. | po—E;—E,  —po—E; —E.

- . /
_ d3k 1 Ep + E%
(2n)? 2E; Ei _p(z) - (Ez + E-IIE)Z

[ &k 1 ( 11 )
(2m)3 pg—(EﬁEi)Z 2E; 2E£ ’

dabei wurden nun auch die Terme der Ordnung €&(e€) vernachléssigt. Da pg = p? gilt, kann das Integral I; wie folgt
berechnet werden

(0, M. M) = d’k 1 1 d’k 1 1
LALLM | 2n) p2—(Eg+ED?2E; ) (2n)® p?— (Eg+EL)? 2E.
k k k
(D.8)
=1(p>,M,M") +1(p*,M’, M).
Fiir das Integral I, ergibt sich
il,(p*, M) =21(p*, M, M). (D.9)
Dabei ist das Integral I definiert als
5 , d’k 1 1
I(p*,M,M’) := (D.10)

(2n)? 2vk2 + M2 pz_(1/k2 T M2+ VK2 +M’2)2.

Die Integration {iber d*k kann durch Kugelkoordinaten vereinfacht werden, die Winkelintegration kann direkt ausgefiihrt
werden

) N1 (7 k>
I(p>,M,M)=— | dk ~.
21 Jo  24/k2 +M2(p2—(1/k2+M2+\/k2 +M72) )

Es ist offensichtlich, dass falls p> > (M + M’)? das Integral einen Pol auf der reellen Achse hat. Dies fiihrt zu einem
nicht verschwindenden Imaginarteil von Integral I, der sich auf die Integrale il, und il; vererbt. Es wird daher in dieser
Arbeit immer der Realteil verwendet I = Re[I]. Auflerdem ist das Integral divergent, deshalb wird die Pauli-Villars-
Regularisierung Gleichung (4.1) bis (4.5) angewendet. Es ergibt sich das regularisierte Integral I mit zwei Regulatoren
zu

) , 1 (% k>
1P MM, N)=—— | dk :
212 Jo 2vVIZ+ M2 (p2 — (VIE+ M2 + ViE+ M7)")
k2
= D.11
VT T R (2 — (VBT 24 A2+ VR F M2 5 2 B0
k2

+

2R+ M2 + 20 (p2 — (VIE + M2+ 2A2 + VRE + M2 + 2A2)° )

Ein analoges Ergebnis findet sich bei drei Regulatoren.
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D.3 Ableitungen der Integrale I, und I,

Zur Berechnung der Zerfallskonstanten von Pion und Kaon werden die Ableitungen der entsprechenden Polarisations-
schleifen nach dem Quadrat des Vierer-Impulses benoétigt, dies fithrt auf die Ableitungen der Integrale I, und I5. Da
I,(p%, M) = I;(p%, M, M) gilt, ist es ausreichend nur das Integral I; zu betrachten

dily(p*, M, M) _ 91(p*,M,M") + oI(p*,M', M)

D.12
dp? dp? dp? ( )
Die Ableitung von Integral I ergibt sich zu
ar(p> MMy 1 (7 —k?
% = FJ dk o2 =: D(pz,M,M/), (D13)
p T Jo 2«/k2+M2(p2—(«/k2+M2+«/k2+M’2) )
weshalb fiir die Ableitung von Integral I,
dily(p%, M, M’
% = D(p?, M, M") + D(p>, M', M) (D.14)
und fiir die Ableitung von Integral I,
dil,(p*, M
O M) o b ) (D.15)

op?

gilt.
Das so definierte Integral D ist nicht divergent, es wird aber analog wie bei alle anderen Integrale die Pauli-Villars-
Regularisierung (Gleichung (4.1) bis (4.5)) angewendet. Im Fall von zwei Regulatoren gilt

I —k2
D(pz’M7M/;A)= FJ dk 3 5
o oV (p2— (VIET M2+ VRZ+ M7))
k2
- 2\2 (D16)
m(p2—(\/k2+M2+A2+\/k2+M’2+A2) )
—k2

+

.
2VKE T M2+ 2A2 (p2 — (V2 + M2 + 2% + VK2 + M2 + 2A2)’)

Auch hier findet sich ein analoges Ergebnis fiir drei Regulatoren.
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