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Abstract

In this work two methods will be applied to construct hybrid equations of state out of different hadro-
nic equations of state (HEoS) with hyperons and several quark equations of state (QEoS) with strange
quarks, on the one hand the conventional approach of constructing a first order phase transition with
constant pressure after Gibbs between stiff HEoS and soft QEoS, on the other hand a thermodynamic
consistent, continuous but not unique interpolation between HEoS and QEos.

Subsequently the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equation is solved numerically with the different
hybrid EoS. The resulting hybrid stars are compared to each other and with empirical data for neutron
stars. Especially maximum mass, radius, central density and the structure, in form of pressure/density-
radius curves, form the central issues of the analysis.

The constructed hybrid EoS with constant pressure phase transition prove to be too soft to describe
massive neutron stars with masses at around two times the solar mass (2M). By using appropriate
interpolation methods it is possible to construct stiff hybrid EoS with all HEoS and QEoS, which
are suitable for describing massive 2M neutron stars. As long as the crossover windows have their
centers at around three times the density of normal nuclear matter (p,) and the strong interacting
matter consisting of deconfined quarks and hadrons has a sufficiently stiff EoS in the crossover region.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden zwei Verfahren angewendet, um aus verschiedenen hadronischen Zustands-
gleichungen (HEoS) mit Hyperonen und verschiedenen Quarkzustandsgleichungen (QEoS) mit Stran-
ge Quarks Hybridzustandsgleichungen zu konstruieren, zum einen das konventionelle Verfahren eines
Phaseniibergangs erster Ordnung nach Gibbs mit konstantem Druck zwischen harten HEoS und wei-
chen QEoS, zum anderen eine thermodynamisch konsistente, kontinuierliche jedoch nicht eindeutige
Interpolation zwischen HEoS und QEoS.

Mit diesen Zustandsgleichungen wird anschlielend die Tolman-Oppenheimer-Volkoff Gleichung
numerisch gelost. Die resultierenden Hybridsterne werden untersucht, sowie miteinander und mit
empirischen Daten zu Neutronensternen verglichen. Dabei sind vor allem Maximalmasse, Radius,
zentrale Dichte und die Struktur der Sterne, in Form von Druck/Dichte-Radius Kurven, Kern der
Untersuchungen.

Die konstruierten Hybridzustandsgleichungen mit Phaseniibergang erweisen sich als zu weich zur
Beschreibung von massiven Neutronensternen mit Massen von um die zwei Sonnenmassen (2M).
Unter Verwendung entsprechender Interpolationsverfahren ist es moglich mit allen HEoS und QEoS
harte Hybridzustandsgleichungen zu konstruieren, welche zur Beschreibung von massiven 2M, Neu-
tronensternen geeignet sind. Bei derartigen, harten Hybridzustandsgleichungen findet der kontinu-
ierliche Ubergang zwischen QEoS und HEoS bei etwa dreifacher Dichte normaler nuklearer Materie
(o) statt und in der Ubergangsregion ist die Zustandsgleichung der stark wechselwirkenden Materien
recht steif.
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1 Einleitung

Neutronensterne sind Uberlebende einer Kernkollaps-Supernova, bei der der Kern eines schweren
Sterns (M > 8M,) implodiert, nachdem der Stern all seinen Brennstoff in der Nukleosynthese auf-
gebraucht hat. Thermonukleare Kernfusion ist exoenergetisch nur bis Eisen moglich. Der Strahlungs-
druck, welcher den Stern gegen den Gravitationsdruck stabilisiert, nimmt mit Wachsen des Eisenkerns
immer weiter ab. Es kommt schlieRlich zur Implosion des Kerns.

Wahrend der Implosion des Kerns wird dieser extrem komprimiert. Wenn der Kern mehr als
Mch, = 1.4 Sonnenmassen M, enthdlt, kann sich ein Neutronenstern bilden. Durch den inversen
Beta-Zerfall

p+e —>n+v, (1.1

welcher bei den hohen Dichten im implodierenden Kern vermehrt stattfindet, neutronisiert der Kern.
Dabei werden enorme Mengen an Neutrinos v, emittiert, was den Kern zunehmend kiihlt. Der Kern-
kollaps wird schlief8lich vom Entartungsdruck der Neutronen aufgehalten.

Durch den Kollaps leichterer Kerne entstehen Weife Zwerge, welche durch den Elektronen-
Entartungsdruck stabilisiert werden. Die Maximalmasse eines Weifden Zwerges wird Chandrasekhar-
Grenze My, = 1.4M, genannt. Sie ist auch die Untergrenze fiir die Bildung von Neutronensternen.

Die Maximalmasse fiir Neutronensterne hiangt von ihrer Zustandsgleichung (EoS) ab und wird im
Folgenden fiir verschiedene Zustandsgleichungen thematisiert. Sterne, welche die aus dem jeweiligen
Modell stammende Maximalmasse iiberschreiten, bilden schwarze Locher.

Neutronensterne sind aus vielerlei Hinsicht hoch interessante Objekte. Sie haben Radien in der Gro-
Benordnung 10 km [1] und es wurden Neutronensterne mit Massen zwischen etwa 1.4 und 2.0M,
gemessen. Bis vor einigen Jahren waren nur leichtere Neutronensterne mit Massen um die 1.4 Son-
nenmassen prizise vermessen. Ein sehr genau studierter, leichter Neutronenstern ist PSR B1913+16
mit, nach [2], einer Masse von

Mpgg B1913+16 = 1.4398(2) M. (1.2)
In den letzten Jahren (2010 und 2013) wurden die Massen von zwei schweren Neutronensternen

Mpgg j1614-2230 = 1.97(4)Mo,

(1.3)
Mpgr jozas+o0432 = 2.01(4)M,,

mittels zweier unterschiedlicher Messverfahren in [3] und [4] prazise bestimmt.

Die Dichteunterschiede zwischen Rand und Kern eines Neutronensterns sind immens. Am Rand
des Sternes herrschen nach Abschnitt 5.1 Baryonendichten® von pp, = 4.730- 107> fm ™ und kor-
respondierende Energiedichten von €y, = 4.41 - 107'2 MeV/fm>.

Im Zentrum der Sterne kommen jedoch, je nach Zustandsgleichung, Baryonendichten vielfach ho-
her als die normale nukleare Baryonendichte p, = 0.17 fm > vor. Man geht jedoch davon aus, dass die
Baryonendichte im Kern von Neutronensternen 10p, nicht iibersteigt [5].

Alle bekannten Neutronensterne sind Pulsare. Es handelt sich dabei um rotierende, hoch magneti-
sche Neutronensterne, welche elektromagnetische Strahlung emittieren.

() Bei der Baryonendichte handelt es sich um die Anzahldichte der Baryonen. Im Folgenden wird diese mit p bezeichnet.
Wenn nicht explizit durch einen anderen Index gekennzeichnet handelt es bei p um die Gesamtbaryonendichte.
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Die theoretische Beschreibung von Neutronensternen muss auf Grund der extremen Dichten im
Inneren dieser Sterne im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie (ART) erfolgen. Im Jahr 1939
gelang es den Physikern Oppenheimer und Volkoff [6], nach Vorarbeit von Tolman [7], eine Losung
der Einsteinschen Feldgleichungen fiir relativistische, statische und sphéarisch-symmetrische Sterne
im hydrostatischen Equilibrium zu finden, die heute als Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) Gleichung
bekannt ist.

Es existieren auch komplexere Modelle, mit denen die Beschreibung von rotierenden Neutronen-
sternen moglich ist [1, 8]. Im Rahmen dieser Arbeit werden jedoch nur statische Neutronensterne
betrachtet, welche mittels der TOV Gleichung berechnet werden koénnen.

Um die TOV Gleichung numerisch zu losen wird eine Zustandsgleichung bendtigt, welche die
Energiedichte e als Funktion des Druckes p liefert. Eine Zustandsgleichung fiir kalte Materie im
pB-Equilibrium fiir Dichten von pg, bis hin zu einigen p, zu bestimmen ist sowohl vom theoreti-
schen als auch vom empirischen Standpunkt aus, vor allem fiir mittlere und hohe Dichte, dulerst
anspruchsvoll.

Einen theoretischen Rahmen fiir die Beschreibung von Neutronensternmaterie liefert an sich die
Quantenchromodynamik (QCD) als Theorie der starken Wechselwirkung. Vor allem die Materie im
Kern eines Neutronensterns mit mittleren und hohe Dichten (p > p,) ist aus Sicht der QCD hoch
interessant.

Eine direkte Losung der QCD ist aber fiir kalte Neutronensternmaterie nicht moglich [5]. Pertur-
bative (storungstheoretische) QCD ist fiir die vorkommenden Dichten nicht anwendbar und auch
Gitter/Lattice-QCD ist auf Grund des numerischen Vorzeichen-Problems (numerical sign problem) fiir
kalte Neutronensternmaterie nicht moglich. Fiir verschiedene Dichten existieren daher verschiedene
Modelle zur Beschreibung der Neutronensternmaterie.

* Fiir niedrige, subnukleare Dichten p < p, existieren zum Teil empirische Daten, welche Riick-
schliisse auf die Struktur des Grundzustandes hadronischer Materie bei subnuklearen Dichten
ermoglichen. In Abschnitt 5.1 werden zwei Zustandsgleichungen (BPS und NV) vorgestellt, wel-
che die zum Grof3teil nukleare Materie der Kruste eines Neutronensterns gut beschreiben.

* Fiir mittlere Dichten p, < p < 4p, liegt die Materie in Form von Hadronen vor. Um diese Form
von gebundener (confined) Quarkmaterie zu beschreiben, gibt es verschiedene, in Abschnitt 5.2
vorgestellte, Modelle. Diese liefern verschiedene hadronische Zustandsgleichungen (HEo0S).

* Fiir hohe Dichten p X 4p, ist die Giiltigkeit der verschiedenen HEoS fraglich, da die Existenz ge-
bundener Hadronen bei derartigen Dichten unwahrscheinlich ist. Fiir hohe Dichten wird heute
eine Form der Materie namens stark-wechselwirkendes Quark-Gluonen Plasma (strongly inter-
acting quark-gluon plasma, kurz sQGP) angenommen. Fiir kalte Materie liegt dieses Plasma in
Form von stark wechselwirkender, deconfined Quarks vor. Diese Form von Quarkmaterie kann
im Rahmen des (2+1)-flavor Nambu—Jona-Lasinio (NJL) Modells auch unter Einbeziehung von
Farbsupraleitung (color superconductivity, kurz cs) beschrieben werden [5, 9]. In Abschnitt 6.1
werden entsprechende Quark Zustandsgleichungen (QEoS) vorgestellt.

Diese Modelle liefern fiir héhere Dichten p > p, verschiedene hadronische und Quark Zustandsglei-
chungen. Um dieser Unsicherheit, in Bezug auf die HEoS und QEoS, Rechnung zu tragen, werden in
dieser Arbeit verschiedene HEoS und QFEoS aus verschiedenen Modellen verwendet. Neben den Unsi-
cherheiten in der Beschreibung von hadronischer und Quarkmaterie besteht eine grofde Unsicherheit
in Bezug auf den Ubergang zwischen hadronischer und Quarkmaterie. Weder die genaue Art dieses
Ubergangs noch die zugehérigen Dichten sind genau bekannt. Damit ist die konkrete Struktur und
Zustandsgleichung der Neutronensternmaterie fiir den Kern des Sterns nicht eindeutig bekannt.
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Abbildung 1.1: QCD Phasendiagramm in der T-u-Ebene nach [10]. Neben der hadronischen und nuklearen Pha-
se ist auch die Plasmaphase, bei hohen Temperaturen, dargestellt. Bei niedrigen Temperaturen und hohen che-
mischen Potentialen treten im Phasendiagramm farbsupraleitende Phasen (25C und CFL) und eine kristalline
LOFF-Phase auf [10].

Neutronensterne sind, auf Grund der vorliegenden Dichteunterschiede im Kern, p, < p S 10py,
sehr gute Systeme zur Untersuchung dieses Ubergangs zwischen hadronischer und Quarkmaterie.
Um die Struktur massiver Neutronensterne zu beschreiben, konstruiert man sogenannte Hybridzu-
standsgleichungen aus den HEoS und QEoS. Der Vergleich der Losungen der TOV Gleichung mit
diesen Hybridzustandsgleichungen und den empirischen Daten zu Neutronensternen, wie Masse,
zentrale Dichte oder auch Radius, lasst Riickschliisse auf die Plausibilitdt dieser Hybridzustands-
gleichungen zu. Damit sind Aussagen iiber die Kompatibilitit der angewendeten Modellierung des
Hadronen-Quark-Phaseniibergangs und der QEoS/HEoS an sich mit den empirischen Daten zu Neu-
tronensternen moglich. Daher liefern Neutronensterne ein geeignetes Labor zum Studium der kom-
plexen Phasenstruktur der QCD [5].

Ziel dieser Arbeit ist zum einen die Konstruktion von Hybridzustandsgleichungen mit den ver-
schiedenen vorgestellten HEoS und QEoS, zum anderen die Losung der TOV Gleichung mit diesen
Hybridzustandsgleichungen und der Vergleich der resultierenden Sterne mit den empirischen Daten,
vor allem in Bezug auf die Kompatibilitdt der Hybridzustandsgleichungen mit den massiven 2M,
Neutronensternen PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432. Die Konstruktion von Hybridzustandsglei-
chungen erfordert die Modellierung des Hadronen-Quark Ubergangs.

Zur Konstruktion der Hybridzustandsgleichungen bzw. des Hadronen-Quark Ubergangs werden in
dieser Arbeit zwei sehr unterschiedliche Verfahren angewendet. Konventionell, nach [1, 5, 9], wird
eine Hybridzustandsgleichung fiir Neutronensternmaterie iiber einen konstanten Druck (constant
pressure, kurz cp) Phaseniibergang erster Ordnung mit Gibbs Gleichgewichtsbedingungen zwischen
einer hadronischen und einer Quark-Phase konstruiert. In dieser Arbeit wird von fiir sich genommen
elektrisch neutraler hadronischer und Quarkmaterie ausgegangen. Daher kann der Phaseniibergang
unter Beriicksichtigung des Baryonen chemischen Potentials uy allein konstruiert werden [1]. Ein
cp-Phaseniibergang nach Gleichung (7.1) tritt, nach Abschnitt 7.1, nur bei einigen der Zustandsglei-
chungen auf. Generell resultiert aus dem Phaseniibergang eine weichere® Zustandsgleichung und
damit eine, im Vergleich zur reinen HEoS, geringere Maximalmasse. In der Regel gibt es bei einer EoS
mit cp-Phaseniibergang keine Neutronensterne mit stabilen Quark-Phasen.

@ FEine weiche Zustandsgleichung hat einen flachen p-p-Verlauf und einen steilen e-p Verlauf, damit generiert eine
weiche Zustandsgleichung einen niedrigen Druck bei einer gegeben Energiedichte. Das entsprechende Gegenteil ist
eine harte oder auch steife Zustandsgleichung, welche demnach bei gegebener Energiedichte hohere Driicke gene-
riert. Weiche Zustandsgleichungen resultieren im Allgemeinen in Sternen mit geringer Maximalmasse. Harte/steife
Zustandsgleichungen ermoglichen, im Gegensatz dazu, schwerere Sterne.
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Die hadronischen Zustandsgleichungen werden mit dem Auftreten von Hyperonen generell weicher.
Die Maximalmassen von HEoS mit Hyperonen streuen, nach Abschnitt 5.2, recht stark um die 1.5M,,.

Damit sind weder rein hadronische Zustandsgleichungen noch QEoS-HEoS Hybridzustandsglei-
chungen mit cp-Phaseniibergang mit den gemessenen Massen der massiven Neutronensterne kom-
patibel. Diese Zustandsgleichungen sind schlicht weg zu weich um schwere, stabile Stern mit Massen
von um die zwei Sonnenmassen zu beschreiben.

Um eine steife/harte Hybridzustandsgleichung zu konstruieren, welche mit der Beobachtung von
massiven 2M, Neutronensternen kompatibel ist, wird von K. Masuda , T. Hatsuda und T. Takatsuka
in ihrer Arbeit ,,Hadron—quark crossover and massive hybrid stars“ [5] eine neuartige Methode zur
Konstruktion von harten Hybridzustandsgleichungen vorgeschlagen und untersucht.

Dazu wird von einem kontinuierlichen Ubergang der hadronischen in die Quark-Phase ausgegan-
gen. Abbildung 1.2 zeigt diesen Ansatz exemplarisch in einem p-p-Diagramm. Die Zustandsgleichung
in der Ubergangsregion (crossover window) wird durch eine stetige, glatte Interpolation zwischen
HEoS und QEoS konstruiert. Damit wird die Materie in der Ubergangsregion, bestehend aus stark
wechselwirkenden Hadronen und Quarks, durch eine Mischung aus HEoS und QEoS beschrieben. Die
Interpolation der EoS ist rein phdnomenologisch motiviert. Aus den Modellen fiir HEoS und QEoS ist
eine theoretische Beschreibung einer derartigen Mischphase nicht méglich. Dieses zweite Verfahren
zur Konstruktion von Hybridzustandsgleichungen wird in dieser Arbeit aufgegriffen und untersucht.

Mittels der in Abschnitt 7.2 vorgestellten Interpolationsverfahren ist die Konstruktion von harten/
steifen, thermodynamisch konsistenten und kausalen Zustandsgleichungen mit den verschiedenen
HEoS und QEoS méglich, insofern die Uberginge je nach Zustandsgleichung und Interpolationsme-
thode entsprechend sinnvolle Ubergangsfenster haben. Die Interpolation wird durch die Breite des
Ubergangsfensters 2I' und dessen Zentrum p parametrisiert im Folgenden oft in der Form (p,T)
notiert.

r— (3,1) p—Int
500

400 [

300 -

p (MeV/fm®)

200

100

plpo

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des Druckes p tiber der Baryonen Dichte p fiir einen Hadronen-Quark
Ubergang. Die Ubergangszone ist grau hinterlegt und entspricht einem Ubergangsfenster von (3p,, 10,). In
der Ubergangszone wechselwirken die Hadronen mit den deconfined Quarks. Es handelt sich hier um eine
exemplarische p-Interpolation zwischen der HEoS und der QEos. Die gestrichelten Linien deuten die Druck-
Baryonen Dichte Kurven der HEoS und QEoS an. Die Interpolation entspricht der in Abbildung 7.8 gezeigten

(8, 1)-p-Interpolation zwischen TN12u und HK(g, = 1Gg). Die Abbildung ist Abbildung 1 aus [5] nachempfun-
den.
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Diese interpolierten Hybridzustandsgleichungen haben bei entsprechenden QEoS und plausiblen
Ubergangsfenstern von etwa (3p,, 1p,) recht hohe Maximalmassen, welche, mit unter, mit den mas-
siven 2M Neutronensternen vereinbar sind.

Diese Arbeit ist folgendermalf3en strukturiert: In Kapitel 2 werden die fiir die TOV Gleichung und
ihre Losung notigen theoretischen Grundlagen thematisiert. Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Im-
plementierung einer numerischen Losungsmethode fiir die TOV Gleichung. Diese Implementierung
wird in Kapitel 4 fiir pure Neutronensterne mit Fermi-Gas Zustandsgleichung erstmals angewandt.
In Kapitel 5 werden verschiedene Zustandsgleichungen fiir die Kruste und die hadronische Materie
innerhalb von Neutronensternen vorgestellt. Die Losungen der TOV Gleichung mit diesen rein hadro-
nischen Zustandsgleichungen werden vorgestellt und diskutiert. In analoger Weise werden in Kapitel
6 verschiedene Zustandsgleichungen fiir reine Quarkmaterie vorgestellt und diskutiert. In Kapitel 7
werden schliel3lich Hybridsterne mit gemischter Zustandsgleichung thematisiert. Sowohl der konven-
tionelle Ansatz iiber einen Phaseniibergang erster Ordnung mit konstantem Druck als auch die in [5]
vorgestellten Interpolationsmethoden werden verwendet um Hybridzustandsgleichungen zu konstru-
ieren. Die resultierenden Zustandsgleichungen und Sterne werden mit den Ergebnissen und Daten
aus den vorherigen Kapiteln in Relation gesetzt. In Kapitel 8 werden die zentralen Ergebnisse der
vorangegangenen Kapiteln zusammengefasst und mogliche Perspektiven aufgezeigt.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Geometrisierte Einheiten: Gravitational Units

Zur Vereinfachung von Berechnungen und zur besseren Ubersicht in Gleichungen ist es hilfreich geo-
metrisierte Einheiten zu verwenden. Der Kerngedanke ist, entscheidende Naturkonstanten auf eine
dimensionslose Eins zu setzten:

!
1=c,
1=G
o (2.1)
1=h,
1= ks.

Dadurch werden Gleichungen wesentlich iibersichtlicher. Geometrisierte Einheiten, welche Gleichung
(2.1) geniigen, werden auch Gravitational Units genannt [1].

Fiir Berechnungen mit diesen geometrisierten Einheiten miissen die verschiedenen Gréf3en durch
Multiplikation einer geeigneten Kombination von ¢, G, kz und # in kompatible Einheiten umgerechnet
werden. Die Anwendung und der Umgang mit diesen Einheiten wird in Abschnitt 3.1 thematisiert.

2.2 Null-Temperaturndherung

Bereits kurz nach der Entstehung eines Neutronensternes fillt seine Temperatur auf etwa 10'° K [1].
Temperaturen dieser Grofdenordnung entsprechen einer thermischen Energie von rund 1 MeV. Nach
weniger als einer Millionen Jahren sind die Neutronensterne sogar noch weiter abgekiihlt auf etwa
10° K [1]. Auf einer nuklearen Energieskala sind Energien dieser GroRenordnung klein.

Die im Inneren eines Neutronensternes auftretenden Energien und Energiedichten sind wesentlich
grofer als 1 MeV. Bis auf die dulderen Bereiche eines Neutronensternes kann die thermische Ener-
gie der Materie daher ohne Weiteres vernachléssigt werden. In Abschnitt 5.1 wird der Einfluss der
Temperatur auf die dulleren Teile der Kruste kurz thematisiert.

Letztlich konnen die Sterne jedoch als gédnzlich kalt angenommen werden, da die Temperatur kei-
nen wesentlichen Einfluss auf die im Folgenden berechneten duf3eren Eigenschaften, wie Masse und
Radius, hat.
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2.3 Allgemeine Relativitatstheorie

Ziel dieses Abschnittes ist es die wesentlichen Aspekte und mathematischen Konstrukte der allge-
meinen Relativitatstheorie (ART) vorzustellen, welche zum Verstédndnis und der Herleitung der TOV-
Gleichung in Abschnitt 2.3.6 noétig sind. Fiir weiterfiihrende Informationen und ein tieferes Verstand-
nis bietet sich zum Beispiel [11] als Lektiire an.

Die ART beschéftigt sich mit der Wechselwirkung zwischen Materie und der vier-dimensionalen
Raumzeit. Energie und Impuls von Materie beeinflussen die Geometrie der Raumzeit. Die Gravitation
kann im Rahmen dieser Theorie als geometrische Eigenschaft der gekriimmten Raumzeit verstanden
werden.

2.3.1 Grundlegende Konzepte der ART

Die ART folgt drei grundlegenden Prinzipien: dem allgemeinen Relativititsprinzip, dem Aquivalenz-
prinzip und dem Machschen Prinzip.

Das allgemeine Relativititsprinzip verallgemeinert das bereits aus der speziellen Relativitédtstheo-
rie (SRT) bekannte Relativitdtsprinzip von Inertialsystemen auf beliebig bewegte Bezugssysteme: Die
allgemeinen Naturgesetze miissen in allen Koordinatensystem gelten. In der speziellen Relativitéts-
theorie haben die Gesetzte der Physik nur in gleichférmig bewegten Inertialsystemen die gleiche
Form, in der ART haben sie auch in beschleunigten Koordinatensystemen die gleiche Form.

Das schwache Aquivalenzprinzip beschreibt die Aquivalenz von Trigheits- und Gravitationskrif-
ten. Notwendig dafiir ist die Gleichheit von schwerer und trager Masse. Das von Einstein verallge-
meinerte starke Aquivalenzprinzip besagt, dass ein homogenes Gravitationsfeld einer entsprechenden
gleichméligen Beschleunigung in der flachen Raumzeit entspricht. Im Bezugssystem eines in einem
Gravitationsfeld frei fallenden Beobachters sind auf hinreichend kleinen Raum- und Zeitskalen keine
Gravitationsfelder vorhanden.

Eine beliebte Formulierung des Machschen Prinzips besagt, dass die Tragheitskréfte eines Korpers
von dessen Bewegung relativ zu anderen Korpern/Massen abhédngen, nicht von dessen Bewegung
relativ zu einem absoluten Raum. Die Vereinbarkeit des Machschen Prinzips und der ART hingt im
Detail jedoch stark von der genauen Formulierung des Prinzips ab und ist in der allgemeinen Form
nicht gegeben.

2.3.2 Mathematische Grundbegriffe und allgemeine Relationen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten mathematischen Grundbegriffe der ART eingefiihrt. Form
und Notation der folgenden Ausfiihrungen entsprechen der in [1] verwendeten. Die Funktion und
Bedeutung der einzelnen Konstrukte wird in den folgenden Abschnitten deutlich.

Genau wie die SRT ist die ART auf dem nicht-euklidischen vier-dimensionalen Riemannschen
Raum, dem Lorentz Raum der Raum-Zeit formuliert.

xt = (ct,xl,xz,xs) (2.2)

Eine entscheidende Rolle in Rechnungen im Rahmen der ART spielt der metrische Tensor g,,,, wel-

cher zur Transformation zwischen kovarianten und kontravarianten Grof3en dient:
Ay =8uy A

2.3
Ab =gl A 2.3)
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wobei g"” der inversen Transformation von g, entspricht und A”, A, zwei beliebige kontra- bzw.
kovariante Vektoren sind. Man spricht von ,,Hoch-“ und ,,Heruntersetzten“ der Indizes. Im Gegensatz
zum Minkowski Tensor 7, der SRT, ist der metrische Tensor eine Funktion der vier-dimensionalen
Raum-Zeit.

Die Beschreibung des folgenden Problems fiihrt zu weiteren elementaren Grundbegriffen: Gesucht
sind die Bewegungsgleichungen eines sich in einem frei fallenden Koordinatensystem befindlichen
Teilchens, unter Einfluss eines beliebigen Gravitationsfeldes, in Einklang mit den in Abschnitt 2.3.1
vorgestellten Konzepten der ART. Beschrieben aus dem frei fallenden System mit den Relativkoordi-
naten £* lasst sich die Bewegungsgleichung

d2€a
0= 2.4
7.2 2.4
einfach aufstellen. Die Ausdriicke
At =1,pdE*dEP (2.5a)
= guydxtdx” (2.5b)

beschreiben das invariante Intervall/Linienelement, welches den Abstand von zwei benachbarten Er-
eignissen in beiden Koordinatensystemen angibt. Aus den Gleichungen (2.5) lasst sich die Relation

dE* 9P
=25 %5 2.
8uv= G axr 1% (2.6)

fiir den Zusammenhang zwischen metrischen und Minkowski Tensor herstellen.
Die Relativkoordinaten des frei fallenden Systems £ konnen als Funktionen der Koordinaten eines
beliebigen Referenzsystems x* betrachtet werden. Mittels der Kettenregel

_o¢*
© Jxm

dg® dxt 2.7)

lasst sich die Bewegungsgleichung (2.4) tiber die Koordinaten des Referenzsystems ausdriicken

a gk
0= % (%%) (2.8a)
a q2yk 2ra Y
L
N dd:Z iv%iixf ’ (2.8¢)
iiber den sogenannten affinen Zusammenhang Fjw
e 2.9

W= gEa gxngxy

Vergleicht man die Bewegungsgleichung (2.4) im frei fallenden System mit der aus dem Referenz-
system (2.8c), so beschreibt der zweite Term aus (2.8c) die Effekte des Gravitationsfeldes auf das
Teilchen.

Den durch Gleichung (2.8c) beschrieben extremalen Pfad in der Raumzeit nennt man Geodadte.
Gleichung (2.4) beschreibt den selben Pfad im frei fallenden Koordinatensystem. In diesem hat er die
Form einer geraden Linie.

8 2 Theoretische Grundlagen



Mittels des Christoffel Symbols {} lasst sich der affine Zusammenhang iiber den metrischen Tensor
und dessen partielle Ableitungen ausdriicken:

uv

1 K
ng (S + &epr T Gunnc) (2.10)

A 1 8g agk‘ ag v
A _ T oA KY u uy
{ } [8x“ " dx” * dxx

~luvf T 28 =

mit den partiellen Ableitungen in Kompaktnotation: 3 g,,/dx" = g, ;.
Die kovariante Ableitung eines beliebigen kovarianten Vektors A,, ist gegeben durch

_ 44
T dx

Ay, -—T7, 4y, (2.11)

wiahrend analog die kovariante Ableitung eines beliebigen kontravarianten Vektors gegeben ist durch

Al-L = dA'u

v dx?”

—TH A, (2.12)

Mit den eingefiihrten Grundbegriffen lasst sich der Riemannsche Kriimmungstensor

RP =TFP —TP +T%TP —T%TP (2.13)

ouy oV,U ou,v ovau ou-ay

formulieren. Aus diesem lassen sich unter anderem der Ricci Tensor,

_ _ p
R,y =R;  =T0 —T¢ —ToT +T% e, (2.14)

und der Kriimmungsskalar,

R=g"R,,, (2.15)

ableiten.
Aus den dritten kovarianten Ableitungen eines beliebigen kovarianten Vektors lassen sich fiir den
Riemannschen Kriimmungstensor die Bianchi Identitdten

szp;cr +RZOV;p +RZp0;v =0 (2.16)

ableiten. Durch Umformung der Bianchi Identititen lésst sich folgender Ausdruck herleiten:
v 1 v
(R“ ——gt R) =0. (2.17)
2 o
Der Ausdruck in den Klammern in Gleichung (2.17),

1
G" =R — g, (2.18)

wird Einstein Tensor genannt.
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2.3.3 Einsteinsche Theorie und Feldgleichungen

Mit Hilfe der in Abschnitt 2.3.2 eingefiihrten Grundbegriffe lassen sich die Grundprinzipien der ART
nach [12] folgendermalden beschreiben:

Die Natur lasst sich iiber einen vier-dimensionalen Riemannschen Raum, den Lorentz Raum beschrei-
ben. Im freien Raum ist die Raum-Zeit flach und in einer kartesischen Basis ist seine entsprechende
Metrik die Lorentz Metrik. Zu jedem Ereignis im gekriimmtem Raum existiert ein ebener Tangential-
raum mit Lorentz Metrik.

Die Bahnen von Punktteilchen sind Geodaten im gekriimmten Raum, welche durch die sogenannte
Geoddtengleichung (2.8c) beschrieben sind.

Die sogenannten Einsteinschen Feldgleichungen,
G*’ =kT", (2.19)

beschreiben die Struktur des gekriimmten Raumes. Dabei ist G*” der in Gleichung (2.18) iiber den
Ricci Tensor und den Kriimmungsskalar hergeleitete Einstein Tensor, T#” ist der Energie-Impuls Tensor
und k ist ein entsprechender Stirkefaktor. Die Einsteinschen Feldgleichungen beschreiben, in Form
einer nicht-linearen Differentialgleichung, den Zusammenhang zwischen der Metrik des gekriimmten
Raums und dem Energie-Impulstensor des betrachteten Systems.

Der Starkefaktor k lasst sich durch den Vergleich der ART mit der Newtonschen Gravitationstheorie
als k = —87G bestimmen. Damit folgt fiir die Feldgleichungen,

G"" =—-8nGT", (2.20)

mit der Gravitationskonstante G.

2.3.4 Metrik statischer, isotroper Raumzeit

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Metrik fiir statische, isotrope Raumzeit in sphérischen Koordi-
naten vorgestellt und anschlieRend werden die daraus resultierenden Komponenten des Ricci Tensors
angegeben.

Fiir ein statisches Problem sind die Komponenten des metrischen Tensors g,,, zeitunabhéngig. Zur
Beschreibung der restlichen Komponenten werden sphérische Koordinaten,

K=t xt=r x2=0, x}=¢, (2.21)

verwendet, da sich diese fiir die in Abschnitt 2.3.5 und 2.3.6 folgenden Uberlegungen anbieten. Das
Linienelement dt2 hat unter Erhaltung der sphirischen Symmetrie die Form

dt? =e?"Md? — M dr?2 — 12492 — 12 sin? 0dp2. (2.22)

wobei A und v Funktionen des Radius r sind. Uber Koeffizientenvergleich mit Gleichung (2.5) lassen
sich die Komponenten des metrischen Tensors bestimmen:

8oo = e2v(r)’ (2.23a)
g =—e0), (2.23b)
822 = —r?, (2.230)
33 =—rsin’0, (2.23d)
8uy=8""=0 (VYu# ). (2.23€)
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Uber den metrischen Tensor ldsst sich der affine Zusammenhang nach Gleichung (2.10) aus-
driicken. Anschlieend lasst sich mit dem affinen Zusammenhang der Ricci Tensor nach Gleichung
(2.14) formulieren. Fiir die nicht verschwindenden Komponenten des Ricci-Tensors gilt

2 /
Roo = (_V” + A — 2 — _v) e, (2.242)
r
22/
Ryy=v"—AvV+v?—", (2.24b)
r
Ryy=(1+rv —rd)e? 1, (2.24¢)
R33 = R22 Sinz 9, (2.24(1)

mit A und v als Funktionen des Radius r und v”, v und A’ als Ableitungen dieser Funktionen nach
dem Radius. Mittels Gleichung (2.15) gilt fiir den Kriimmungsskalar

_ _ 2
R= gWRW =e 2vRoo —e 2}LRH - ﬁRzz

(2.25)

2 A/ v 2
=e 2 {—2v”+27t’v’—2v’2— — +4— —4—} +—.
r2 r r r2

2.3.5 AuBere Schwarzschild Lésung

Die Einsteinschen Feldgleichungen haben aufderhalb eines statischen Sterns eine einfache Form, da
aullerhalb des Sterns (r > R) Energiedichte € und Druck p verschwinden. Damit verschwindet der
Energie-Impuls Tensor und die entsprechenden Einsteinschen Feldgleichungen lauten

G" =o0. (2.26)

Uber Gleichung (2.18) lasst sich zeigen, dass aus dem Verschwinden des Einstein Tensors G*” = 0
auch das Verschwinden des Ricci Tensors R, = 0 sowie das Verschwinden des Kriimmungsskalars
R = 0 folgt.

Im vorhergegangen Abschnitt 2.3.4 wurden in Gleichung (2.24) die Komponenten des Ricci Tensors
fiir statische, isotrope Raumzeit vorgestellt. Aus dem Verschwinden der ersten beiden Komponenten
Rgo =R;; =0 folgt

A+ =0. (2.27)

Fiir grof3e Entfernungen zum Stern muss A plus v ebenfalls verschwinden,
A+v=0, (2.28)

da der Raum in grofler Entfernung zum Stern flach, das heilst von ihm nicht beeinflusst, sein muss.
Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen und dem Verschwinden von R,, erhélt man

(1+2rv)e? =1. (2.29)

Diese Differentialgleichung lésst sich durch Integration l6sen. Dabei wéhlt man im Hinblick auf die
Newtonschen Gravitationstheorie als Integrationskonstante ¢ = M G mit der Masse des Sterns M und
der Gravitationskonstante G. Es ergibt sich

M fir r>R (2.30)
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als Losung. Fiir e?* folgt

26M\ !
e”:e‘z”z(1— G ) fir r >R. (2.31)
r

Mittels der Gleichungen (2.22) und (2.23) lsst sich aus den Lésungen fiir e2” und e2* die sogenannte
(dufsere) Schwargschild Losung (K. Schwarzschild, 1916) fiir den Auflenraum sphérischer, statischer
Sterne formulieren

-1

dt? = (1 — 2GM)dt2 — (1 — ZGM) dr?—r?d6%—r?sin®?0d¢? fiir r >R, (2.32)
r r
Zoo(r)=1-— 2GM fir r >R, (2.33a)
-1

g11(r) =—(1—2GTM) fiir r >R, (2.33b)
goa(r) =—r2, (2.33¢)
g33(r, 0) = —r?sin® 0, (2.33d)
guv=28""=0 (VYu#). (2.33¢)

2.3.6 Tolman-Oppenheimer-Volkoff Gleichung

Im Inneren (r < R) eines Sterns verschwinden Energiedichte ¢ und Druck p nicht. Der Energie-
Impuls-Tensor eines relativistischen, statischen, spharisch symmetrischen Sterns im hydrostatischen
Equilibrium hat in kartesischen Koordinaten die einfache Form:

e 0 0 O
O —p 0 O
wy —
T = 0 0 —p 0 (2.34)
0O 0 0 —p
Nach den Gleichungen (2.18) und (2.20) gilt
1
GH” =R" — Eg’”R =—8nGT"". (2.35)

Aus Abschnitt 2.3.4 sind der Ricci Tensor und der Kriimmungsskalar fiir statische, isotrope Raumzeit
nach den Gleichungen (2.24) und (2.25) bekannt. Setzt man diese Ausdriicke in die Feldgleichungen
(2.35) mit dem entsprechenden Energie-Impuls-Tensor (2.34) ein, so lassen sich e~2* und anschlie-

Rend A’, v/, ¥ und v? als Funktionen von Druck p und Energiedichte e ausdriicken [1]. Fiir e2*
gilt
8nG ("
e =122 [ (P)RdF. (2.36)
r

0

An der Oberflache des Sterns (r = R) muss die Losung in die dulBere Schwarzschild Losung iiber-
gehen. Vergleicht man daher Gleichung (2.33) mit (2.36), so findet man fiir die bis zum Radius r
eingeschlossene Masse M(r) die Identitét

r

M(r)=4ﬂ:J e(F)F2dF. (2.37)
0
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Die Masse des Sterns M, welche in der Herleitung der dulleren Schwarzschild Losung als Integrati-
onskonstante auftrat, entspricht M(R). Damit gilt in Konistenz mit der &ulseren Schwarzschild Losung

o))" 2w

811(7‘)=—€21=—(1— -

Fasst man dieses Ergebnis mit den Ergebnissen fiir A’, v/, v und v zusammen [1], so erhilt man
die sogenannte Tolman—Oppenheimer—Volkoff Gleichung

d_p _ _[p(r) + e(r)] [M(r) + 47'cr3p(r)]

, (2.39)
dr rir—2M(r)]

in geometrisierten Einheiten (G = ¢ = 1) nach Abschnitt 2.1.

In Kombination mit einer Zustandsgleichung, welche fiir die TOV Gleichung an sich nur die Ener-
giedichte e als Funktion des Druckes p liefern muss, und dem Ausdruck fiir die eingeschlossene
Masse (2.37) bestimmt die TOV Gleichung die Struktur eines Sterns mit gegebenem Anfangswert
(p(r = 0) = p.) vollkommen. Unter Struktur in diesem Sinne sind sowohl dulere Eigenschaften, wie
Masse M oder Radius R, als auch innere Eigenschaften, wie der Verlauf des Druckes p(r) oder der
Energiedichte e(r), gemeint.

Neben der in Gleichung (2.39) gegebenen, kompakten Version der TOV-Gleichung in geometrisier-
ten Einheiten, ist eine ausmultiplizierte Version mit den Konstanten G und c¢ ebenfalls sehr geldufig

-1
Z—Ir):—r—GZ [e(r)+1%] [M(r)+4nr3%][1—26%r(r)] ) (2.40)

Diese Gleichung hat drei relativistische Faktoren der Ordnung 1/c?. Im nicht-relativistischen Grenz-
fall (c —» o0) geht die TOV Gleichung (2.40) in die Gleichung des Newtonschen hydrostatischen
Gleichgewichts

dp __GM()e(r) __GM()p(r)

= 241
dr r2  c? r2 @41

iiber. In Gleichung (2.41) mit p(r) als klassische Massendichte.

2.4 TOV-Gleichung als Differentialgleichung des chemischen Potentials u

In diesem Abschnitt soll die TOV Gleichung als Differentialgleichung des chemischen Potentials for-
muliert werden.

In den meisten thermodynamischen Modellen ist die Energiedichte e als Funktion des Druckes p,
wie sie fiir die TOV Gleichung in p bendétigt wird, nicht einfach zugénglich. Oftmals sind € und p als
Funktionen des chemischen Potentials u wesentlich einfacher zu erhalten. Dies ist zum Beispiel im
Fall der Fermi-Gas Zustandsgleichung aus Abschnitt 2.5 zutreffend. Daher ist eine Formulierung der
TOV Gleichung in u in diesen Fillen wesentlich komfortabler als die Gleichung in p.

Fiir die folgende Herleitung werden einige elementare thermodynamische Relationen und Zusam-
menhénge verwendet, die auch fiir die folgenden Ausfiihrungen zu Hybridsternen wichtig sind.

Die linke Seite der TOV Gleichung (2.39) lasst sich nach der Kettenregel formulieren als

dp _ dp du

= . 2.42
dr dudr (2.42)
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Die Ableitung dp/du lasst sich aus der Gibbs-Duhem Gleichung

> Ny, =—SdT +Vdp (2.43)

ableiten, in sofern man von nur einer Teilchenart i = 1 und einem isothermen Prozess d T = 0 ausgeht.
Im Rahmen dieser Arbeit werden nach Abschnitt 2.2 nur kalte Sterne (T = 0) betrachtet. Fiir die
folgenden Rechnungen mit der TOV Gleichung in u ist die Betrachtung von nur einem chemischen
Potential ausreichend. Die Gibbs-Duhem Gleichung lautet fiir diesen Fall

d N
Ndqudp(:)—p:—:p (2.44)
du V
mit dT =0, i = 1 und der Teilchendichte p.
Der Druck ist allgemein definiert als
JE
=——. 2.45
p v (2.45)

Diese Definition muss auch mikroskopisch, also fiir die Energie und das Volumen pro Teilchen, gelten.
Damit kdnnen folgende Identititen fiir den Druck hergeleitet werden

— _a(E/N) _ 0 E _ 2i E _ ﬁ_ _ B
~ A(V/N) a(l/p)(p) Pap(p) Pa, €T PETE (2.46)

wobei im letzten Schritt folgende elementare Definition des chemischen Potentials

U=— (2.47)

verwendet wurde. Aus Gleichung (2.46) ldsst sich eine weitere Identitdt des chemischen Potentials
herleiten

u= (2.48)

o}
Mit den Gleichungen (2.42), (2.44) und (2.46) kann die TOV Gleichung (2.39) schlieflich {iber das
chemischen Potential formuliert werden

3
du __p(M+dnr p)_ (2.49)

dr r(r—2M)

2.5 Fermi-Gas Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wird eine Zustandsgleichung fiir ein ideales, kaltes, entartetes Fermi-Gas aus Neu-
tronen hergeleitet. Dieses einfache Modell fiir eine Zustandsgleichung eines puren Neutronensterns,
beschreibt ein Gas aus nicht wechselwirkenden Neutronen, welches sich bei jeder gegebenen Baryo-
nendichte p im energetisch niedrigsten Zustand befindet. Dieser Zustand wird Equilibrium genannt.

Neutronen sind Fermionen und unterliegen daher der Fermi-Dirac-Statistik und somit dem Pauli-
Prinzip. Ein quantenmechanischer Zustand kann nur von einem Fermion besetzt werden. Daher wer-
den alle Impuls-Eigenzustdnde bis zur Fermi-Kante/Fermi-Energie k;/E bevolkert, man spricht von
einem entarteten Fermi-Gas.
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Gesucht ist zundchst ein Ausdruck fiir die Baryonendichte p bzw. die Teilchenzahl N. Dazu benétigt
man einen Ausdruck fiir den Wellenvektor k, eines Teilchens in einem Wiirfel der Kantenldnge L:

k,=—i (2.50)

mit i = (ny,n,,n3)" fiir die den Raumrichtungen entsprechenden Einteilchenzustinden {|i)} [13,
14]. Im Rahmen der eingefiihrten geometrisierten Einheiten ist der Wellenvekor gleich dem Impuls.
Im thermodynamischen Limes, hier explizit im Grenzfall eines grof3en Systems, kann die Summation
iiber alle Einteilchenzustinde {|ri)} durch eine Integration ersetzt werden

Zf(k)—> fd kf(k)% (2.51)

mit einer Verteilungs-/Besetzungsfunktion f (k). Die Besetzungsfunktion gibt die Besetzungsdichte
der Zusténde an. Die partiellen Ableitungen lassen sich mit Gleichung (2.50) einfach bilden

a(nl,nz,ng)_(anl)(anz)(ang)_( L )3_ 1% 2.52)
A(ky, ko, ky)  \ 3k, J\ 8k, J\ ks ) \2m) — (2m)3’ '
Fiir Fermionen mit Spin 1/2 kann jeder Impuls-Eigenzustand mit zwei Fermionen, eins mit Spin T und

eins mit Spin |, besetzt werden. Die Zustdnde werden bis zur Fermi-Kante k; besetzt. Damit hat die
Besetzungsfunktion die Form einer Heaviside-Funktion

f (k) =20(k; —k). (2.53)
Mit den beiden Gleichungen (2.52) und (2.53) kann Gleichung (2.51) in sphérischen Koordinaten
integriert werden
kp ;o 3
1 \% k k
pP=7 f d’k 20(k; —k)—— :L de =L, (2.54)

(2m)3 3m?

Die Entartung und damit die bisherigen Ausfiihrungen gelten nur bei kleinen Temperaturen T,

T < Ep =4/ k2 +m2, (2.55)

da die Sterne jedoch generell als kalt (T = 0) angenommen werden, ist diese Bedingung ohne Weite-
res erfiillt.
Die Energie pro Impuls-Eigenzustand ist gegeben durch

€r = VkZ2+m2. (2.56)

Damit gilt es fiir die Energiedichte ein zu Gleichung (2.54) dhnliches Integral zu 16sen

kp
1
f d3k 2@(kf —k)Vk2+m2 —J k24 k2 + m2dk. (2.57)
0

(2 B 2

Die Losung dieses Integrals kann in [15] nachgeschlagen werden. Des Weiteren ist sie in [1] ausfiihr-

lich angegeben.
1 m2 m? v/ k2 +m2+kF
€= I 2|:kF\/k§+m2(k1%+7)—71n( F

m
1 9 9 4, [t ke
=8 |:kF,u(2,u —m )—m ln(—

(2.58)
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Mit dem chemischen Potential
pu=Ep=+/m2+k2, (2.59)

welches fiir T = 0 genau der Fermi-Energie entspricht.
Der Druck lasst sich am besten {iber Gleichung (2.46) aus der Baryonendichte p, der Energiedichte
€ und dem chemischen Potential u mittels den Gleichungen (2.54), (2.58) und (2.59) herleiten

1 2 4 (WJkE+m2+k
P=1 z[km/kg+m2(k§,—3’; )+3’; ln( £ F)]
Y

m
+k

[kFu(Z,uz —5m2) +3m* ln(u)] .
m

(2.60)

= 242

Die Gleichungen (2.58) und (2.60) konnen als Zustandsgleichungen fiir die TOV Gleichung in u
verwendet werden.

2.6 Allgemeine Anforderungen und Kausalitatsbedingung an Zustandsgleichungen

Eine kausale Zustandsgleichung erfiillt nach [1] drei wesentliche Kriterien:

(1) Sie muss dem Prinzip von Le Chatelier folgen: Die Materie ist stabil stabil gegen spontanen
Kollaps oder Kontraktion. Fiir die Zustandsgleichung bedeutet dies dp/de > 0, der Druck
als Funktion der Energiedichte muss monoton steigen. Im Fall eines Phaseniibergangs erster
Ordnung gilt an diesem dp/de = 0.

(2) Die Schallgeschwindigkeit v, muss kleiner sein als die Lichtgeschwindigkeit

d
5o\ 2 (2.61)
C de

(3) Eine Zustandsgleichung, welche Materie bei hohen Dichten p > p, beschreibt, muss bei nied-
rigen Dichten in eine Zustandsgleichung fiir "‘gewohnliche“ Materie iibergehen. Diese ist in
dieser Arbeit in Abschnitt 5.1 iiber die BPS/NV Zustandsgleichung gegeben.

Eine thermodynamisch konsistente Zustandsgleichung muss des Weiteren die verschiedenen thermo-
dynamischen Groflen, wie p, p, € und u, derart in Verbindung setzen, dass die grundlegend thermo-
dynamischen Relationen erfiillt sind. Aus Abschnitt 2.4 wéren dies insbesondere (2.46), (2.47) und
(2.48).

Die Maximalmasse eines Sterns mit einer thermodynamisch konsistenten Zustandsgleichung fiir
den kausalen Grenzfall dp/de = 0 wird in [1] berechnet. Sie betragt

M, = 3.14M, (2.62)

und ist damit die hochste, fiir einen Neutronenstern mit kausaler Zustandsgleichung mogliche, Maxi-
malmasse.
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3 Implementierung

Samtliche numerische Berechnungen wurden mit Wolfram MarHeMaTtica 9.0.1 durchgefiihrt. Die zen-
tralen Methoden zum Losen der TOV-Gleichung und zum Auffinden der Maximalmassen sind elemen-
tar implementiert und verwenden keine hoheren MarHEmaTicaA Methoden.

3.1 Konstanten und Umrechnungsfaktoren

Die in Tabelle 3.1 aufgelisteten Naturkonstanten und Grofden wurden fiir die Berechnungen und fiir
die Herleitung der Umrechnungsfaktoren verwendet.

Konstante Symbol Wert
Vakuumlichtgeschwindigkeit c 2.99792458 - 10® ms™!
Gravitationskonstante G 6.67384(80) - 107! m3kg~!s2
Boltzmann-Konstante kg 1.3806488(13) - 10723 JK*
Reduziertes Plancksches Wirkungsquantum n 1.054571726(47) - 1073* Js
Elementarladung e 1.602176565(35) - 107 C
Elektronenmasse m, 9.10938291(40) - 102! kg
Protonenmasse m, 1.672621777(74) - 10727 kg
Neutronenmasse m, 1.674927351(74) - 107%" kg
Solare Masse M, 1.9884(2) - 10*° kg

Tabelle 3.1: Naturkonstanten und GréBen nach [1, 16, 17, 18]

Im System der in Abschnitt 2.1 vorgestellten geometrisierten Einheiten ist es, durch entsprechende
Multiplikation bzw. Division von ¢, G, i und kg, moglich, die Dimensionen verschiedenster Grof3en
umzurechnen:

1s=1s%c=2.99792-10% m, (3.1a)
G
1kg=1kgx— =7.42565-10>° m, (3.1b)
C
1K=1Kxkg=1.38065-10"%J, (3.10)
G
1J=1J%— =8.26215- 107* m. (3.1d)
C

Fiir die folgenden Berechnungen sind fic und der Umrechnungsfaktor zwischen MeV und km wichtig.

hic = 197.327 MeVfm (3.2)

1 MeV = 1.32374-107% km (3.3)

Letzteren kann man aus Gleichung (3.1d) unter Verwendung der Elementarladung errechnen.
Fiir die folgenden Berechnungen ist es sinnvoll sowohl Druck als auch Energiedichte in der
kernphysikalischen Einheit MeV/fm® anzugeben. Gleichung (3.4a) beschreibt den Zusammenhang
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zwischen MeV/fm® und den mikroskopischen, kanonischen Einheiten fiir Druck (dyne/cm?) und
Dichte (g/cm?).

1 MeV/fm® = 1.60218 - 103 dyne/cm? = 1.78266 - 10'? g/cm?® (3.4a)
=1.32374-10"° km™ (3.4b)

In der TOV Gleichung ist es praktikabel Driicke und Energiedichten in MeV/fm3, Radien in km und die
Masse, nach Gleichung (3.1b), ebenfalls in km anzugeben. Damit ist der einzige, fiir die Losung der
TOV Gleichung in p, benétigte Umrechnungsfaktor der Zusammenhang zwischen MeV/fm® und km™2,
dieser ist in Gleichung (3.4b) angegeben und folgt direkt aus Gleichung (3.3).

Um die in den Berechnungen vorkommenden Massen zu relativieren, bietet sich als Referenzmasse

die Masse der Sonne
Mg =1.1154-10% MeV = 1.4765 km (3.5)

an. Diese ist aus Tabelle 3.1 in Kilogramm bekannt und kann mittels Gleichung (3.1b) fiir Berechnun-
gen im Rahmen der TOV Gleichung in Kilometer umgerechnet werden.

Der Umgang mit den Dimensionen in der TOV Gleichung wird in Abschnitt 3.2 angesprochen und
explizit im Anhang A.1 erldutert.

Eine weitere vor allem im Zusammenhang mit Zustandsgleichungen auftretende GréR3e ist die nor-
male nukleare Baryonendichte p,, welche sich im Rahmen des Tréopfchen-Modells einfach abschétzen

lasst
3 3 2 .3 -3
=—r °*=—k ~0.17 fm °, 3.6
Po=grlo T3 (3.6)
mit dem Fermi-Impuls k; ~ 1.36 fm™! nach [9]. Die entsprechende normale nukleare Energiedichte
€ lasst sich mit Hilfe der mittleren Bindungsenergie pro Nukleon B/A ~ —16 MeV nach [9] und der
mittleren Nukleonenmasse m = (m, +m,)/2 = 938.9 MeV abschétzen mit

B _
€0 = (Z + m) Po ~ 156.9 MeV/fm>. 3.7)

3.2 TOV Gleichung und Abbruchbedingung

Um die Struktur eines Sternes, p(r) und e(r), sowie seine dulleren Eigenschaften, Masse M = M(R) =
Mp und Radius R, zu bestimmen gilt es nach Abschnitt 2.3.6 die TOV Gleichung (2.39) mit der zuge-
horigen Bestimmungsgleichung der eingeschlossenen Masse (2.37) zu 16sen.

Dazu wird die TOV Gleichung schrittweise von Innen (r = 0) nach Auen (r = R) geldst. Als
Anfangswert im Zentrum des Sterns muss der Inititaldruck

p(r=0)=p, (3.8)

angegeben werden. Wahlt man die Schrittweite Ar klein genug, ist die Annahme, dass p, € und M
wéhrend eines Schrittes konstant sind, gerechtfertigt. Der Differentialquotient dp/dr kann somit in
einen Differenzenquotient Ap/Ar umgeschrieben werden. Die TOV Gleichung (2.39) lasst sich damit
nach der Anderung des Druckes Ap aufldsen

3
Ap:_[p+e][M+47rr p]Ar. 3.9)
rir—2M]
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Fiir die Anderung der Masse gilt nach Differenzieren der Gleichung (2.37)

dM
= 47'C€(T')T'2. (3.10)
dr

Nach jedem Schritt Ar dndert sich der Druck um Ap und die Masse um eine Kugelschale der Dicke

Ar und des Radius r. Die Masse AM einer solchen Schale ist damit abhidngig von der Energiedichte

e(r) =e(p(r)), (3.11)

welche iiber die Zustandsgleichung durch den Druck p(r) gegeben ist, vom aktuellen Radius r und
der Schrittweite Ar

r+Ar 4
AM :47'cf eF2dF = g77.-eAr(3r2+3rAr+Ar2). (3.12)
r

Bei der Integration von Gleichung (3.10) ist die Annahme eines konstanten Druckes und damit auch
einer konstanten Energiedichte wihrend des Schrittes entscheidend, um die Integration zu Gleichung
(3.12) auszufiihren.

Im ersten Schritt von r = 0 dndert sich die Masse um

AM, = gne(pc)Ar3 (3.13)

und die Druckidnderung ist gegeben durch

¢ telp)][4nr?
ppy= @A) ot eI =0, (3.14)

rr]
da fiir r = 0 keine Masse eingeschlossen ist. Im ersten Schritt &ndert sich der Druck demnach nicht,
es gilt fiir p(r = Ar) =p..
Fiir die Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit wurde eine konstante Schrittweite von

Ar=1m (3.15)

gewahlt. Proberechnungen mit kleineren Schrittweiten lieferten extrem dhnliche Ergebnisse. Eine
Schrittweite von einem Meter bildet einen guten Kompromiss zwischen Leistung und addquaten Er-
gebnissen.

Mit den Gleichungen (3.9) und (3.12) lasst sich die TOV Gleichung in einem Eulerverfahren schritt-
weise l0sen.

Als Abbruchbedingung lasst sich Abschnitt 2.3.6 entsprechend p = 0 wahlen. Im Inneren eines
Sterns muss der Druck positiv sein, um dem Gravitationsdruck entgegen zu wirken [1]. An der
Oberfldache des Sterns r = R verschwindet der Druck. Damit hat der Stern eine Gesamtmasse von
M = M(R) und einen Radius R.

An der Oberflache gilt sowohl die TOV Gleichung als auch die dufdere Schwarzschild Losung. Au-
Rerhalb des Sterns muss der Energie-Impuls Tensor T#” und damit auch Druck und Energiedichte
verschwinden. Der Druck ist eine kontinuierliche Funktion, auch an der Oberflache. Die Energiedich-
te ist nicht immer eine kontinuierliche Funktion am Rand.

Im Fall des idealen, kalten, entarteten Fermi-Gases aus Abschnitt 2.5 ist die Energiedichte auch am
Rand kontinuierlich. Die {iber die Fermi-Gas Zustandsgleichung beschriebenen puren Neutronenster-
ne aus Kapitel 4 haben damit eine Atmosphére. Der berechnete Radius entspricht somit dem dul3ersten
Rand dieser Atmosphére.
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Im Falle der BPS Zustandsgleichung aus Abschnitt 5.1 fiir die Kruste eines Neutronensterns ist die
Energiedichte am Rand nicht kontinuierlich. Aul3erhalb des Sternes verschwindet die Energiedichte,
aber innerhalb des Sternes hat sie auch auf der Oberflache einen nicht verschwindenden Wert. Im
Falle der BPS Zustandsgleichung hat der Grundzustand hadronischer Materie bei p = 0 am Rand des
Sternes die Energiedichte von Eisen 56 (ez, = 7.861 g/cm?). Ein Stern mit einer {iber die BPS Zu-
standsgleichung beschriebenen Kruste hat keine Atmosphére sondern eine harte Oberflache.

Im Anhang A.1 ist der MarHEMATICA Code, der hier im Abschnitt vorgestellten Implementierung,
abgebildet und der explizite Umgang mit den vorkommenden Einheiten wird beschrieben.

3.3 Golden Maximum Methode zur Bestimmung der Maximalmasse

Um die maximale Masse eines Sterns bei gegebener Zustandsgleichung zu bestimmen, wird zunéachst
eine Methode benotigt, welche zu einer gegebenen Zustandsgleichung im Wesentlichen die resultie-
rende Masse als Funktion des Zentraldrucks zuriickliefert. Dazu wird eine abgewandelte Form der in
Abschnitt 3.2 vorgestellten Methode zur Losung der TOV-Gleichung verwendet, welche im Folgenden
als TOVpMR bezeichnet wird. Anstatt das Ergebnis jedes einzelnen Schrittes zu speichern, werden nur
die Masse und der zugehorige Radius zu einem eingegeben Zentraldruck ausgegeben.

Um die maximale Masse zu ermitteln, wird nun noch eine Methode benotigt, welche mit moglichst
wenigen Aufrufen einer Funktion deren Maximum in einem gegebenen Intervall findet. Ein geeigne-
tes Verfahren ist die sogenannte Golden Section Search in One Dimension, wie sie in [19] vorgestellt
wird. Es handelt sich um ein elegantes und recht einfach zu implementierendes Verfahren, welches
ein Maximum einer Funktion func auf einem gegebenen Intervall [ax,cx] mit einem Aufpunkt bx
schrittweise in immer kleiner werdenden Intervallen [x0, x3] eingrenzt. Nach zwei anfanglichen Auf-
rufen der Funktion wird pro Schritt nur ein weiterer Aufruf der Funktion benétigt. Dazu wird in jedem
Schritt eine neue Stiitzstelle im aktuellen Intervall gewahlt. Die Stiitzstelle wird stets so gewahlt, dass
das aktuelle Intervall durch sie im Goldenen Schnitt (0.382 : 0.618) geteilt wird. Dadurch wird das
Intervall, in dem sich das Maximum befindet, pro Schritt um 0.618 kleiner als das vorherige Intervall.
Der kommentierte Code der Methode ist in Anhang A.2 zu finden. Bei der Methode handelt es sich
um eine leicht abgewandelte Form des in [19] vorgestellten C-Codes.

Mit der entsprechenden Methode TOVpMR zur Losung der TOV-Gleichung und der Golden Maximum
Methode kann die Maximale Masse und der zugehorige Radius in nur wenigen Schritten bestimmt
werden. Dazu muss nur ein passendes Trippel von Zentraldriicken eingegeben werden: {p;, py,p3}
mit p; < p, < ps, derart dass der Zentraldruck des Sterns mit maximaler Masse zwischen p; und p4
liegt.
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3.4 Interpolierte Zustandsgleichungen

Die in den Kapiteln 5 und 6 vorgestellten Zustandsgleichungen liegen fiir Berechnungen nur in Form
von tabellierten Werten vor. Baryonendichte p, Baryonen chemisches Potential uz®, Druck p und
Energiedichte e sind fiir Baryonendichten von etwa [1p,, 10p,] tabelliert. Je nach Quelle mit unter-
schiedlichen Schrittweiten und Intervallen.

Um Berechnungen mit den Zustandsgleichungen anstellen zu konnen, wird durch die Datenpunkte
interpoliert. Dazu wurde die MarueEmATica Interpolationsmethode verwendet. Es wurde speziell eine
Spline Interpolation zweiter Ordnung angewandt [20]. Diese liefert glatte Interpolationsfunktionen.
Gerade zur Konstruktion von interpolierten Hybridzustandsgleichungen, nach Abschnitt 7.2, ist das
MatHEMATICA Konstrukt der Interpolationsfunktion duflerst elegant. MATHEMATICA kann hinreichend
glatte Interpolationsfunktionen ndmlich ohne Weiteres numerisch differenzieren und integrieren.

Die interpolierten, reinen Zustandsgleichungen sind nach Abschnitt 2.6 thermodynamisch konsis-
tent und erfiillen, in den Fillen der vorgestellten HEoS, QEoS und BPS/NV EoS, die Kausalititsbedin-
gungen.

) Ahnlich wie bei der Baryonendichte wird das Baryonen chemische Potential u; im Folgenden manchmal auch nur mit
u bezeichnet. Wenn nicht explizit durch einen anderen Index gekennzeichnet, handelt es sich bei y um das Baryonen
chemische Potential ug.
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4 Pure Neutronensterne

Die in Abschnitt 2.5 hergeleitete Zustandsgleichung fiir ein ideales, kaltes, entartetes Fermi-Gas aus
Neutronen wird in diesem Abschnitt verwendet um die TOV Gleichung zu l6sen. Die resultierenden
Sterne werden pure Neutronensterne genannt, da sie ausschlie8lich aus Neutronen bestehen.

Da aus dem Modell direkt e(u) und p(u), aus den Gleichungen (2.58) und (2.60), zugédnglich sind,
bietet es sich an, die iiber das Baryonen chemische Potential formulierte Version der TOV Gleichung
(2.49) zu verwenden. Die Gleichung kann ganz analog zur TOV Gleichung in p implementiert werden.

Die Energiedichte e(u) und der Druck p(u) sind nach den Gleichungen (2.58) und (2.60) streng
monoton steigende Funktionen des chemischen Potentials y mit einem minimalen chemischen Poten-
tial u, bei

Uo=m=m, =939.56 MeV. “4.1)

In dem System, bestehend ausschliel3lich aus Neutronen, folgt dies direkt aus Gleichung (2.59) mit
kp = 0. Fiir die Energiedichte und den Druck gilt bei u,

€ (ug) = p(ue) =0. (4.2)

4.1 Masse-Radius Kurve und Maximalmasse

Lost man die TOV-Gleichung mit verschiedenen Initialdriicken, in diesem Fall initial chemischen Po-
tentialen u., so erhélt man Sterne mit verschiedenen Massen und Radien. Trégt man die Massen M
dieser Sterne iiber deren jeweiligen Radien R auf, erhdlt man eine Masse-Radius Kurve. Abbildung
4.1 zeigt die M-R Kurve der puren Neutronensterne mit Fermi-Gas Zustandsgleichung. Diese Kurve
zeigt einige sehr interessante, fiir Neutronensterne bzw. sogar fiir kompakte Objekte generell, typische
Eigenschaften.

0.8 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0.6 -

Mg /Mg
o
N
T

0.2

0'0 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1

R (km)

Abbildung 4.1: Masse-Radius Kurve purer Neutronensterne mit idealer, kalter, entarteter Fermi-Gas Zustands-
gleichung. Die Maximalmasse M,,,, ist durch das Kreuz markiert und liegt bei M,,,, = 0.71M mit einem zuge-
horigen Radius R = 9.16 km und der zugehérige Stern hat den Zentraldruck p, = 226.1 MeV/fm?>. Die Sterne
mit groBem Radius haben geringere zentrale Driicke als die mit kleinem Radius.
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Mpax/Mo R (km) u. (MeV  p./py p. (MeV/fm®) e, (MeV/fm?)
0.71 9.16 12231 1241 226.1 2355.1

Tabelle 4.1: Masse, Radius und Initialwerte fir einen puren Neutronenstern maximaler Masse.

Pure Neutronensterne sind nicht-selbstgebundene kompakte Objekte. Ohne die Gravitation wiirde
sich auf Grund des Druckes des Fermi-Gases kein kompakter, gebundener Korper bilden. Sterne mit
geringem zentralen Druck® bilden leichte Sterne mit groRem Radius. Die geringe Energiedichte im
Kern fiihrt zu geringen Gravitationsdriicken und daher wird das Sterngleichgewicht erst bei grof3en
Radien erreicht. Analog fiihren hohe zentrale Driicke zu hohen Gravitationsdriicken und damit zu
Sternen mit kleinen Radien.

Sterne mit mittleren zentralen Dichten haben mittlere Radien und hohe Massen. Es gibt einen
zentralen Druck, aus dem ein Stern mit maximaler Masse M,,,, resultiert. Dieser Druck stellt den
idealen Kompromiss zwischen Radius und Energiedichte dar. In Tabelle 4.1 sind die Eigenschaften
dieses Sterns mit maximaler Masse aufgefiihrt. Eine maximal Masse tritt nach [1] mit allen nach
Abschnitt 2.6 konsistenten Zustandsgleichungen auf.

Eine notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir stabile Sterne ist, dass eine Erhohung
der zentralen Energiedichte zu einer Erhohung der Masse fiihrt [1]. Damit sind Losungen der TOV-
Gleichung mit

M oM M o, (4.3)
de. op. ap.
instabil.

In Abbildung 4.1 erfiillen alle Sterne mit groerem Radius als der des Sterns mit maximaler Masse,
R > R(M,,,,.), die notwendige Bedingung fiir Stabilitdit M /Jde, > 0. Die Sterne mit einem Radius
R < R(M,,q,) und Massen zwischen M,,,, und 0.37M, sind instabil. Dann tritt ein interessanter Effekt
auf: ab 0.37M,, steigt die Masse wieder mit Erhohung der zentralen Energiedichte auf Teilstiicken
der Kurve. Diese Sterne mit zentralen Driicken p, > 1708.9MeV/fm® und mit dM/de, > 0 sind
hydrostatisch, im Sinne der TOV Gleichung, stabil. Weiterfiihrende Analysen speziell dieser Losun-
gen in dynamischen Modellen fithrend jedoch zu dem Ergebnis, dass Losungen mit einer derartigen
Kriimmung im M-R-Verlauf auf Grund instabiler radialer Vibrationsmoden (akustische Moden) keine
stabilen Sterne darstellen [21].

Die berechnete Maximalmasse 0.71M, und der entsprechende Radius 9.16 km des Fermi-Gas Mo-
dells stimmen gut mit anderen Ergebnissen zu diesem Modell {iberein [1]. In der Originalarbeit ,,On
Massive Neutron Cores“ von Oppenheimer und Volkoff 1939 [6] zur TOV Gleichung wurden ebenfalls
Rechnungen mit einem idealen Neutronengas angestellt. Oppenheimer und Volkoff errechneten eine
Maximalmasse von etwa 0.7M,, bei einem Radius von etwa 9.5 km [6].

Es wird jedoch deutlich, dass eine addquate Beschreibung von beobachteten Neutronensternen mit
einer Masse von zum Beispiel 1.44M, (PSR B1913+16) im Rahmen des Modells eines idealen, kalten,
entarteten Fermi-Gases nicht moglich ist, von noch schwereren Neutronensternen ganz abgesehen.

Dies ist jedoch nicht weiter verwunderlich, da es sich um ein duferst einfaches, stark idealisiertes
Modell handelt, welches die moglichen Strukturen von Materie bei h6heren Dichten nicht beschreiben
kann.

) Da Druck p, Energiedichte e und auch die Baryonendichte p monoton steigende Funktionen in y sind, resultieren
aus niedrigen Driicken auch niedrige Energie- und Baryonendichten und vice versa.

®) Chemisches Potential, Druck und Baryonendichte sind fiir alle in dieser Arbeit verwendeten Zustandsgleichungen
monoton steigende Funktionen, daher lésst sich die erste Aussage auch auf andere thermodynamische GréRen analog
umformulieren.
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4.2 Struktur purer Neutronensterne

Neben der im vorhergegangenen Abschnitt diskutierten dulderen Eigenschaften der puren Neutronen-
sterne mit den entsprechenden Initialwerten liefern die Losungen der TOV Gleichung auch Erkennt-
nisse iiber die innere Struktur der Sterne. Masse, Druck und iiber die Zustandsgleichung auch die
restlichen thermodynamischen Gréfen sind durch das schrittweise Losen der TOV Gleichung fiir alle
Radien r € [0,R] gegeben.

Eine entsprechende Auftragung des Druckes oder auch der Energiedichte {iber dem Radius liefert
Erkenntnisse {iber den inneren Aufbau der Sterne. In Abbildung 4.2 sind die Druck-Radius Kurven
dreier Sterne mit verschiedenen zentralen Driicken abgebildet. Der Druck sinkt monoton von seinem
Anfangswert im Zentrum des Sterns auf Null am Rand des Sterns. Die Massen und Radien sind in
Einklang mit den in Abschnitt 4.1 gemachten Aussagen.

pc (MeV/fm3) R (km) Mg/Mg |
- 150 9.823 0.706 |
- 100 10.512 0.696

50 11.747 0.662

150

p (MeV/fm?3)
—_
o
(]

50

r (km)

Abbildung 4.2: Druck-Radius Kurven fir pure Neutronensterne mit idealer, kalter, entarteter Fermi-Gas Zu-
standsgleichung. Sterne mit héheren zentralen Driicken p, haben kleinere Radien als Sterne mit niedrigeren

p.- Die drei beschriebenen Sterne sind stabil p. < p.(M,,,,.) und demnach resultiert ein héherer zentraler Druck
in einer héheren Masse.
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5 Neutronensterne mit hadronischer Zustandsgleichung

Das folgende Kapitel beschaftigt sich mit der Zustandsgleichung hadronischer Materie. Die Behand-
lung dieser Materie erfolgt in zwei Teilen. Zunéchst wird die hadronische und zum Teil nukleare Ma-
terie bei niedrigen Dichten p < p, in Abschnitt 5.1 behandelt. Diese Dichten treten in den dulleren
Bereichen der Sterne, der sogenannten Kruste, auf. Anschlielfend werden verschiedene Modelle und
Zustandsgleichungen fiir hadronische Materie bei hohen und mittleren Dichten p > p, in Abschnitt
5.2 vorgestellt. Die aus der Zustandsgleichung fiir die Kruste und den hadronischen Zustandsglei-
chungen resultierenden Sterne werden in Bezug auf ihre Struktur und ihre dufleren Eigenschaften
hin in den Abschnitten 5.4 und 5.3 untersucht.

5.1 Kruste und BPS/NV Zustandsgleichung

Die dulderen Schichten subnuklearer Dichte (p < p,) kompakter Sterne bezeichnet man als Kruste.
Die Kruste lasst sich, ihrer Struktur und ihren Bestandteilen entsprechend, grob in zwei Schichten
unterteilen:

M AuBere Kruste: Die Oberflache eines Neutronensterns und damit die auRerste Schicht der
dulReren Kruste besteht aus Fe®®. Eisen 56 stellt den energetisch niedrigsten Gleichgewichts-
zustand von hadronischer Materie dar. Am Rand des Sternes ist p = 0 und entsprechend
betragt die Energiedichte

€p, = 7.861 g/cm® = 4.41- 10712 MeV/fm? (5.1)

bei einer Baryonendichte von pp, = 4.73-107" fm > [1].

Mit zunehmender Dichte werden die Atome ionisiert und es treten neben Eisen auch schwe-
rere, neutronenreichere Elemente auf. Die Materie besteht aus einem festen Coulomb-Gitter
der Ionen und einem relativistischen Elektronengas [22, 23].

Fiir die dulBere Kruste gilt die in Abschnitt 2.2 gefiihrte Argumentation zur Null Temperatur-
ndherung nicht ohne Weiteres. Es lasst sich jedoch zeigen [1, 22, 23], dass die Temperatur
nur flr die Beschreibung des duf3eren Randes entscheidend ist. Nur an der Oberfldche des
Sternes ist die Temperatur fiir die Eigenschaften der Materie wesentlich. Heil3e Neutro-
nensterne besitzen eine sehr diinne, geschmolzene Oberfldche aus voll ionisierten Atomen

[1].

Die Beschaffenheit der Oberflache eines Neutronensterns hédngt neben der Temperatur auch
stark von magnetischen Feldern und der Rotation der Sterne ab [23]. Mit der TOV Glei-
chung koénnen jedoch nur statische, nicht magnetische Sterne beschrieben werden. Auf die
in dieser Arbeit betrachteten Eigenschaften der Sterne, wie Masse, Radius oder die inne-
re Struktur, hat die konkrete Beschaffenheit der Oberfldche keinen signifikanten Einfluss.
Daher wird auch die gesamte dul3ere Kruste bis zum Rand des Sternes als kalt angenommen.

(I Innere Kruste: Ab einer Dichte von etwa
€prip =4.3-10'" g/em® = 0.24 MeV/fm® (5.2)

bei einer Baryonendichte von pp,;, = 0.25 - 1072 fm™ ist die rein in Kernen gebundene
Form von Baryonen nicht mehr die energetische giinstigste. Daher beginnen Neutronen bei
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steigender Dichte zunehmend aus den Atomkernen auszufallen. Diese Neutronen bilden
ein (super)fluides Neutronengas. Neben diesem Neutronengas existiert bis hin zu Dichten
von etwa 0.8 - 10 g/cm® = 44.9 MeV/fm® (p = 0.05 fm™>) noch ein Gitter aus extrem
neutronenreichen Kernen, wie z.B. Zr'8°, Sn'1%und Zr>% [24].

Bei hoheren Dichten deformieren die Kerne zu Clustern von nuklearer Materie, welche die
Form von Rohren, Platten oder Blasen annehmen. Dieser Bereich eines Neutronensterns
wird Mantel genannt. Bis zu einer Dichte von etwa

ex = 1.35-10'* g/cm® = 75.9 MeV/fm>, mit py = 0.08 fm™>, (5.3)
existiert die nukleare Materie [25].

Neben dem Neutronengas und der nuklearen Materie existiert weiterhin ein relativistisches
Elektronengas.

Ab einer Dichte von etwa e, beginnt der dulRere Teil des Kerns:

(Il  AuBerer Kern: Bis hin zu nuklearer Dichte p, = 0.17 fm > besteht der &uere Kern haupt-
sdchlich aus einem superfluiden Neutronengas [23]. Dieses wird durch eine entsprechende
hadronische Zustandsgleichung beschrieben. Eine Auswahl an verschiedenen hadronischen
Zustandsgleichungen wird in Abschnitt 5.2 vorgestellt.

Fiir Losung der TOV-Gleichung ist die Kruste vor allem in Bezug auf den Radius bzw. die Abbruch-
bedingung von grofer Bedeutung. Um realistische Radien bzw. sinnvolle Masse-Radius-Kurven zu
erhalten, ist eine korrekte Beschreibung der Kruste erforderlich. Fiir die Kruste werden zwei kanoni-
sche Zustandsgleichungen verwendet.

Fiir die duldere Kruste wird die sog. BPS-Zustandsgleichung (Baym, Pethick und Sutherland) [22]
entnommen aus [1] fiir p € [pp,, ..., Ppip] verwendet.

Fiir die innere Kruste wird die sog. NV-Zustandsgleichung (Negle und Vautherin) [24] enthommen
aus [26] fir p € (pp,ip,---,0.08 fm~] verwendet.

Abbildung 5.1 zeigt die Zustandsgleichung (links) fiir die Kruste, sowie eine exemplarische Druck-
Radius-Kurve (rechts). Die Neutronenkante bei pp,,, ist in beiden Graphen deutlich zu erkennen. In
diesem Beispiel ist die dufdere Kruste 0.59 km dick und die innere Kruste ist 0.79 km dick. Damit ist
die gesamte Kruste 1.38 km stark. Sie macht somit 28.2% des Gesamtvolumens aus, trégt dabei aber
nur 2.7% der Masse. Bei schwereren Sternen, hoheren Initialdriicken, sind beide Anteile geringer.
Generell sind das Volumen und die Masse der Kruste von der HEoS und dem Initialdruck abhingig:
Leichtere Sterne haben grof3ere Krusten als schwerere.
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— BPS ! . ) — RMF240
1r — NV S , — BPS/NV
I ] 1
o — HEoS o L
B 0.001 | L1 | % 0001 :
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> ! ; > _6 I
= 1076 Lo s 107°r !
* L R (1T o
1079+ : : 1 1077 ¢ :
M L ) !
10712 n L n L1 Lol 10—12 " n n ' n n
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Abbildung 5.1: (Links:) Energiedichte Uber Druck: fir die duBere Kruste BPS-EoS [22] bis zu pp,;, = 0.25 -
1072 fm~3 und fiir die innere Kruste NV-EoS [24] bis zu p = 0.08 fm™3. (Rechts:) Eine exemplarische Druck-
Radius-Kurve mit RMF240 als HEoS fiir einen exemplarischen Stern mit p. = 50 MeV/fm?, My = 1.29 M, und
R=13.24 km.
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5.2 Zustandsgleichungen fiir hadronische Materie

Bei Dichten zwischen p, = 0.47p, = 0.08 fm > und p,, besteht die Materie im Wesentlichen aus einem
Gas von Nukleonen und Elektronen. Mit steigender Dichte sinkt der anfangs sehr hohe Neutronen-
Anteil p,, zu Gunsten des Protonen-Anteils p,,. Mit p, steigt auch der Anteil an Leptonen p; = p,+p,,.
Mit weiter steigender Dichte sinkt der Anteil an Elektronen zu Gunsten von Myonen [1, 5]. Alle im Fol-
genden vorgestellten HEoS beschreiben bei subnuklearen Dichten ein solches Neutronen/Nukleonen
Gas. Daher dhneln sich alle vorgestellten HEoS bei niedrigen Dichten p < p,.

Bei Dichten zwischen 2—4p, nimmt man heute an, dass Hyperonen auftreten [5, 27]. Bei den in den
Kernen von stabilen Neutronensternen vorherrschenden Dichten treten dominant vor allem >~ und A
auf [1, 27, 28]. Daher beschrédnken sich die meisten Modelle auf eine Beschreibung von hadronischer
Materie bestehend nur aus p, n, £, A und den Leptonen e und u. Schwere Hyperonen, wie X°,
%*, 2% oder E¥, werden jedoch in einigen Modellen (RMF240 und y SU(3)) mit beriicksichtigt. Die
dominant auftretenden leichten Hyperonen ¥~ und A werden in baryonischen Reaktion der Art

n+n—p+x

(5.9
n+n—-n+A

gebildet. Auf Grund ihrer negativen Ladung treten die ¥~ in vielen Modellen als erstes Hadron mit
Strangeness auf, obwohl sie wesentlich schwerer als die neutralen A sind

My =1197 MeV > M, = 1116 MeV (5.5)

[27]. Mit zunehmenden Dichten sinkt der Anteil an Leptonen zu Gunsten der negativen Hyperonen,
vor allem ¥7. Der Grenzwert in der Baryonendichte p,,, bei welcher die ersten Hyperonen auftreten,
héngt von der jeweiligen hadronischen Zustandsgleichung ab, speziell im Detail von der Modelierung
der Nukleon-Hyperon-Wechselwirkung.

Die verschiedenen HEoS beschreiben die hadronische Materie in verschiedenen Modellen mit ver-
schiedenen Nukleon-Nukleon (NN), Nukleon-Hyperon (NH) und Hyperon-Hyperon (HH) Wechsel-
wirkungen. Daher unterscheiden sich die resultierenden Zustandsgleichungen bei hoheren Dichten
mitunter stark. Dennoch sind die verschiedenen hadronischen Zustandsgleichungen nach Abschnitt
2.6 thermodynamisch konsistent und kausal. Sie beschreiben alle kalte, hadronische Materie im f-
Equilibrium.

Fiir ein Modell aus p, n, ™, A und den Leptonen e und u bedeutet dies: Fiir das 3-Equilibrium des
Nukleonen/Leptonen Gases

M = Hp + e (5.62)
He = U, (5.6b)
und fiir das Gleichgewicht der Reaktionen (5.4)
2y = Uy + Us- (5.7a)
Mn = Hp- (5.7b)
Global gelten des Weiteren Ladungserhaltung/Neutralitét
0=p,—pPe—Pu—Px- (5.8)
und auch die Baryonenanzahl
P=pPntp,+pPz-+pPa (5.9)

ist erhalten. Fiir Modelle mit weiteren Hyperonen lassen sich die Gleichungen entsprechend erwei-
tern.
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Folgende in [9] und [5] verwendeten hadronischen Zustandsgleichungen wurden auch in dieser
Arbeit benutzt:

e TNI2, TNI2u, TNI3, TNI3u [5, 29, 30]: TNI2 und TNI3 stammen aus G-matrix Berechnungen

mit einem Reid soft-core Potential fiir die NN-Wechselwirkung und Nijmegen type-D hard-core
Potentialen fiir die NH und HH Wechselwirkung. Zusétzlich wurde eine Drei-Koérper Kraft in
Form einer effektiven NN Kraft phanomenologisch eingefithrt um mit TNI2 und TNI3 den Sét-
tigungspunkt von symmetrischer nuklearer Materie bei Inkompressibilititen von k = 250 MeV
und 300 MeV zu reproduzieren. Bei TNI2u und TNI3u wurde die Drei-Korper-Kraft universell
iiber effektive NN, NH und HH Kréfte eingefiihrt. Die TNI Zustandsgleichungen beinhalten nur
die leichten Hyperonen ¥~ und A.

BHF(N,1), BHF(N,H,1) [9, 27, 31]: BHF(N,1) beschreibt eine mikroskopische Zustandsglei-
chung, welche auf Berechnungen im Rahmen einer nicht-relativistischen Briickner—Bethe-Gold-
stone Vielteilchentheorie in der Briickner—Hartree—Fock Naherung beruht. Fiir die NN Wechsel-
wirkung wurde das Paris Potential und fiir Drei-Korper Kraft das Urbana Modell verwendet. Die
BHF(N, 1) Zustandsgleichung beschreibt nur ein Nukleonengas und ein nicht wechselwirkendes
Leptonengas. Erst die BHF(N, H, 1) beriicksichtigt auch die leichten Hyperonen %~ und A. Fiir die
NH Wechselwirkung wurde das Nijmegen soft-core Model verwendet. Eine HH Wechselwirkung
wurde nicht modelliert.

RMF240 [1]: Diese HEoS beruht nicht auf den mikroskopischen Wechselwirkungen. Sie wurde
im Rahmen eines relativistischen mean-field Modells hergeleitet. Die hier gewahlte EoS repro-
duziert den Sattigungspunkt von symmetrischer nuklearer Materie bei einer Inkompressibilitét
von Kk = 240 MeV. Sie enthilt auch schwere Hyperonen.

SCL3AX [5, 32]: SCL3AX ist eine auf einem relativistischen mean-field Modell, basierende Zu-
standsgleichung mit chiraler SU(3) Symmetrie. Sie enthélt neben Nukleonen und Leptonen nur
die leichten Hyperonen ¥~ und A. Das Model verwendet ein logarithmisches Potential, welches
aus einem lattice QCD Ansatz motiviert ist.

xSU(3) [9, 28, 33, 34]: Die ySU(3) Zustandsgleichung stammt aus einem aus der QCD mo-
tivierten hadronischen Modell mit nicht-linearer Umsetzung der chiralen SU(3) Symmetrie. Sie
enthélt auch schwere Hyperonen.

kK (MeV) pn(H)/py  pm(MeV/fm?)

TNI2 250 2.83 () 35.67
TNI2u 250 4.01 (A) 87.50
TNI3 300 2.23 () 25.78
TNI3u 300 4.01 (A, X) 131.82
BHF(N,1) 281 - -

BHF(N,H,l) 281 1.93* (=) 21.07
RMF240 240 1.92* (=7) 26.57
SCL3AY 211 2.24 (A, X7) 34.46
2SU(3) 276 2.33* () 47.68

Tabelle 5.1: Eigenschaften der verschiedenen HEoS: TNI2, TNI2u, TNI3, TNI3u [5, 29, 30], BHF(N, 1),

BHF(N, H, 1) [9, 27, 31], RMF240 [1], SCL3AX [5, 32] und ¥ SU(3) [9, 28, 33, 34]: Mit nuklearer Inkompressi-
bilitat x, Hyperon-Schwellenwert p,;, in Vielfachen der normalen nuklearen Baryonendichte p, = 0.17 fm™ fur
das zuerst auftretende Hyperon (H) und den zu p,; korrespondierenden Druck p,;,. Die mit einem * markierten
Schwellenwerte sind aus Abbildungen aus den jeweiligen Quellen abgelesen.
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In Tabelle 5.1 sind einige KenngréRen der verschiedenen Zustandsgleichungen aufgelistet. In den
Abbildungen 5.2 und 5.3 sind die Verldufe von e-p, p-p und p-uz der verschiedenen HEoS geplottet.

Bei niedrigen Dichten stimmen die HEoS noch gut {iberein, bei h6heren Dichten hingegen divergie-
ren sie, wie nach den bisherigen Ausfiihrungen erwartet, zum Teil stark von einander.

Zwei Sachverhalte sind besonders interessant. Die HEoS TNI2 und TNI3 stimmen bis zu ihren
Hyperon-Schwellenwerten p,, mit ihren entsprechenden universellen Zustandsgleichungen TNI2u
und TNI3u tiberein. Erst jenseits der Hyperon-Schwelle verlaufen die universellen Zustandsglei-
chungen wesentlich flacher. Die universell eingefithrte Drei-Korper-Kraft fiihrt damit zu wesentlich
hérteren/steiferen Zustandsgleichungen mit wesentlich hoheren p,y,.

Die beiden Zustandsgleichungen BHF(N,1) und BHF(N, H, 1) unterscheiden sich nur in der Behand-
lung der Hyperonfreiheitsgrade. Bis zur Hyperon-Schwelle p,, = 1.93p, sind die Zustandsgleichun-
gen identisch. Die Zustandsgleichung ohne Hyperonen BHF(N, 1) ist jenseits von p,; wesentlich hér-
ter als die Zustandsgleichung mit Hyperonen BHF(N, H, 1). Die Hyperonen fiihren zu einer wesentlich
weicheren Zustandsgleichung. Dies ist ein allgemeiner Effekt von Hyperonen auf Zustandsgleichun-
gen [5, 9].
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Abbildung 5.2: Energiedichte als Funktion des Druckes fiir die verschiedenen hadronischen Zustandsgleichun-
gen. Die Schwellenwerte fiir das Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert.
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Abbildung 5.3: Druck der hadronischen Zustandsgleichungen als Funktion der Baryonendichte (links) und des
Baryonen chemischen Potentials (rechts). Die Schwellenwerte flir das Auftreten von Hyperonen sind durch
Punkte visualisiert.

5.3 Masse-Radius/Baryonendichte-Kurven und Maximalmasse

Mit der BPS/NV Zustandsgleichung fiir die Kruste (p < 0.47p,) nach Abschnitt 5.1 und den ha-
dronischen Zustandsgleichungen nach Abschnitt 5.2 wurde die TOV Gleichung gelost. Dabei wurde
zwischen der Kruste und der hadronischen Phase ein cp-Phaseniibergang bei 0.41 MeV/fm? angenom-
men. Dieser wurde nicht explizit nach Abschnitt 7.1 konstruiert, sondern fiir alle HEoS verwendet.

In Tabelle 5.2 sind die maximalen Massen der resultierenden Sterne mit den zugehoérigen Radien
und Zentraldriicken angegeben. Entsprechende Verlaufe, Masse iiber Radius und Masse iiber zentraler
Baryonendichte, sind in den Abbildungen 5.4 und 5.5 dargestellt.

Die Zustandsgleichungen TNI2 und TNI3 mit der phdnomenologisch motivierten Drei-Korper-Kraft
resultieren in Sternen mit sehr geringen maximalen Massen und Radien. Diese beiden Zustandsglei-
chungen sind dullerst weich und sind daher nicht in der Lage maximale Massen in der Grof3enordnung
von 1.4 Sonnenmassen zu produzieren.

Die entsprechenden HEoS TNI2u und TNI3u mit universell eingefiihrter Drei-Kérper-Kraft hingegen
liefern Neutronensterne mit Maximalmassen von 1.52M und 1.83M,,.

Auch die SCL3AY: und BHF(N, H, 1) produzieren vergleichsweise leichte Sterne mit Maximalmassen
von 1.36M, und 1.25M. Die TNI3u und die y SU(3) Zustandsgleichungen sind die einzigen HE0oS mit
Hyperonen, welche mit 1.83M, und 1.88M, maximale Massen von an die 2M produzieren. Dennoch
sind diese deutlich unterhalb der Fehlerbander der beiden massiven Neutronensterne PSR J1614-2230
und PSR J0348+0432. Nur die harte/steife Zustandsgleichung ohne Hyperonen, BHF(N, 1), hat eine
Maximalmasse von iiber 2M.

Rein hadronische Zustandsgleichungen mit Hyperonen sind fiir die Beschreibung von massiven
2M,, Neutronensternen schon auf Grund der geringen Maximalmassen nicht geeignet.
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Abbildung 5.4: Masse-Radius-Kurven der verschiedenen Sterne mit reinen HEoS. Die Schwellenwerte flr das
Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze mar-

13 14 15 16

kiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432

mit Fehlerbalken eingezeichnet.

Mmax/MO R (kln) pc/pO Pc (MeV/fm3)
TNI2 1.07 7.89 15.09 652.3
TNI2u 1.52 8.39 11.13 954.7
TNI3 1.09 8.36 13.67 573.4
TNI3u 1.83 9.56 8.15 784.7
BHF(N,I)  2.07 10.62  6.48 593.1
BHF(N,H,1) 1.25 1045  7.67 210.5
RMF240 1.55 10.96 7.11 303.9
SCL3AXZ 1.36 11.51 6.02 162.2
% SU(3) 1.88 11.50 5.90 312.9

Tabelle 5.2: Maximalmasse, entsprechender Radius und die zugehdrigen zentralen Baryonendichten/Driicke
fur Neutronensterne mit hadronischer Zustandsgleichung. Fur die Kruste dieser Sterne wurde nach Abschnitt

5.1 die BPS/NV Zustandsgleichung verwendet.
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Abbildung 5.5: Masse-zentrale Baryonendichte-Kurven der verschiedenen HEoS. Die Schwellenwerte fiir das
Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze mar-
kiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432
mit Fehlerbalken eingezeichnet. Sterne mit héheren p. als der Stern maximaler Masse sind nach Gleichung
(4.3), dM/dp, < 0, instabil.

Neben der maximalen Masse und den entsprechenden Radien sind auch die korrespondierenden
zentralen (Baryonen)Dichten interessant. Abbildung 5.5 zeigt die M-p, Kurven der verschiedenen
HEoS. Nach Kapitel 1 sollte die Baryonendichte im Kern eines Neutronensterns unter 10p, liegen.
Des Weiteren ist eine Beschreibung der Neutronensternmaterie durch eine hadronische Zustandsglei-
chung bei hohen Dichten p % 4p, nicht mehr addquat. Nach Abschnitt 1 liegt Materie bei derartigen
Dichten nicht mehr nur in Form von gebundenen Hadronen vor. Damit ist eine addquate Beschreibung
von Neutronensternen durch dul3erst weiche hadronische Zustandsgleichungen (TNI2 und TNI3) al-
lein in Bezug auf die auftretenden Baryonendichten nicht moglich. Fiir die héarteren HEoS existieren
nach Abbildung 5.5 stabile Neutronensterne mit zentralen Baryonendichten von um die 7p,. Eine Be-
schreibung von Materie bei derartigen Dichten durch rein hadronische Zustandsgleichungen ist aus
Sicht der QCD problematisch.
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5.4 Struktur eines Neutronensterns mit HEoS

In Abbildung 5.6 ist die Struktur eines Neutronensterns mit rein hadronischer Zustandsgleichung
in Form von exemplarischen p-r und e-r Kurven gezeigt. Fiir die Kruste wurde die BPS/NV-
Zustandsgleichung verwendet und fiir den Kern die SCL3AY Zustandsgleichung. Der mit einem
zentralen Druck von 140 MeV/fm> stabile Neutronenstern hat eine Masse von 1.36M, und einen
Radius von 11.72 km. Der dullere Teil des Kerns besteht nur aus Nukleonen und Leptonen. Ab der
Hyperonen-Schwelle p,; besteht der Kern aus Nukleonen, Hyperonen und zu einem geringen Anteil
aus Leptonen. Fiir SCL3AX liegt diese Schwelle nach Tabelle 5.1 bei 2.24p mit einem entsprechenden
Druck von 34.46 MeV/fm®>. Fiir den dargestellten Beispielstern wird dieser Druck bei einem Radius
von 6.41 km erreicht.
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Abbildung 5.6: Exemplarische (links) Druck-Radius-Kurve und (rechts) Energiedichte-Radius-Kurve fiir einen
stabilen Neutronenstern mit rein hadronischer Zustandsgleichung. Fur die Kruste (in grau) wurde die BPS/NV
Zustandsgleichung verwendet. Fur den Kern wurde die SCL3AY: Zustandsgleichung gewahlt. Der innere Kern
des Sterns besteht aus Nukleonen, Hyperonen und einem geringen Leptonen-Anteil. Der duBere Teil des Kerns
besteht aus Nukleonen und Leptonen.
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6 Zustandsgleichung fir Quarkmaterie und Quarksterne

Im folgenden Kapitel werden zunéchst einige aus dem (2+ 1)-flavor Nambu-Jona-Lasinio (NJL) Mo-
dell stammende Zustandsgleichungen fiir kalte, stark wechselwirkende, deconfined Quarkmaterie
vorgestellt.

Anschlieend wird die TOV Gleichung fiir diese reine Quarkmaterie (mit und ohne hadronische
BPS/NV Kruste) gelost. Die daraus resultierenden Sterne, werden in dieser Arbeit, auf Grund ihrer
Zustandsgleichung Quarksterne genannt. Diese Sterne sind nach der TOV Gleichung bis zu gewissen
zentralen Dichten stabil. Die Anwendbarkeit der hier verwendeten QEoS ist bei niedrigen Dichten p <
4p,, nach dem QCD Phasendiagramm aus Kapitel 1, anzuzweifeln. Die Moglichkeit fiir die Existenz
solcher Sterne ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Grundlegende Uberlegungen zur Existenz solcher
Sterne werden in [1] gemacht.

Fiir diese Arbeit sind die Eigenschaften und die Struktur der Losungen der TOV Gleichung mit
reinen QEoS dennoch fiir das folgende Kapitel 7 zu Hybridsternen interessant. Da die Quark Zu-
standsgleichungen in Hybridsternen fiir hohe Dichten verwendet werden, sind sie entscheidend fiir
die dulleren Eigenschaften, wie Masse und Radius, und auch fiir die Struktur der Hybridsterne bei
hohen Dichten. Um diese Eigenschaften von Hybridsternen in Relation zu setzten wurden sowohl
Sterne mit rein hadronischen Zustandsgleichungen als auch in diesem Kapitel welche mit reinen
Quark Zustandsgleichungen berechnet.

6.1 Zustandsgleichungen fiir Quarkmaterie

Das (2+1)-flavor Nambu—Jona-Lasinio (NJL) Modell ist eine komplexe, effektive Theorie der QCD.
Mit ihr ist es moglich Zustandsgleichungen fiir kalte stark-wechselwirkendes Quark Materie, beste-
hend aus den drei Flavours/Quarks Up, Down und Strange, herzuleiten. Im NJL Modell konnen weder
Gluonen-Freiheitsgrade noch das Confinement beschrieben werden. Bei kalter Quark Materie spielen
die Confinment-Eigenschaft der QCD und die Gluon-Freiheitsgerade jedoch keine wesentliche Rol-
le [9]. Daher ist es moglich im Rahmen des NJL Modells kalte, stark-wechselwirkende, deconfined
Quark Materie zu beschreiben. Das Modell an sich hat sechs unabhinige Parameter: die Massen der
drei Quarks, m, 4, m;, den UV cutoff, A, sowie die drei Kopplungskonstanten, Gs, G und g,(Gy ). Die
Kopplungskonstante Gg ist mit der U(3); x U(3)g symmetrischen Vier-Fermion Wechselwirkung verbun-
den. G, beschreibt die Starke der Kobayashi-Maskawa—"t Hooft (KMT) Sechs-Fermion Wechselwirkung.
Die letzte Kopplungskonstante g, (G, ) ist mit den zwei Typen der Vektor-Wechselwirkung verbunden.
Bis auf die letzte Kopplungskonstante der Vektor Wechselwirkung g, (G ) sind die anderen Konstanten
in verschiedenen Parametersédtzen angegeben. Weit verbreitet sind der HK (Hatsuda und Kunihiro)
und der RKH (Rehberg, Klevansky und Hiifner) Parametersatz.

A (MeV) GsA? GpA° myy (MeV) m, (MeV)
HK 631.4 3.67 9.29 5.5 135.7
RKH 6023 3.67 1236 5.5 140.7

Tabelle 6.1: HK (Hatsuda und Kunihiro) und RKH (Rehberg, Klevansky und Hiifner) Parametersatze des (2+1)-
flavor NJL Modells [5].
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Die GroRle der Vektor-Kopplungskonstante g, (G, ) ist nicht gut bestimmt. In [5] wird auf Basis
neuerer Untersuchungen folgende Reichweite angenommen:

0<=—<1.5. (6.1)

Aus [5] wurden vier Quarkzustandsgleichungen iibernommen. Ihre Bezeichnung beziehen sich
auf den verwendeten Parametersatz und die angenommene Vektor-Kopplungs-Konstante: HK(g, = 0),
HK(g, = 1Gs), HK(g, = 1.5G) und RKH(g, = 0).

Ahnlich wie fiir die Hyperonen, im Fall der hadronischen Zustandsgleichungen, gibt es auch in
den Quark Zustandsgleichungen einen Schwellenwert fiir das Auftreten von Strange-Quarks. Dieser
Schwellenwert ist nur vom Parametersatz, nicht von g,, abhéngig und fiir den HK Parametersatz ist
P = 4po und fiir den RKH Parametersatz gilt p,;, = 3.9p, [5]. Unterhalb der jeweiligen Strange-
Quark-Schwelle besteht das System nur aus Up und Down Quarks und einem Leptonen(Elektronen)-
Gas. Fiir Dichten oberhalb p,; bekommt das System Strangeness-Freiheitsgrade. Diese Schwelle wird
erreicht, wenn das chemische Potential der s-Quarks die Masse der Strange Quarks iiberschreitet:
s > M. Mit zunehmender Strange-Quark-Dichte nimmt die Elektronendichte ab.

Die Quarkmaterie befindet sich, wie auch die hadronische Materie, im 3-Equilibrium

Mg = Us = Uy + Ue (623)
(e = Uy)- (6.2b)

Global gelten des Weiteren Ladungserhaltung/Neutralitat

2 1 1
0= gnu_gnd_gns_ne(_nu): (6.3)

und auch die Baryonendichte
1
p= 3 (n, +ny+ny) (6.4)

ist erhalten. Fiir die Anteile n;/n,,, der einzelnen Teilchen gilt n,,, = n, + ny + n, = 3p. Myonen
treten letztlich nicht auf, da u, < M, fiir alle Dichten erfiillt ist.

In [9] wurde das (2+1)-flavor NJL Modell erweitert um die Effekte der Farbsupraleitung mit ein-
zubeziehen. Bei niedrigen Dichten liegen keine Strange Quarks im System vor. Es bilden sich Cooper-
Paare aus u und d Quarks, analog der Situation in einem metallischen Supraleiter nach der BCS-
Theorie. Die Zustandsgleichung fiir Quarkmaterie in dieser sogenannten 2SC Phase dhnelt stark der
Zustandsgleichung ohne Farbsupraleitung. Bei hohen Dichten treten Strange-Quarks auf und die-
se bilden mit den Up und Down Quarks ein sogenanntes color-flavor locked (CFL) Kondensat. Die
Zustandsgleichung eines solchen CFL Kondensates ist zundchst wesentlich weicher als die der vorher-
gegangenen 2SC-Phase. In der CFL Phase betragt der Anteil an s Quarks n; = 1/3n,,,. Dahingegen
befinden sich in der 2SC Phase kaum s Quarks [9]. Dieser sprunghafte Anstieg der s Quarks driickt
sich in einem Phaseniibergang erster Ordnung mit konstantem Druck zwischen der 2SC und CFL
Phase aus.

Aus [9] wurden zwei Zustandsgleichungen verwendet, welche die Farbsupraleitung in zwei Phasen
(2SC und CFL) fiir HK(g, = 0) und RKH(g, = 0) beriicksichtigen. Der Phaseniibergang zwischen 2SC
und CFL Phase ist durch die in der folgenden Tabelle 6.2 angegebenen GroRen charakterisiert.
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QEoS ug (MeV) p (MeV/fm®)  pasc/pPo  Pcrn/Po €2sc (MeV)  ecp, (MeV)
HK(g, =0)  1257.0 1106 396 5.60 736.0 11056
RKH(g, =0) 1239.0 80.4 3.71 5.35 702.0 1046.3

Tabelle 6.2: Thermodynamische GréBen am 2SC-CFL Phasenlibergang von HK(g, = 0) + CS und
RKH(g, = 0) + CS nach [9].
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Abbildung 6.1: Energiedichte als Funktion des Druckes fiir die verschiedenen Quark Zustandsgleichungen.
Die Schwellenwerte fir das Auftreten von Strange Quarks sind durch Punkte visualisiert. Bei den Zustands-
gleichungen mit Farbsupraleitung (HK(g, = 0) + CS und RKH(g, = 0) + CS) entspricht dieser Schwellenwert
dem 2SC-CFL Phaseniibergang. Dieser ist in der Auftragung deutlich als Phaseniibergang erster Ordnung mit
konstantem Druck erkennbar.

Die Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen die verschiedenen Zustandsgleichungen. Der cp-Phaseniiber-
gang zwischen der 2SC und CFL Phase der QEoS mit Farbsupraleitung (HK(g, =0)+ CS und
RKH(g, = 0) + CS) ist deutlich erkennbar. Die entsprechenden QEoS ohne Farbsupraleitung
(HK(g, = 0) und RKH(g, = 0)) weisen keinen derartigen Phaseniibergang auf, da bei ihnen der Anteil
an s Quarks kontinuierlich ab der p,;, ansteigt.

Die Vektor-Kopplung (HK(g, = 1Gg) und HK(g, = 1.5Gg) ) fiihrt zu wesentlich hérteren/steiferen
Zustandsgleichungen.

Eine weitere charakteristische Eigenschaft haben alle QEoS ohne Vektorkopplung gemein: Bei ver-
schwindenden Driicken p = 0 haben sie extrem hohe korrespondierende Energie- und Baryonendich-
ten. Die Baryonendichten fiir p(p = 0) erstrecken sich von etwa 1.7p, bis hin zu etwa 2.2p,. Diese
Tatsache hat enorme Auswirkungen auf die im folgenden, in Abschnitt 6.2, beschriebenen Sterne.
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Abbildung 6.2: Druck der Quark Zustandsgleichungen als Funktion der Baryonendichte (links) und des
Baryonen chemischen Potentials (rechts). Die Schwellenwerte fiir das Auftreten von Strange Quarks

sind durch Punkte visualisiert. Bei den Zustandsgleichungen mit Farbsupraleitung (HK(g, = 0) + CS und
RKH(g, = 0) + CS) entspricht dieser Schwellenwert dem 2SC-CFL Phaseniibergang. Dieser ist in der Auftra-
gungen deutlich als Phasenlibergang erster Ordnung mit konstantem Druck erkennbar.

6.2 Quarksterne

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den Losungen der TOV Gleichung mit Quark Zustandsgleichun-
gen. Neben Sternen mit den reinen QEoS nach Abschnitt 6.1 werden auch Quarksterne mit einer
BPS/NV-Kruste nach Abschnitt 5.1 berechnet.

Die Masse-Radius Kurven von ,puren” Quarksternen, welche aus den reinen Quark Zustandsglei-
chungen ohne Vektor-Kopplung resultieren, sind in Abbildung 6.3 (links) dargestellt. Es fillt ein bis
dato atypischer Verlauf auf. Selbst fiir kleine Initialdriicke bilden sich gebundene, stabile Sterne. Diese
Sterne haben geringe Massen und kleine Radien. Sie sind als Losungen der TOV Gleichung méglich,
da die durch die vorgestellten Zustandsgleichungen beschriebe Quark-Materie selbst-bindend ist: Die
beschriebene Quark-Materie hat auch bei verschwindenden Driicken hohe Energiedichten, im Ver-
gleich zu hadronischen Zustandsgleichungen. Daher bilden sich auch fiir beliebig kleine Initialdriicke
nach der TOV Gleichung stabile reine Quarksterne. Diese puren Quarksterne haben extrem harte
Oberflachen [1].

Fiir die Zustandsgleichungen mit Vektor-Kopplung konnten keine reinen Quarksterne berechnet
werden, da die Quarkzustandsgleichungen mit Vektor-Kopplung in [5] nur bis 1p, tabelliert sind.

Um Masse-Radius-Kurven von Quarksternen mit den im folgenden Kapitel 7 vorkommenden Kurven
vergleichen zu konnen, wurden auch noch Quarksterne mit einer nuklearen Kruste berechnet. Diese
Sterne werden fiir niedrige Dichten p < px = 0.08 fm™> mit der BPS/NV Zustandsgleichung beschrie-
ben: analog zu Abschnitt 5.3 wurde fiir Driicke unter 0.41 MeV/fm?® die BPS/NV Zustandsgleichung
verwendet. An der Maximalmasse und damit den M — p. Kurven dndert dieser Ansatz nichts. Jedoch
haben diese Quarksterne mit Kruste wieder die, in Abbildung 6.3 (rechts) dargestellten, typischen
Masse-Radius Verlaufe fiir nicht-selbstbindende kompakte Sterne.

Die steifen QEoS mit Vektor-Kopplung haben erwartungsgeméal} hohe Maximalmassen bei ver-
gleichsweise niedrigen zentralen Dichten.
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Abbildung 6.3: Masse-Radius-Kurven der verschiedenen QEoS. (Links) ohne hadronische Kruste und
(rechts) mit hadronischer BPS/NV Kruste. Die Schwellenwerte fur das Auftreten von Strange Quarks sind
durch Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die
Massen der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken einge-
zeichnet.

Die Sterne mit farbsupraleitender Zustandsgleichung sind bis zum 2SC-CFL Ubergang, denen oh-
ne Farbsupraleitung &uf3erst dhnlich. Sterne mit CFL Phasen sind jedoch zu den korrespondierenden
Sternen ohne Farbsupraleitung sehr verschieden. Auf Grund der zunichst wesentlich weicheren Zu-
standsgleichung nach dem Phaseniibergang knicken die Masse-Radius und entsprechend auch die
M-p. Kurven ab: dM/dp, ist am Phaseniibergang nicht stetig. In der CFL-Phase ist dM /d p. wesent-
lich geringer als in der 2SC Phase. Die Ableitung nimmt mit steigender Dichte weiter ab bis in der
CFL-Phase die Maximalmasse erreicht wird. Fiir die hier beschriebenen Quarksterne gibt es stabile
CFL Phasen. dM /dp, ist zwar nicht stetig aber fiir alle Sterne mit p. < p.(M,,,,) echt groRer Null.
Die Sterne mit CFL Phasen im inneren Kern haben jedoch mitunter extrem hohe (Baryonen)Dichten.

In Tabelle 6.3 sind die Maximalmassen mit den zugehorigen zentralen Driicken und Baryonendich-
ten der verschiedenen Quarksterne angegeben. Zudem sind auch die zu M,,,, korrespondierenden
Radien fiir Sterne mit und ohne Kruste angegeben.

Die Struktur eines exemplarischen Sterns mit stabiler CFL Phase ist in Abbildung 6.5 dargestellt.

Mmax/M® Rpure (km) RKruste (km) pc/pO Pc (MeV/fmS)

HK(g, = 0) 1.45 8.91 938  7.08 251.7
HK(g, =0)+CS 1.24 7.44 7.79 12.45 719.4
HK(g, = 1Gg) 2.08 - 11.40  5.08 422.3
HK(g, = 1.5Gg)  2.26 - 12.26  4.33 406.1
RKH(g, = 0) 1.23 7.95 8.41 8.3 285.7
RKH(g, = 0)+CS 1.18 6.46 6.59 15.50 1268.8

Tabelle 6.3: Maximalmasse und die zugehorigen zentralen Baryonendichten/Drlicke flir Sterne mit Quark
Zustandsgleichung. R, bezieht sich auf den zu M, korrespondierenden Radius fur den Fall eines puren
Quarksterns. Ry,.ste bezieht sich auf den Radius eines entsprechenden Quarksterns mit Kruste, nach Abschnitt
5.1 durch die BPS/NV Zustandsgleichung beschrieben.
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Abbildung 6.4: Masse-zentrale Baryonendichte-Kurven der verschiedenen QEoS. Auf diesen Verlauf hat die
Kruste keinen signifikanten Einfluss. Die Schwellenwerte fir das Auftreten von Strange Quarks sind durch
Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die Massen
der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung 6.5: Struktur eines Quarksterns mit Kruste: Es handelt sich um einen stabilen Quarkstern mit

HK(g, = 0) + CS Zustandsgleichung und einem zentralen Druck von 300 MeV/fm>. Der Stern hat eine Stabile
CFL Phase im inneren Kern und im duBBeren Kern eine ensprechende 2SC Phase. Die Phasenlibergdnge zwischen
den Quarkphasen und der BPS/NV EoS sind in der p-r-Kurve (links) markiert und in der e-r-Kurve (rechts) deut-
lich zu erkennen.
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7 Hybridsterne

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit sogenannten Hybridsternen. Diese Art von Neutronenster-
nen wird durch eine Hybridzustandsgleichung beschrieben. Derartige Zustandsgleichungen verwen-
den bei niedrigen und mittleren Dichten eine hadronische Zustandsgleichung nach Kapitel 5 und bei
hoheren Dichten eine Quarkzustandsgleichung nach Kapitel 6.

In den folgenden zwei Abschnitten werden zwei Verfahren zur Konstruktion einer nach Abschnitt
2.6 thermodynamisch konsistenten und kausalen Hybridzustandsgleichung vorgestellt und angewen-
det. Die resultierenden Hybridsterne werden mit den Ergebnissen fiir rein hadronische und Quark
Sterne verglichen und in Bezug zu den empirischen Daten fiir Neutronensterne gesetzt.

7.1 Phasenlibergang erster Ordnung mit konstantem Druck

Die konventionelle, weit verbreitete Methode zur Konstruktion einer Hybridzustandsgleichung be-
stand bisher darin zwischen hadronischer und Quark-Phase einen Phaseniibergang erster Ordnung
mit konstantem Druck (constant pressure, kurz cp) zu konstruieren [1]. In den zwei Phasen sind nach
Gibbs am Phaseniibergang die Driicke, Baryonen chemische Potentiale und Temperaturen gleich:

Upg = MQJ (713)
Ty =Ty, (7.1b)
Py = Dq- (7.1¢0)

Diese Gleichungen beschreiben ein chemisches, thermales und mechanisches Gleichgewicht zwischen
der hadronischen (H) und Quark (Q) Phase [1]. Energie und Baryonendichte sind in den beiden
Phasen nicht gleich.

Bei einem derart modellierten Phaseniibergang gehen die als Punktteilchen betrachteten Hadronen
als unabhingige Freiheitsgerade ein. Diese Beschreibung ist jedoch nicht vollkommen gerechtfertigt,
da Hadronen selbst aus Sicht der QCD ausgedehnte Objekte aus confined Quarks und Gluonen sind
[5]. AuBerdem miisste ein solches System aus Hadronen und Quarks in der gemischten Phase stark
wechselwirken. Diese Wechselwirkung zwischen den Hadronen und den deconfinded Quarks wird
weder in der rein hadronischen, noch in der reinen Quark Zustandsgleichung beriicksichtigt. Damit
ist die Giiltigkeit der HEoS und QEoS um den Phaseniibergang fraglich [5].

Betrachtet man elektrisch neutrale hadronische und Quarkmaterie so geniigt eine Konstruktion
nach Gleichung (7.1). Es ist jedoch auch moglich, elektrische Neutralitdt in der Mischphase durch
eine positiv geladene hadronische und negativ geladene Quarkphase zu erreichen [21]. In diesem
Fall muss ein Phaseniibergang unter Beriicksichtigung des Elektronen chemischen Potentials u, kon-
struiert werden: py (ug,U,) = pq (Up, U.). Eine derartige Konstruktion wird unter anderem in [21]
thematisiert.

Unabhéngig von diesen eher theoretischen Problemen mit dem cp-Phaseniibergang ist die Kon-
struktion eines solchen nicht mit allen HEoS/QEoS moglich. Da in dieser Arbeit nur kalte Materie
(T = 0) beschrieben wird, ist das thermale Gleichgewicht nach Gleichung (7.1b) fiir alle HEoS und
QEoS gegeben. Damit bleibt die notwendige Bedingung eines Schnittpunktes von HEoS und QEoS in
der u-p-Ebene fiir einen Phaseniibergang nach Gleichung (7.1). Dies fiihrt zu der Tatsache, dass nur
zwischen harten hadronischen und weichen Quark Zustandsgleichungen cp-Phaseniibergénge kon-
struiert werden konnen. Abbildung 7.1 illustriert diesen Zusammenhang: nur zwischen den vier hér-
testen HEoS TNI3u, BHF(N, 1), RMF240 und y SU(3) und den weicheren QEoS ohne Vektor-Kopplung
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sind cp-Phaseniibergédnge moglich. Abbildung 7.2 zeigt die Phaseniibergdnge/Schnittpunkte in der
u-p-Ebene fiir die verschiedenen HEoS mit den QEoS HK(g, = 0)|N, HK(g, = 0) + CS, RKH(g, = 0)|N
und RKH(g, = 0) + CS. In Tabelle 7.1 sind die Baryonen chemische Potentiale und die Driicke die-

ser Phaseniibergidnge mit den Energie- und Baryonendichten der hadronischen und Quark-Phasen
angegeben.
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Abbildung 7.1: Die QEoS und die vier harten HEoS TNI3u, BHF(N, 1), RMF240 und y SU(3) in der u-p-Ebene.
Die hellgraue Zone entspricht dem Verlauf der restlichen, weicheren HEoS und die rote Zone markiert den Teil
der u-p-Ebene, in welchem cp-Phaseniibergange zwischen den weichen QEoS und harten HEoS mdglich sind.

600 . . ¥ . 600 . . 7 .
— TNI3u / — BHF(N,])) /
500 F J/ ] 500 | / ]
4 4
/// /’/
& 400 f y 1 & 400 f 4y 1
=] /2 =) %
= /// &= ///
> 300 f ¥ 1 = 300} A 1
=) / — HK (gy=0) =) / — HK (gy=0)
L L 4
A 200 / —— HK (gy=0) +CS A 200 ,// —— HK (gy=0) +CS
7
100 [ S — RHK (gy=0) | 100 | % ~— RHK (gy=0) |
o ~— RHK (gy=0) +CS _ -~ RHK (gy=0) +CS
0 === | P R R S S S RS 0 =z | T S S S R SR
1000 1200 1400 1600 1800 2000 1000 1200 1400 1600 1800 2000
up (MeV) up (MeV)
600 — —_——y , 600 — —— v :
— RMF240 / — XSU3) J
500 | J ] 500 | J ]
/4 /4
//// ////
% 400 f / 1 . 400 F 5 1
£ Y/ £ Y
> 300F y 1 > 300} Y ]
=) y — HK (gy=0) = s — HK (gy=0)
a, 200 ¢ / - — HK (gy=0) +CS a. 200 ¢ ,/’/ - - HK (gy=0) +CS
100 F ///// — RHK (gvy=0) ] 100 F — RHK (gy=0) ]
= —— RHK (gy=0) + CS s —— RHK (gy=0) + CS
0 == L L L L 0 zZ= L L L L
1000 1200 1400 1600 1800 2000 1000 1200 1400 1600 1800 2000
up (MeV) up (MeV)

Abbildung 7.2: Phasenlbergédnge zwischen den HEoS TNI3u, BHF(N, 1), RMF240 und y SU(3) und den QEoS
HK(g, = 0)|N, HK(g, = 0) + CS, RKH(g, = 0)|N und RKH(g, = 0) + CS in der u-p-Ebene. Die Punkte markie-

ren die Schwellenwerte flr das Auftreten von Strange Quarks bzw. Hyperonen und im Falle der QEoS mit

Farbsupraleitung den 2SC-CFL Phaseniibergang. Der rétliche Bereich markiert generell den Bereich, in wel-
chem die cp-Phasentibergange zwischen HEoS und QEoS mdglich sind.
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Die Phaseniiberginge finden in der Regel bei Driicken zwischen 130 und 300 MeV/fm? statt. Dabei
liegen in den hadronischen Phasen Baryonendichten von 3.5 bis 5.5p, vor. Nach dem Phaseniibergang
liegen in den Quarkphasen relativ hohe Baryonendichten zwischen 6 und 8p, vor. Nur die Phasen-
iibergange von TNI3u und RMF240 in die Quarkphasen ohne Farbsupraleitung, HK(g, = 0)|N und
RKH(g, = 0)|N, finden erst bei wesentlich hoheren Driicken statt.

Der Phaseniibergang von y SU(3) in die HK(g, = 0) + CS ist einzigartig. Von allen Phaseniibergén-
gen zwischen den QEoS mit Farbsupraleitung und den vier harten HEoS ist dieser der einzige, der
in der 2SC Phase der HK(g, = 0) + CS stattfindet. Damit ist die y SU(3)- HK(g, = 0) + CS - Hybridzu-
standsgleichung die einzige EoS die eine 2SC-Phase enthalt.

HEoS QEoS ug (MeV)  p (MeV/fm®)  pu/py  po/po € (MeV)  eq (MeV)
HK(g, = 0)|N 1568.8 4175  6.41 9.92 1291.6 2229.0

TNI3u HK(g, = 0)|CFL 1335.9 195.4  4.72 6.94 877.4 1381.6
RKH(g, = 0)|N 1579.8 429.7 6.48 10.39 1310.8 2359.7

RKH(g, = 0)|CFL 1376.2 2288 5.04 7.38 951.2 1496.6

HK(g, = 0)|N 1454.2 253.3 4.47 6.87 852.2 1446.0

BHF(N, 1) HK(g, = 0)|CFL 1280.5 134.1 3.53 6.07 633.8 1186.2
>/ RKH(g, = 0)|N 1478.3 272.0  4.60  7.87 884.3 1706.7
RKH(g, = 0)|CFL 1312.3 153.8 3.70 6.43 672.4 1281.6

HK(g, = 0)|N 1656.6 582.4 10.79 12.18 2379.0 2846.8

RMF240 HK(g, = 0)|CFL 1325.5 183.3 5.40 6.78 1034.4 1344.4
RKH(g, = 0)|N 1666.0 594.4 1094 12.56 2419.3 2960.1

RKH(g, = 0)|CFL 1396.5 254.8 6.46 7.67 1278.2 1567.1

HK(g, = 0)|N 1441.4 238.7  5.05 6.50 999.8 1353.0

25U(3) HK(g, = 0)|2SC 1230.0 93.1 3.12 5.40 560.2 660.7
RKH(g, = 0)|N 1477.4 270.8 5.43 7.85 1091.8 1701.1

RKH(g, = 0)|CFL 1283.6 123.6 3.58 6.01 657.39 1188.5

Tabelle 7.1: Phasenlbergédnge zwischen den HEoS TNI3u, BHF(N, 1), RMF240 und y SU(3) und den QEoS
HK(g, = 0)|N, HK(g, = 0) + CS, RKH(g, = 0)|N und RKH(g, = 0) + CS.
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Abbildung 7.3: Energiedichte als Funktion des Druckes fir die y SU(3) cp-Hybridzustandsgleichungen mit
HK(g, = 0)|N und HK(g, = 0) + CS QEOoS. Es sind deutlich die Phasenlbergédnge von der HEoS in die entspre-
chenden Quarkphasen sichtbar. Im Fall der HK(g, = 0) + CS erfolgt der Phasenlibergang in die 2SC Phase. Der
2SC-CFL Phasenlibergang der HK(g, = 0) + CS ist ebenfalls deutlich erkennbar.
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7.1.1 Masse-Radius/Baryonendichte-Kurven und Maximalmasse

Der folgende Abschnitt beschiftigt sich mit den aus den Hybridzustandsgleichungen mit cp-
Phaseniibergang resultierenden Hybridsternen. Diese haben groRe Ahnlichkeit mit den Neutronen-
sternen mit rein hadronischer Zustandsgleichung aus Kapitel 5. Bis zum Phaseniibergang stimmen
die hadronische und Hybridzustandsgleichung {iberein. Die leichten Hybridsterne, mit einem zentra-
len Druck kleiner dem am Phaseniibergang, haben keine Quarkphase und werden komplett iiber die
HEoS beschrieben. Erst massivere Sterne mit hoheren zentralen Driicken besitzen eine Quarkphase.
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Abbildung 7.4: Masse-Radius-Kruven fiir cp-Hybridsterne mit y SU(3) HEoS. In schwarz ist der entsprechende
M-R-Verlauf des rein hadronischen Sterns abgebildet. In rot sind die M-R-Kurven der HK(g, = 0) und in griin die
der RKH(g, = 0) Hybridzustandsgleichungen abgebildet. Die Schwellenwerte fir das Auftreten von Hyperonen
sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze markiert.
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Abbildung 7.5: (Links) die Masse-Radius Kurve der 2SC Phase der y SU(3)-HK(g, = 0) + CS Hybridsterne

im Detail. (Rechts) die Masse Uiber der zentralen Baryonendichte fir y SU(3)-HK(g, = 0) + CS und y SU(3)-
HK(g, = 0)|N cp-Hybridsterne. Im p_-R-Verlauf sieht man deutlich die beiden Phaseniibergénge von y SU(3)
in die Quarkphasen und von 25SC in die CFL Phase im Fall der HK(g, = 0) + CS.

7 Hybridsterne 43



Die Abbildungen 7.4 und 7.6 zeigen die Masse-Radius Kurven der Hybridsterne im Vergleich mit
den entsprechenden Neutronensternen mit rein hadronischer Zustandsgleichung.

Bis auf den cp-Hybridstern mit y SU(3)-HK(g, = 0) + CS Hybridzustandsgleichung haben alle an-
deren Hybridsterne keine stabile Quarkphase. Nach dem Phaseniibergang in die Quarkphase sind
alle resultierenden Sterne instabil. Daher sind die Maximalmassen der Hybridsterne geringer als
die maximalen Massen der entsprechenden rein hadronsichen Sterne. Am Phaseniibergang zwischen
HEoS und QEoS steigen Energie und Baryonendichte stark an, im Fall der Energiedichte um mehrere
100 MeV/fm®. Dies fiihrt zu den Knicken in den Masse-Radius Kurven an den Phaseniibergingen. Der
hohe Dichteunterschied zwischen den beiden Phasen fiihrt dazu, dass die Quarkphasen instabil sind.

Nur im Fall des ySU(3)-HK(g, =0)+ CS Phaseniibergangs ist der Dichteunterschied mit nur
€q — €y = 100.5 MeV/fm?® vergleichsweise gering. Dies liegt daran, dass dieser Ubergang nicht di-
rekt in die CFL Phase, sondern erst in die 2SC Phase, erfolgt. Damit ist die y SU(3)-HK(g, = 0) + CS
Hybridzustandsgleichung die einzige Zustandsgleichung, die in Sternen mit einer stabilen 2SC Quark-
phase resultiert. Diese Phase, der HE0S-2SC und der folgende 2SC-CFL Phaseniibergang sind in Ab-
bildung 7.5 im Detail zu sehen.

Generell haben die Hybridsterne mit cp-Phaseniibergang eine geringere Maximalmasse als die kor-
respondierenden Neutronensterne mit rein hadronischer Zustandsgleichung. In Tabelle 7.2 sind die
Maximalmassen, die zugehorigen Radien und zentrale Driicke der Hybridsterne aufgelistet. Zum Ver-
gleich sind die Maximalmassen der rein hadronischen Sterne angegeben. Die Sterne maximaler Masse
treten in der Regel bei dem initialen Zentraldruck auf, bei dem auch der Phaseniibergang statt-
findet. Nur bei den ySU(3)-HK(g, =0)+ CS, RMF240-HK(g, = 0)|[N und RMF240-RKH(g, = 0)|N
Hybridzustandsgleichungen ist dies nicht der Fall. Im Fall der ySU(3)-HK(g, = 0) + CS Hybridzu-
standsgleichung tritt der Stern maximaler Masse am 2SC-CFL Phaseniibergang auf. In den Féllen
der RMF240 HEoS mit den QEoS ohne Farbsurpaleitung tritt der Phaseniibergang erst bei so hohen
Driicken auf, dass entsprechende Sterne bereits nach der HEoS instabil sind. Daher ist im Fall der
RMF240-HK(g, = 0)|[N und RMF240-RKH(g, = 0)|N cp-Hybridsterne die Maximalmasse die gleiche,
wie im Fall einer reinen RMF240 HEoS.

HEoS M /Mg, QEoS Mibrd /v R (km) - pfYPid (Mev/fm®)
HK(g, = 0) 1.79 10.24 4175
HK(g, = 0)|CFL 1.64 10.94 195.4
TNI3u 183 RrH(g, = 0) 1.79 10.21 429.7
RKH(g, = 0)|CFL 1.68 10.81 228.8
HK(g, = 0) 1.95 11.44 253.3
HK(g, = 0)|CFL 1.71 11.86 134.1
BHE(N.D) 207 prH(g, =0) 1.97 11.38 272.0
RKH(g, = 0)|CFL 1.77 11.78 153.8
HK(g, = 0)|CFL 1.53 11.69 183.3
RMF240 155 RkH(g, = 0)|CFL 1.55 11.22 254.8
HK(g, = 0) 1.87 11.83 238.7
HK(g, = 0) + CS 1.67 12.64 110.6
x8UG3) 188 prH(g, = 0) 1.88 11.68 270.8
RKH(g, = 0)|CFL 1.75 12.54 123.6

Tabelle 7.2: Maximalmassen, Radien und zentrale Driicke der cp-Hybridsterne mit maximaler Masse der ent-
sprechenden Neutronensterne mit rein hadronischer EoS im Vergleich.
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Die iiber einen Phaseniibergang erster Ordnung mit konstantem Druck konstruierten Zustandsglei-
chungen sind nach Abschnitt 2.6 kausal und thermodynamisch konsistent. Da der Phaseniibergang,
nach Gleichung (7.1), nach Gibbs einen Ubergang beschreibt, an welchem sich die beiden Phasen im
Gleichgewicht befinden und da sowohl die HEoS und als auch QEoS kausal und konsistent sind, sind
auch die cp-Hybridzustandsgleichungen kausal und thermodynamisch konsistent.

Die Hybridsterne mit den HEoS TNI3u, RMF240 und ySU(3) enthalten Hyperonen. Die Maxi-
malmasse wird im Vergleich zu den Sternen mit rein hadronischer Zustandsgleichung jedoch ver-
ringert. Selbst im Ausnahmefall von ySU(3)-HK(g, = 0)+ CS ist die stabile 2SC-Quarkphase sehr
klein, so dass auch in diesem Fall die Maximalmasse verringert wird. Damit haben die Hybridsterne
mit Hyperonen Maximalmassen von um die 1.7M,. Es ist also nicht moglich massive 2M, Neutro-
nensterne mit cp-Hybridzustandsgleichungen mit Hyperonen zu beschreiben. Im Fall der BHF(N, 1)
Hybridzustandsgleichungen sind die Maximalmassen trotz instabiler Quarkphase recht hoch, da diese
Zustandsgleichung ohne Hyperonen immer noch sehr hart ist.
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Abbildung 7.6: Masse-Radius-Kurven fir cp-Hybridsterne mit TNI3u, BHF(N,1) und RMF240 HEoS. In schwarz
sind die entsprechenden M-R-Verldufe der rein hadronischen Sterne abgebildet. Die Schwellenwerte fiir das
Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze mar-
kiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432

mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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7.1.2 Struktur eines Hybridsterns mit y SU(3)-HK(g, = 0) + CS Phasenlibergang
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Abbildung 7.7: (Links:) Druck-Radius-Kurve und (rechts) Energiedichte-Radius-Kurve flr einen y SU(3)-

HK(g, = 0) + CS cp-Hybridstern maximaler Masse. Fur die Kruste (in grau) wurde die BPS/NV Zustandsglei-
chung verwendet. Der innere Kern des Sterns besteht aus einer farbsupraleitenden HK(g, = 0)|2SC Phase

mit kaum Strange Quarks. Der mittlere hadronische Kern besteht aus Nukleonen, Hyperonen und einem ge-
ringen Leptonen-Anteil. Der duBere Teil des Kerns besteht aus Nukleonen und Leptonen. Der Phasenlbergang
zwischen hadronischer und Quark-Phase ist im e-r-Verlauf deutlich zu erkennen.

Die obige Abbildung 7.7 zeigt die Struktur eines Hybridsterns maximaler Masse mit ySU(3)-
HK(g, = 0) + CS cp-Phaseniibergang. Fiir Driicke unterhalb des HEoS-QEoS Phaseniibergangs gleicht
die Struktur der eines rein hadronischen Neutronensterns aus Abschnitt 5.4. Fiir Driicke ober-
halb des Phaseniibergangs p > 93.1 MeV/fm?® existiert eine stabile 2SC Quarkphase. Dies un-
terscheidet die ySU(3)-HK(g, =0)+ CS Hybridsterne von samtlichen anderen Hybridsternen mit
cp-Phaseniibergang. Im e-r Verlauf ist der Phaseniibergang durch den Sprung in der Energiedichte
deutlich zu erkennen.

7 Hybridsterne 47



7.2 Interpolierte, gemischte Zustandsgleichungen

Um eine harte/steife Hybridzustandsgleichung zu konstruieren wurde von K. Masuda , T. Hatsuda
und T. Takatsuka in ihrer Arbeit ,,Hadron—quark crossover and massive hybrid stars“ [5] eine Interpola-
tion zwischen der hadronischen und der Quark Zustandsgleichung vorgeschlagen. Der Kerngedanke
besteht darin die HEoS und die QEoS iiber eine Interpolation bei mittleren Baryonendichten (~ 4p)
zu verbinden. Aus dem QCD-Phasendiagramm wird bei diesen Dichten eine Form von stark wechsel-
wirkenden Hadronen und Quarks angenommen. Diese Form der Materie wird rein phdnomenologisch
durch eine Mischung aus HEoS und QEoS beschrieben, welche durch eine kontinuierliche Interpola-
tion zwischen HEoS und QEoS modelliert wird.

Die Form einer solchen Interpolation ist nicht eindeutig: Verschiedene Verfahren und Interpolations-
methoden wéren vorstellbar. Im Folgenden werden zwei Interpolationsverfahren behandelt, welche
in [5] vorgestellt wurden. Kern beider Verfahren ist die Interpolationsfunktion

fe(p) = % (1 + tanh(g)) : (7.2)

Diese stetige Funktion ist geeignet um zwei Funktionen in einem durch I' und p charakterisierten
Fenster

p—-TI'SpsSp+T (7.3)

zu mischen. Die HEoS wird mit f_ gewichtet und die QEoS mit f, . Die Mischphase, in der Quarks und
Hadronen stark wechselwirken, hat damit eine Breite von ungefidhr 2" mit einem Zentrum bei p. Das
System ist in diesem Bild eines Hadronen-Quark-Ubergangs stets einheitlich: f_ und f, geben nur Auf-
schluss iiber den Grad zu dem HEoS und QEoS in die Hybridgleichung bei gegebener Baryonendichte
eingehen. Es gilt f_(p) + f,(p) = 1 fiir alle Dichten. Bevor auf die beiden Interpolationsverfahren
eingegangen wird, sei noch die Ableitung der Interpolationsfunktion

- 5\—2
flp) =22 (T + ) = 44(p) 7.9
erwahnt. Diese wird in den beiden Interpolationsverfahren ebenfalls eine entscheidende Rolle spielen.
Die zwei in dieser Arbeit verwendeten Interpolationsverfahren sind die sogenannte p- und e-
Interpolation. Bei der p-Interpolation wird zwischen dem Druck als Funktion der Baryonendichte
mittels f. interpoliert und bei der e-Interpolation wird zwischen der Energiedichte als Funktion der
Baryonendichte interpoliert. In beiden Fillen muss dies jedoch thermodynamisch konsistent gesche-
hen. Um dies zu gewahrleisten wird je nach Interpolation die Energiedichte (bei der p-Interpolation)
oder der Druck (bei der e-Interpolation) thermodynamisch konsistent konstruiert. Dafiir ist die in
Abschnitt 2.4 vorgestellte Gleichung (2.46):

d (€
p =p2—(—) (7.5)
ap \p
entscheidend. Aus ihr lassen sich fiir den Druck und die Energiedichte zwei zentrale Identitidten
e,
p=p g _ € (7.6a)
p
P P
= J P ap (7.6b)
Pls 5 P

ableiten. Die Relation fiir den Druck ist direkt aus Gleichung (7.5) gegeben und die Relation fiir die
Energiedichte kann durch Integration der Gleichung einfach hergeleitet werden. Mit diesen Identita-
ten und der Interpolationsfunktion lassen sich die e- und die p-Interpolation wie folgt konstruieren.
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e-Interpolation

Es seien ey(p) und €4(p) die nach Gleichung (7.5) thermodynamisch konsistenten Zustandsglei-
chungen fiir hadronische und Quark-Materie. Zwischen den Zustandsgleichungen wird mittels der
Interpolationsfunktion f, interpoliert mit einem durch p und T charakterisierten Ubergangsfenster:

e(p)=ey(P)f-(P)+eq(pP) fr(p). (7.7)

Um thermodynamisch konsistent den entsprechenden Druck zu erhalten, wendet man Gleichung
(7.6a) auf die e-Interpolation nach Gleichung (7.7) an©®:

p(p)=pg—e—e (7.8a)
o
= 2 (enf )+ parlegf.) — enf-—cof (7.8
—PapeH— Pap€Q+ €nJ-—€qJ+ .
=p (e;{f_ + er_’) +p (e’Qf+ + leJ:) —euf-—eofy (7.8¢)
=(pej,—en)f+ (peé2 +6Q)f+ +peof, +peuf’ (7.8d)
5/—/ ~——
=PH =pq
=puf_+pofi+p(eq—en)g (7.8e)
= pu(p)f-(p)+ pa(p)fi(p) + Ap(p). (7.86)

Mit einem in der Ubergangs-Region konzentriertem Ap mit Ap(0) = Ap(oo) = 0.

8p(0) = p [eqlo)—eup) ] 8(0) = 22 [eqlp) —eu(p) | [+ | 7.9

p-Interpolation

Es seien py(p) und py(p) die nach Gleichung (7.5) thermodynamisch konsistenten Zustandsglei-
chungen fiir hadronische und Quark-Materie. Zwischen den Zustandsgleichungen wird mittels der
Interpolationsfunktion f, interpoliert mit einem durch p und T charakterisierten Ubergangsfenster:

p(p)=pa(P)f-(p)+pq(p)fi(p). (7.10)

® In den folgenden Herleitungen ist in den Zwischenschritten die Baryonendichte p als Argument der verschiede-
nen Funktionen zu Gunsten einer besseren Ubersicht weggelassen worden. Generell sind Druck p, Energiedichte e
und auch die Interpolationsfunktion f. sowie alle auftretenden Ableitungen dieser Funktionen als Funktionen der
Baryonendichte aufzufassen. Die Ableitungen nach p werden mit unter abgekiirzt: z.B. dey /9 p = €;,.
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Um thermodynamisch konsistent die entsprechende Energiedichte zu erhalten, integriert man die
p-Interpolation in Gleichung (7.10) nach Gleichung (7.6b) partiell:

P P
°| = J %dﬁ (7.11a)
Pls 5 P
P Pu F p
= L E)f‘dp + ) (ﬁ)ﬁdp (7.11b)
P P
L[] ] U G
o s Js p
— P P ~—
=ey/p =ey/p
P P
@] ([ G
p s Js P
=eq/p =eq/p
P P _
:[M] +J En—cd ;s (7.11d)
b s Jo b
e(p) _e(p) _ en(p)f-(p)+eq(p)fs(p) + Aelp)  en(p)f-(5)+€q(p)f+(P) 7.110)
P b p p ' |
Aus Gleichung (7.11e) lasst sich schlief3lich
e(p) = en(p)f-(p) +eq(p)fi(p) + Ae(p) (7.12)

identifizieren. Der Korrekturterm Ae(p), welcher fiir p — 0 und auch fiir p — oo endlich ist, erh6ht
die Energiedichte fiir p < p und verringert sie fiir p > p.

P eq(P)—eo(p Pey(p)—eqlp 55 BB
Ae(p):pj Mg(ﬁ)dﬁzz_l? M[e—% +6T] Zdﬁ (7.13)

5 P I Js P

Dieser ist damit jedoch nicht im Ubergangsfenster konzentriert, wie Ap, sondern beeinflusst die Hy-
bridzustandsgleichung auf dem gesamten Definitionsbereich.

In den folgenden Abschnitten werden mit den beiden Interpolationsverfahren Hybridzustandsglei-
chungen fiir verschiedene HEoS und QEoS konstruiert. Diese sind nach Konstruktion thermodyna-
misch konsistent. Die Kausalitdt nach Abschnitt 2.6 ist aus der Konstruktion nicht zwingend gegeben.
Fiir entsprechende Ubergangsfenster, welche nicht zu schmal sind und nicht bei zu hohen Baryonen-
dichten ansetzen, und entsprechenden QEoS ist jedoch auch die Kausalitit gegeben. In den Abschnit-
ten 7.2.1 und 7.2.3 wird auf die Kausalitdt der Hybridzustandsgleichungen weiter eingegangen.

Im Folgenden wird oft eine Kompaktnotation fiir die Interpolationen verwendet: Das Ubergangs-
fenster nach Gleichung 7.3 mit einem Zentrum bei p p, und einer Gesamtbreite 2I'p, wird abgekiirzt
mit (p,T'). Die e- und p-Interpolation werden oft als e-Int und p-Int abgekiirzt.
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7.2.1 Vergleich zwischen e- und p-Interpolation

In diesem Abschnitt werden die generellen Eigenschaften der beiden Interpolationsmethoden exem-
plarisch mit TNI2u als HEoS und HK(g, = 1Gg) als QEoS untersucht. TNI2u stellt eine HEoS mittlerer
Harte dar, wahrend HK(g, = 1Gg) zu den héirteren QEoS zahlt. Der Einfluss der hadronischen und
Quark Zustandsgleichung auf die Hybridzustandsgleichung wird in den anschlief3enden Abschnitten
niher untersucht werden. Als Ubergangsfenster wurde (o = 3p,,I' = 1p,) gewihlt.

Abbildung 7.8 zeigt die resultierenden Hybridzustandsgleichungen. Anhand der der p-p und e-p
Kurven lasst sich die Konstruktion der Interpolationsmethoden nachvollziehen.
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Abbildung 7.8: Ubersicht (iber die aus einer (3,1) €/p-Interpolation resultierenden Hybridzustandsgleichungen
mit TNI2u als HEoS und HK(g, = 1Gg) als QEoS. In rot die e-Interpolation, in blau die p-Interpolation und in
schwarz, gestrichelt die reinen HEoS und QEoS. Die Punkte markieren die Schwellenwerte flir das Auftreten
von Strange Quarks. Im Fall der TNI2u HEoS liegt pf,[1 = 4.01p, fir das Auftreten von Hyperonen extrem hoch.
Daher treten im Fall der HK(g, = 1G5) QEoS deconfined Strange Quarks knapp vor Hyperonen auf bei p;, =
4.00p,. Das Ubergangsfenster ist mit grauen Balken auf den horizontalen p-Achsen angedeutet.
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Abbildung 7.9: Masse-Radius-Kurve (links) und Masse-zentrale Baryonendichte-Kurve (rechts) fir Hybridsterne
mit (3,1) e/p-Interpolation mit TNI2u HEoS und HK(g, = 1Gg) QEoS. In schwarz ist der Verlauf fur rein hadro-
nische TNI2u Sterne und in schwarz-gestrichelt der fiir reine HK(g, = 1Gg) Quarksterne zum Vergleich abgebil-
det. Die Hybridsterne mit p-Interpolation dhneln den entsprechenden puren Quarksternen bei hohen Dichten.
Die Hybridsterne mit e-Interpolation dhneln weder den Quark, noch den Sternen mit rein hadronischen EoS,
da durch Ap die EoS in der Ubergangsregion enorm versteift wird. Die resultierenden Sterne haben ausgespro-
chen hohe Massen. Das Ubergangsfenster ist mit grauen Balken auf den horizontalen p-Achsen angedeutet.

Im Fall der e-Interpolation wird zwischen ey (p) und €,(p) direkt interpoliert. Dementsprechend
folgt die Hybridzustandsgleichung in e-p-Ebene bei niedrigen Baryonendichten der HEoS und bei
hohen der QEoS. In der Ubergangsregion wird mittels f,.(p) interpoliert. Auch in der u-p-Ebene
folgt die e-Interpolation bei niedrigen chemischen Potentialen der HEoS und bei hohen der QEoS.
Der Einfluss des Korrekturterms wird weder in der e-p noch in u-p-Ebene deutlich. In der p-p und
in der e-p-Ebene zeigt sich der Einfluss des Korrekturterms Ap. Er versteift die Zustandsgleichung
in der Ubergangsregion enorm. Auferhalb der Ubergangsregion geht die Hybridzustandsgleichung
allerdings wieder in die entsprechenden py (o) und p,(p), beziehungsweise €5 (o) und €,(p), iiber.

Im Fall der p-Interpolation entspricht der Verlauf der Hybridzustandsgleichung in der p-p-Ebene
der direkten Interpolation zwischen py(p) und p,y(p) mittels f.(p). In der e-p-Ebene zeigt sich die
Wirkung des Korrekturterms Ae. Bei niedrigen Baryonendichten (p < p) wird die Energiedichte
leicht erhoht. Dieser Effekt ist jedoch so gering, dass er aus den Kurven nicht ersichtlich wird. Fiir
hohe Baryonendichten (p > p) wird die Energiedichte verringert. Dieser Effekt ist deutlich sicht-
bar. Allerdings werden sich die Steigungen der Hybridzustandsgleichung und der QEoS bei hoheren
Baryonendichten wieder sehr dhnlich. Analog zur Wirkung des Korrekturterms in der e-p-Ebene ver-
ringert dieser in der e-p-Ebene die Energiedichte bei hohen Driicken im Vergleich zur Energiedichte
der reinen QEoS. In der u-p-Ebene verlauft die p-Interpolation zwischen den Kurven der HEoS und
QEoS wobei sich die Steigung der interpolierten Zustandsgleichung fiir niedrige chemische Potentiale
der der HEoS und fiir hohe uz der der QEoS annéhert. Bei gegeben chemischen Potential ist der Druck
der p-Interpolierten Zustandsgleichung stets hoher als der entsprechende der QEoS und niedriger als
der der HEoS.

Abbildung 7.9 zeigt die Masse-Radius- und Masse-zentrale Baryonendichte-Kurven der aus den
vorgestellten Hybridzustandsgleichung resultierenden Sterne. Zum Vergleich sind die entsprechenden
Sterne mit rein hadronischer und reiner Quarkzustandsgleichung mit abgebildet.
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Bei hohen Dichten &hnelt der Hybridstern mit p-Interpolation dem korrespondierenden Quarkstern
und bei niedrigen Dichten dem Neutronenstern mit HEoS. Die p-Interpolation stellt damit auch in
Bezug auf die Sterne eine Mischung der beiden korrespondierenden Sterne dar. Dies war auf Grund
der Zustandsgleichung abzusehen.

Die Hybridzustandsgleichung mit e-Interpolation dhnelt in der Ubergangsregion den Ausgangszu-
standsgleichungen nicht auf Grund des duf3erst dominanten Korrekturterms Ap. Dieser versteift die
EoS in der Ubergangsregion enorm. Die resultierenden Sterne sind duferst schwer. Fiir die harten
QEoS HK(g, = 1Gs) und HK(g, = 1.5Gs) sind die Hybridzustandsgleichungen in der Ubergangsregi-
on bei plausiblen Ubergangsfenstern ~ (2—3, 1—1.5) nicht kausal. Sie erfiillen in der Ubergangsregion
nicht die nach Abschnitt 2.6 gestellten Kausalitidtsbedingungen: v,/c = 4/dp/de <1 und dp/de > 0.
Damit ist die e-Interpolation an sich ungeeignet zur Konstruktion von Hybridzustandsgleichungen
mit harter n QEoS bei plausiblen Ubergangsfenstern. Fiir die weicheren QEoS ohne Vektor-Kopplung
ist sie jedoch sehr gut zur Konstruktion harter Hybridzustandsgleichungen geeignet. Gerade die Ei-
genschaft, dass die e-Interpolation auRRerhalb der Ubergangsfensters stark den Ausgangszustandsglei-
chungen &hnelt, wird sich im Abschnitt 7.2.4 bei der Konstruktion von Hybridzustandsgleichungen
mit Farbsupraleitung als duferst praktisch erweisen.

7 Hybridsterne 53



7.2.2 Abhangigkeit der Hybridzustandsgleichung vom Ubergangsfenster

Die Wahl des Ubergangsfensters hat auf das Aussehen der Hybridzustandsgleichung und damit auf
die resultierenden Sterne durchaus Einfluss. Dieser wird im Folgenden untersucht. Aus dem QCD-
Phasendiagramm nach Kapitel 1 erwartet man ein Zentrum der Ubergangsfenster bei um die 3p, [5].
Allerdings ist dies nur eine grobe Abschdtzung. Aus Sicht der QEoS sollte das Fenster nicht bei zu
niedrigen Baryonendichten gewéahlt werden. Damit scheiden die harten QEoS mit Vektor-Kopplung
(HK(g, = 1Gg) und HK(g, = 1.5Gg)) nach den vorherigen Ausfithrungen fiir die e-Interpolation aus.
Im Folgenden wird der Einfluss des Ubergangsfensters auf die Hybridzustandsgleichung fiir eine Uber-
gangsregion von 2p, < p —I' < p + T < 7p, untersucht.

Fiir die Betrachtungen die p-Interpolation betreffend wurde exemplarisch die TNI2u EoS als HEoS
mittlere Harte gewéhlt und als QEoS die harte HK(g, = 1Gg) mit Vektor-Kopplung um relativ massive
Sterne (~ 2M,) zu betrachten. Im Fall der e-Interpolation wurde ebenfalls die TNI2u EoS als HEoS
verwendet aber als QEoS die weiche HK(g, = 0).

Abbildung 7.10 zeigt die Resultate mit den verschiedenen Ubergangsfenstern fiir e- und p-
Interpolation.

Im Fall der p-Interpolation bewirkt ein Ubergangsfenster mit niedrigerem Zentrum (p) einen gro-
Reren Einfluss der QEoS. Fiir die QEoS, welche hérter sind als die HEoS, bedeutet dies im Fall der
p-Interpolation eine Erh6hung der Maximalmasse. Ein breiteres Fenster bei ansonsten gleichem Zen-
trum fiihrt generell zu einer weicheren Hybridzustandsgleichung mit geringeren Maximalmasse.
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Abbildung 7.10: Masse-Radius Kurven fir: (links) p-Interpolation zwischen TNI2u-HK(g, = 1Gg) und (rechts)
e-Interpolation zwischen TNI12u-HK(g, = 0) mit verschiedenen Ubergangsfenstern. Die intensiveren Farben ent-
sprechen hdéheren p und die gestrichelten Verldufe breiteren I'. Im Allgemeinen gilt: Ein in der Baryonendichte
héher gelegenes Ubergangsfenster resultiert in niedrigeren Maximalmassen und ein verbreitertes Ubergangs-
fenster verringert die maximale Masse ebenfalls. Der Effekt der Breite ist im Falle der e-Interpolation wesentlich
ausgepragter.
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Die e-Interpolation mit den harten QEoS zeigt ein dhnliches Verhalten beziiglich des Ubergangs-
fensters. Hier fiihrt ein in der Baryonendichte hoher gelegenes Ubergangsfenster zu einer weicheren
EoS und damit zu einer niedrigeren Maximalmasse. Die Breite des Fensters spielt jedoch bei der e-
Interpolation eine wesentlich starkere Rolle als bei der p-Interpolation. Ein breiteres Fenster fiihrt
zu einer deutlich weicheren EoS und damit ebenfalls zu einer geringern Maximalmasse. Bei hohen
Zentren des Ubergangsfensters ist der Einfluss von Ae auf die Hybridzustandsgleichung nicht so stark.

7.2.3 Abhéangigkeit von der Quark Zustandsgleichung

Aus den vorhergegangen Abschnitten ist bereits bekannt, dass die QEoS entscheidend ist fiir das
Aussehen der interpolierten Hybridzustandsgleichung bei hohen und mittleren (Baryonen)Dichten.
In diesem Abschnitt wird dieser Einfluss der QEoS ohne Farbsupraleitung genauer betrachtet. Die
QEoS mit Farbsupraleitung werden im néchsten Abschnitt 7.2.4 in Bezug auf die Moglichkeit einer
interpolierten Hybridzustandsgleichung hin untersucht.

Aus der einleitenden Diskussion fiir die e- und die p-Interpolation ist bereits bekannt, dass eine
e-Interpolation mit den steifen QEoS mit Vektor-Kopplung keine kausale Zustandsgleichung liefert,
zumindest nicht mit einem plausiblen Ubergangsfenster. Daher wird die e-Interpolation im Folgen-
den nur mit den weicheren EoS HK(g, = 0) und RKH(g, = 0) betrachtet. Als HEoS wurde wieder die
TNI2u gewihlt. Als Ubergangsfenster wurde sowohl fiir die e- als auch fiir die p-Interpolation (3, 1),
gewahlt. Dieses liefert nach Abschnitt 7.2.2 steife Hybridzustandsgleichungen und ist mit den gene-
rellen Uberlegungen zum Hadronen-Quark Ubergang aus Kapitel 1 gut vereinbar. In Abbildung 7.11
sind die Masse-Radius Kurven der verschiedenen interpolierten Hybridzustandsgleichungen zu sehen.

Wie zu erwarten dhneln die Sterne mit p-Interpolation bei hoheren Massen/Driicken stark den kor-
respondierenden reinen Quarksternen aus Kapitel 6.2. Damit kommen fiir die Beschreibung von mas-
siven 2M, Neutronensternen iiber eine p-Interpolierte Hybridzustandsgleichung nur die QEoS mit
Vektor-Kopplung in Frage. Die resultierenden Hybridsterne mit HK(g, = 1Gg) und HK(g, = 1.5Gg)
als QEoS dhneln sich sehr. Die Sterne mit HK(g, = 1.5Gg) haben nur eine etwas hohere maxima-
le Masse als die mit HK(g, = 1Gg) QEoS. Aus einer (3,1) p-Interpolation in die HK(g, = 1Gg) oder
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Abbildung 7.11: Masse-Radius Kurven fir die (3,1) p-Interpolation (rechts) und die (3,1) e-Interpolation (links).
In schwarz ist der Verlauf fir rein hadronische TNI2u Sterne zum Vergleich abgebildet.
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HK(g, = 1.5Gg) folgt eine hinreichend steife Hybridzustandsgleichung, mit welcher die Beschreibung
massiver 2M, Neutronensterne moglich ist.

Die Hybridsterne mit (3,1) e-Interpolation dhneln sich im Fall der beiden weichen QEoS ohne
Vektor-Kopplung sehr stark. Auch mit der (3,1) e-Interpolation in die HK(g, = 0) oder RKH(g, = 0)
Quarkphase sind hinreichend steife Hybridzustandsgleichung zur Beschreibung massiver Neutronen-
sterne moglich.

In den Tabellen 7.3 und 7.4 sind die Maximalmassen, Radien und die zentralen Baryonendichten/-
Driicken fiir die verschiedenen Interpolationen angegeben.

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden die konstruierten Hybridzustandsgleichungen noch ein-
mal explizit auf ihre Kausalitat gepriift. Nach Abschnitt 2.6 muss sowohl dp/de > 0 als auch
v,/c = y/dp/de < 1 fiir alle Baryonendichten gelten. Durch eine Auftragung der Schallgeschwin-
digkeit v, liber der Baryonendichte lassen sich die Hybridzustandsgleichungen auf Kausalitét priifen.
Abbildung 7.12 zeigt die Verlédufe fiir die p- und die e-Interpolation. Alle in diesem Abschnitt kon-
struierten Hybridzustandsgleichungen sind kausal. Vor allem im Fall der p-Interpolation ist auch der
Zusammenhang zwischen der Steifigkeit einer Zustandsgleichung und der Schallgeschwindigkeit zu
erkennen: steife Zustandsgleichungen haben héhere Schallgeschwindigkeiten.
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Abbildung 7.12: Schallgeschwindigkeit tGber der Baryonendichte fiir die verschiedenen Hybridzustandsgleichun-
gen: (links) mit (3,1)p-Interpolation und rechts mit (3,1)e-Interpolation.

QEoS M. /My R (km) p.(MeV/fm?®) p.(MeV/fm?)
HK(g, = 0) 1.50 9.88 7.18 266.2
HK(g, = 1Gy) 2.05 10.19 6.09 562.4
HK(g, = 1.5Gy) 2.16 10.33 5.42 599.5
RKH(g, = 0) 1.33 9.30 7.80 268.2

Tabelle 7.3: Maximale Masse, Radius sowie zentrale Baryonendichte und Druck fir TNI2u-QEoS (3,1) p-
Interpolation.

56 7 Hybridsterne



QEoS M;.x/Me R (km) p.(MeV/fm®) p.(MeV/fm?)
HK(g, = 0) 2.01 11.91 5.09 200.8
RKH(g, = 0) 2.09 12.17 5.16 184.8

Tabelle 7.4: Maximale Masse, Radius sowie zentrale Baryonendichte und Druck fir TNI2u-
HK(g, = 0)/RKH(g, = 0)(3,1) e-Interpolation.

7.2.4 e-Interpolation mit Farbsupraleitung

Die Konstruktion einer interpolierten Hybridzustandsgleichung mit einer QEoS mit Farbsupraleitung
ist ohne Weiteres im Wesentlichen aus zwei Griinden nicht moéglich. Ein Grund hat mit den Eigenschaf-
ten der Interpolationsmethoden zu tun und einer liegt bei den QEoS. Die QEoS mit Farbsupraleitung,
HK(g, = 0) + CS und RKH(g, = 0) + CS, haben einen cp-Phaseniibergang zwischen der 2SC und CFL
Phase. An diesem Phaseniibergang erster Ordnung steigen die Baryonendichte und die Energiedichte
von der 2SC in die CFL Phase sprunghaft an. Fiir die Interpolationsmethoden werden aber sowohl
Druck als auch Energiedichte als stetige Funktionen iiber der Baryonendichte benétigt. Daher ist es
an sich nur méglich in eine Phase der farbsupraleitenden QEoS zu interpolieren.

Um die wesentlichen Eigenschaften der QEoS zu erhalten, kommt nur eine Interpolation in die, in
der Baryonendichte niedriger gelegene, 2SC-Phase in Frage. Um jedoch sicher zustellen, dass zwi-
schen der HE0S-2SC Mischphase und der CFL-Phase ein Phaseniibergang konstruierbar ist, empfiehlt
sich eine (3-1) e-Interpolation. Diese beeinflusst die QEoS auflerhalb der Ubgergangsfensters nur
gering.

Die Abbildung 7.13 zeigt eine solche Interpolation anhand der ySU(3) HEoS und der
HK(g, = 0) + CS QEoS.

Zwischen diesen beiden Zustandsgleichungen liel} sich nach Abschnitt 7.1 auch ein cp-
Phasentibergang zwischen hadronischer und 2SC-Phase konstruieren. Diese cp-Phasentibergang Hy-
bridzustandsgleichung ist zum Vergleich in Abbildung 7.13 in (schwarz) mit abgebildet. Der 2SC-CFL
HK(g, = 0) Phaseniibergang findet im Fall der interpolierten EoS bei einem niedrigeren Druck von
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Abbildung 7.13: Exemplarische (3,1) e-Int mit QEoS mit Farbsupraleitung zwischen y SU(3) und
HK(g, = 0) + CS. In schwarz die korrespondierende Hybridzustandsgleichung mit cp-Phaseniibergang und in
schwarz-gestrichelt die reinen HEoS und QEoS.
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107.9 MeV/fm? statt. Im Fall einer reinen farbsupraleitenden QEoS finden die 2SC-CFL Phasen-
{iberginge nach Tabelle 6.2 bei Driicken von 110.6 MeV/fm?® im Fall der HK(g, = 0) + CS und bei
80.4 MeV/fm?® im Fall der RKH(g, = 0) + CS statt.

In Abbildung 7.14 sind die Masse-Radius Kurven der Sterne mit rein hadronischer y SU(3) EoS, mit
cp-Hybridzustandsgleichung und mit der (3,1) e-interpolierten Hybridzustandsgleichung abgebildet.
Der ySU(3)-HK(g, = 0) + CS Fall stellt auch hier wieder einen Spezialfall dar. Die Maximalmasse der
interpolierten EoS ist etwas geringer als die der EoS mit cp-Phaseniibergang.
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Abbildung 7.14: Masse-Radius-Kruven XSU3: rein hadronische EoS in (schwarz), Hybridzustandsgleichungen
mit cp-Phasenitibergang (gestrichelt) und Hybridzustandsgleichungen mit (3,1) e-Interpolation als durchgezoge-
ne Linien. Die Schwellenwerte fiir das Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne ma-
ximaler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR B1913+16,
PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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Abbildung 7.15: Masse-Radius Kruve (links) und Masse-zentrale Baryonendichte Kurve (rechts) fiir TNI2u: rein
hadronische EoS in (schwarz) und Hybridzustandsgleichungen mit (3,1) e-Interpolation als durchgezogene Li-

nien. Die Schwellenwerte fiir das Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die Sterne maxima-
ler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR
J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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Generell sind (3,1) e-Interpolationen zwischen allen HEoS und den beiden farbsupraleitenden
QEoS moglich. Die resultierenden Hybridsterne haben im Allgemeinen eine hadronische Phase, dann
bei mittleren Baryonendichten eine HEoS-2SC Mischphase im Ubergangsfenster 2p, < p < 4p, und
dann bei leicht erhohten Driicken, im Vergleich zum Phaseniibergang zweier purer Quarkphasen, den
CFL-Phaseniibergang. Alle Sterne haben eine stabile HE0oS-2SC Mischphase.

Abbildung 7.15 zeigt die M-R und M-p, Kurve fiir einen Hybridstern mit Farbsupraleitung und
TNI2u HEoS. Diese Hybridsterne mit (3,1) e-Interpolation haben keine korrespondierenden Hybrid-
sterne mit cp-Phaseniibergang. In der Auftragung iiber der Baryonendichte ist der Phaseniibergang
zwischen HE0S-2SC Mischphase und CFL Quarkphase deutlich zu erkennen.

In Abbildung 7.16 sind die Masse-Radius Kurven der Hybridsterne mit TNI3u, BHF(N,1) und
RMF240 HEoS mit Farbsupraleitung abgebildet. Mit diesen drei HEoS gibt es sowohl Hybridster-
ne mit (3,1) e-Interpolation als auch welche mit cp-Phaseniibergang. Wobei es im Fall des cp-
Phaseniibergangs keine Sterne mit stabiler Quarkphase gibt.

In Tabelle 7.5 sind die Maximalmassen, Radien und zentralen Driicke fiir die (3,1) e-interpolierten
Hybridzustandsgleichungen mit Farbsupraleitung angegeben. Zum Vergleich sind auch die Maximal-
massen der rein hadronischen Sterne und, insofern existent, die Maximalmassen der Sterne mit cp-
Phasentibergang zwischen HEoS und QEoS angegeben.

Eine (3,1) e-Interpolation in die HK(g, = 0)|2SC Phase fiihrt zu Sternen mit einer maximalen
Masse von ~ 1.65M,. Entsprechende Sterne mit RKH(g, = 0)|2SC Mischphase haben etwas hohe-
re maximale Massen von ~ 1.81M,. Damit sind im Rahmen der hier vorgestellten interpolierten
Hybridzustandsgleichung mit Farbsupraleitung keine massiven 2M, Neutronensterne beschreibbar.

HEoS MIESS /M. QEoS Mgy /Mo MI /My R™ (km) pi™ (MeV/fm?)
™G 183 a0l o5 ves e 1s 14
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Tabelle 7.5: Maximalmassen, Radien und zentralen Druck fiir die (3,1) e-interpolierten Hybridzustandsgleichun-
gen mit Farbsupraleitung. Zum Vergleich sind auch die Maximalmassen der rein hadronischen Sterne und, inso-
fern existent, die Maximalmassen der Sterne mit cp-Phaseniibergang zwischen HEoS und QEoS angegeben.
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Abbildung 7.16: Masse-Radius Kurven fiir TNI3u, BHF(N,1) und RMF240: rein hadronische EoS in (schwarz),
Hybridzustandsgleichungen mit cp-Phasenilibergang (gestrichelt) und Hybridzustandsgleichungen mit (3,1)
e-Interpolation als durchgezogene Linien. Die Schwellenwerte fiir das Auftreten von Hyperonen sind durch
Punkte visualisiert. Die Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die Massen
der Neutronensterne PSR B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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7.2.5 Abhdangigkeit von der hadronischen Zustandsgleichung

Aus Abschnitt 7.2.3 sind bereits geeignete QEoS und Ubergangsfenster fiir die Konstruktion steifer Hy-
bridzustandsgleichungen bekannt. Fiir die p-Interpolation ist bei einem Ubergangsfenster von (3,1)p,
die harte HK(g, = 1Gg) QEoS geeignet. Fiir die (3,1) e-Interpolation ist die weiche HK(g, = 0) QEoS
gut geeignet. Mit diesen QEoS und Interpolationsverfahren werden nun fiir alle HEoS Hybridzu-
standsgleichungen konstruiert. Die entsprechenden Masse-Radius Kurven sind in Abbildung 7.17 zu
sehen. Die Tabellen 7.6 und 7.7 enthalten die entsprechenden Maximalmassen, Radien und zentralen
Baryonendichten/Driicke.

Wie bereits im Abschnitt 7.2.1 beim Vergleich von e- und p-Interpolation festgestellt, haben die
HEoS nur Einfluss auf Bereiche geringerer (Baryonen)Dichten und Driicke. Auf die maximale Masse
hat die Wahl der HEoS einen vergleichsweisen geringen Einfluss. Fiir die Struktur der Sterne hat die
Wahl der HEoS jedoch eine entscheidende Bedeutung. Dieser Aspekt wird im folgenden Abschnitt
7.2.6 thematisiert.

Ein weiterer interessanter Punkt ist der, dass die Maximalmasse eines Neutronensterns nicht di-
rekt von der nuklearen Kompressibilitit k der HEoS abhéangt. Dies ist der Fall, da es mit allen HEoS
moglich ist, im Rahmen einer interpolierten Hybridzustandsgleichung, massive Neutronensterne zu
beschreiben. Auch mit HEoS mit geringen «, wie TNI2, TNI2u, RMF240 oder SCL3AY, konnen massi-
ve Neutronensterne beschrieben werden. Die Komressibilititen der genannten HEoS sind nach Tabelle
5.1 mit dem in [5] gegeben empirschen Wert von x,,, = (200 & 20)MeV kompatibel.

Die Maximalmasse hidngt im Fall der interpolierten Hybridzustandsgleichungen im wesentlichen
von deren Steifigkeit/Hérte in oder jenseits des Ubergangsfensters ab.

Es wurden in diesem Abschnitt nur Sterne mit QEoS mit HK-Parametersatz berechnet. Berech-
nungen mit dem RKH-Parametersatz liefern dhnliche Ergebnisse, welche aus dem Abschnitt 7.2.3
zum Einfluss der QEoS ersichtlich werden. Im Fall der e-Interpolation haben die Hybridsterne mit
RKH(g, = 0) QEoS leicht hohere Maximalmassen und im Fall der p-Interpolation etwas geringere.
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Abbildung 7.17: Masse-Radius Kurven fir die verschiedenen HEoS: Links mit (3,1) p-interpolation mit der
HK(g, = 1Gg) QEoS und rechts mit (3,1) e-Interpolation mit der HK(g, = 0) QEoS. In schwarz je die korrespon-
dierende reine QEoS. Die Schwellenwerte flir das Auftreten von Hyperonen sind durch Punkte visualisiert. Die
Sterne maximaler Masse sind durch Kreuze markiert. Zum Vergleich sind die Massen der Neutronensterne PSR
B1913+16, PSR J1614-2230 und PSR J0348+0432 mit Fehlerbalken eingezeichnet.
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HEoS M;.x/Me R (km) p.(MeV/fm®) p.(MeV/fm?)
TNI2 2.04 10.16 6.14 570.0
TNI2u 2.05 10.19 6.09 562.4
TNI3 2.04 10.29 6.09 562.4
TNI3u 2.07 10.44 5.91 536.3
BHF(N, 1) 2.10 10.71 5.70 507.7
BHF(N, H, 1) 2.05 10.43 6.02 552.2
RMF240 2.07 10.79 5.85 527.5
SCL3AZ 2.05 10.65 5.92 537.6
2SU(3) 2.10 10.95 5.66 500.5

Tabelle 7.6: Maximale Masse, Radius sowie zentrale Baryonendichte und Druck fir HEoS-HK(g, = 1Gg) (3,1)
p-Interpolation.

HEoS M,../Mg R (km) p.(MeV/fm3) p.(MeV/fm?)
TNI2 2.01 11.89 5.12 203.4
TNI2u 2.01 11.91 5.09 200.8
TNI3 1.97 12.01 5.15 202.5
TNI3u 1.99 12.13 4.94 191.2
BHF(N, 1) 1.97 12.36 4.77 179.1
BHF(N, H,1) 1.96 12.1 5.13 201.3
RMF240 1.89 12.47 5.06 193.0
SCL3AY 1.86 12.21 5.20 199.0
2SU(3) 1.90 12.60 4.71 173.5

Tabelle 7.7: Maximale Masse, Radius sowie zentrale Baryonendichte und Druck fur HEoS-HK(g, = 0) (3,1) e-
Interpolation.

Die Hybridsterne mit der (3,1) e-Interpolation und der weicheren QEoS haben im Vergleich relativ
geringe zentrale Driicke und Baryonendichten. Daraus resultieren etwa 2 km grof3ere Radien und je
nach HEoS zwischen 0.03 bis 0.2M, geringere Maximalmassen. Diese Tatsache hat Einfluss auf die
im folgenden Abschnitt 7.2.6 beschriebene Struktur der massiven Hybridsterne mit e-Interpolation.

Die beiden, in diesem Abschnitt angewendeten, Interpolationsverfahren ermoglichen die Beschrei-
bung von massiven 2M, Neutronensternen mit allen HEoS und QEoS. Die in den Zentren der Hybrid-
sterne auftretenden (Baryonen)Dichten sind mit den Annahmen zu massiven Neutronensternen, nach
Kapitel 1, kompatibel. Auch die Radien sind plausibel.
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7.2.6 Struktur eines Hybridsterns mit interpolierter EoS

Durch das Ubergangsfenster ist die grobe Struktur des Sterns vorgegeben. Er besteht aus einem Kern,
welcher hauptsichlich durch die QEoS beschrieben wird, der Ubergangszone aus stark wechselwir-
kenden Quarks und Hadronen und dem &uferen Kern, welcher hauptsichlich durch die HEoS be-
schrieben wird. Diese Struktur haben alle Hybridsterne mit interpolierter Zustandsgleichung gemein.

Hybridsterne, vergleichbarer Masse, mit e- und p-Interpolation unterscheiden sich in Bezug auf ihre
Struktur. Die Hybridsterne mit e-Interpolation haben, auf Grund der im Ubergangsfenster wesentlich
steiferen EoS, eine wesentlich ausgeprigtere Ubergangsphase. Die Abbildungen 7.18 und 7.19 zeigen
Hybridsterne maximaler Masse mit BHF(N, H, 1)-HK(g, = 1Gg) (3,1) p-Interpolation und BHF(N, H, 1)-
HK(g, = 0) (3,1) e-Interpolation.

Fiir die Struktur der Hybridsterne im Detail ist die HEoS von groRer Bedeutung. Sie hat zwar
nur einen geringen Einfluss auf die Masse aber fiir die konkrete Zusammensetzung des Sterns ist
sie entscheidend. Vor allem in Bezug auf das Auftreten von Hyperonen. Die Schwellenwerte fiir das
Auftreten von Hyperonen sind nach Tabelle 5.1 fiir die verschiedenen HEoS mit Hyperonen sehr unter-
schiedlich, da noch immer eine grof3e Unsicherheit die Nukleon-Hyperon-Wechselwirkung betreffend
besteht. Die Schwellenwerke streuen zwischen 1.92p, und 4.01p,. Je nach HEoS kann der Anteil an
Hyperonen in einem Hybridstern daher stark schwanken. Dieser Anteil ist jedoch fiir einige Prozesse
von grofder Bedeutung, wie zum Beispiel fiir das Abkiihlen realer Neutronensterne iiber die "hyperon
direct URCA“-Kiithlung [5].
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Abbildung 7.18: Exemplarische (links) Druck-Radius-Kurve und (rechts) Energiedichte-Radius-Kurve fir einen
Hybridstern maximaler Masse mit BHF(N, H,1)-HK(g, = 1Gg) (3,1) p-Interpolation. Der graue Punkt mar-
kiert den Ubergang zwischen BHF(N, H, 1) und der Zustandsgleichung fiir die Kruste BPS/NV. Der griine und
der rote Punkt markieren Anfang und Ende des Ubergangsfensters. Das schwarze Kreuz bzw. die schwarz-
gestrichelte Linie markieren die Hyperonen-Schwelle der BHF(N, H, 1) HEoS bei p,;, = 21.07 MeV /fm>.
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Abbildung 7.19: Exemplarische (links) Druck-Radius-Kurve und (rechts) Energiedichte-Radius-Kurve fiir einen
Hybridstern maximaler Masse mit BHF(N, H,1)-HK(g, = 0) (3,1) e-Interpolation. Der graue Punkt markiert den
Ubergang zwischen BHF(N, H, 1) und der Zustandsgleichung fiir die Kruste BPS/NV. Der griine und der rote
Punkt markieren Anfang und Ende des Ubergangsfensters. Das schwarze Kreuz bzw. die schwarz-gestrichelte
Linie markieren die Hyperonen-Schwelle der BHF(N, H, 1) HEoS bei p,;, = 21.07 MeV/fm?>.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Im Verlauf dieser Arbeit wurde die TOV Gleichung fiir verschiedenste Zustandsgleichungen gelost. Die
entsprechenden Losungen, resultierenden Sterne, wurden miteinander und mit den in der Einleitung
genannten empirischen Daten {iber Neutronensterne verglichen.

Wie zu erwarten war die in Kapitel 4 vorgestellte einfache Zustandsgleichung eines idealen, de-
generierten Fermi-Gases aus Neutronen nicht geeignet, um Neutronensternmaterie adiquat, in Hin-
blick auf typische Massen, zu beschreiben. Dennoch zeigten die Ergebnisse mit dieser einfachen EoS
einige generelle Eigenschaften der Losungen der TOV Gleichung, wie zum Beispiel den fiir nicht-
selbstgebunde, kompakte Sterne typischen Masse-Radius-Verlauf.

In Kapitel 5 wurden verschiedene Zustandsgleichungen zur Beschreibung von hadronischer Materie
vorgestellt. Diese wurden durch das Auftreten von Hyperonen bei hoheren Dichten (p ~ 2.5p,)
weicher. Neutronensterne mit HEoS, welche Hyperonen beriicksichtigen, haben maximale Massen
von um die 1.5M,. Sterne mit derartigen Massen haben in der Beschreibung iiber eine HEoS sehr
hohe zentrale Dichten, bei denen nach dem QCD Phasendiagramm die Existenz von rein hadronischer
Materie nicht klar ist.

Verschiedene Quark Zustandsgleichungen wurden in Kapitel 6 vorgestellt. Mit diesen Zustands-
gleichungen wurden Quarksterne berechnet, um fiir die spiteren Uberlegungen zu Hybridsternen
sowohl die Ergebnisse fiir rein hadronische Sterne als auch fiir Sterne aus reiner Quark-Materie zu
haben. Die steifen QEos mit Vektor-Kopplung resultierten in schweren Sternen mit um die zwei Son-
nenmassen, bei moderaten zentralen Baryonendichten von um die 6p,. Die weicheren QEoS ohne
Vektor-Kopplung resultierten in leichteren Sternen mit M,,,, < 1.5M,. Die Quark Zustandsgleichun-
gen mit Farbsupraleitung stellten die weichsten Zustandsgleichungen dar. Die berechneten Sterne
mit Kernen aus farbsupraleitender Quarkmaterie waren die leichtesten Quarksterne mit den hochsten
zentralen Dichten. Im Bereich um die Maximalmassen waren diese Baryonendichten mit p > 10p,
fiir realistische Neutronensterne zu hoch.

In Kapitel 7 wurden schliel3lich Hybridzustandsgleichungen aus hadronischer und Quarkmaterie
konstruiert.

In Abschnitt 7.1 zunéchst mittels des konventionellen Verfahrens eines Phaseniibergangs erster
Ordnung mit konstantem Druck nach Gibbsbedingungen. Ein solcher Phaseniibergang zwischen den
HEoS und QEoS liel sich jedoch nur in einigen Féllen konstruieren und das nur mit den weicheren
Quark Zustandsgleichungen. Dies hatte zur Folge, dass die resultierenden Hybridzustandsgleichungen
noch weicher als die reinen HEoS wurden. Die resultierenden Hybridsterne wurden demnach noch
leichter als die entsprechenden hadronischen Neutronensterne. Die Beschreibung von massiven 2M,
Neutronensternen ist im Rahmen einer EoS mit cp-Phaseniibergang aus hadronischer Materie mit Hy-
peronen und Quarkmaterie nicht moglich. Nur die Hybridzustandsgleichung mit der steifen BHF(N, 1),
welche keine Hyperonen enhilt, resultierten in Hybridsternen mit Massen um die 2M,,. Bis auf einen
Sonderfall (y SU(3)mit HK(g, = 0) + CS) waren die Quarkphasen aller Hybridsterne instabil. Nur die
% SU(3) HEoS hat mit der HK(g, = 0) + CS QEoS einen Phaseniibergang in die farbsupraleitende 2SC
Phase der HK(g, = 0) + CS und damit eine sehr kleine stabile Quarkphase.

In Abschnitt 7.2 wurden schlie3lich die beiden in [5] vorgestellten Interpolationsverfahren nach-
vollzogen und auf die verschiedenen HEoS und QEoS angewendet. Generell ist es mit der p- und der
e-Interpolation moglich hinreichend steife, thermodynamisch konsistente und, nach Abschnitt 2.6,
kausale Hybridzustandsgleichungen zu konstruieren.

Mit einer (3,1)-p-Interpolation und den steifen QEoS mit Vektor-Kopplung, HK(g, = 1Gg) oder
HK(g, = 1.5Gg), ist es mit jeder HEoS moglich steife Hybridzustandsgleichungen zu konstruieren,
welche in Sternen mit Massen von um die 2M,, bei plausiblen zentralen Baryonendichten von um die
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6p, resultieren. Generell dhneln die Sterne mit p-Interpolation bei hohen Dichten stark den entspre-
chenden reinen Quarksternen. Daher sind auch die steifen QEoS notig um massive Hybridsterne zu
ermoglichen.

Die e-Interpolation ist in vielerlei Hinsicht dulerst interessant: Die e-Interpolation versteift die
Zustandsgleichung auf Grund ihres Korrekturterms in p mitunter enorm in der Ubergangsregion.
Die resultierenden Hybridsterne dhneln nicht den entsprechenden Quarksternen. Sie sind wesentlich
massiver. Daher sind auch mit den weicheren QEoS, HK(g, = 0) oder RKH(g, = 0), und einer (3,1)-
e-Interpolation massive Hybridsterne von um die 2M, mit plausiblen zentral Dichten moglich.

Mit der e-Interpolation ist es auch moglich Hybridsterne mit farbsupraleitender QEoS zu kon-
struieren. Bei diesen Hybridsternen ist es wichtig, dass die farbsupraleitende QEoS aufderhalb
der Ubergangsregion nicht oder nur geringfiigig von der Interpolation beeinflusst wird, damit
der 2SC-CFL-Phaseniibergang erhalten bleibt. Eine (3,1)-e-Interpolation in die 2SC-Phasen der
QEoS HK(g, =0)+CS und RKH(g, =0)+CS ist mit allen HEoS moglich ohne den 2SC-CFL-
Phaseniibergang wesentlich zu verschieben. Damit konnen Hybridzustandsgleichungen mit einer
Mischphase aus hadronischer und 2SC-farbsupraleitender Quarkmaterie konstruiert werden. Die re-
sultierenden Hybridsterne haben, nach der TOV Gleichung, alle eine stabile HE0oS-2SC-Mischphase
und eine Maximalmasse am 2SC-CFL-Phaseniibergang. Damit sind stabile CFL Phasen in Hybrid-
sternen auch mit interpolierten Zustandsgleichungen nicht moglich. Dies beschrankt die moglichen
Massen der Hybridsterne mit Farbsupraleitung auf unter 1.8M,,.

Die HEoS hat fiir die dulleren Eigenschaften der Hybridsterne mit interpolierter EoS, wie Masse
und Radius, einen nur geringen Einfluss. Fiir diese Eigenschaften und die Struktur bei hohen Dichten
ist die verwendete QEoS ausschlaggebend. Fiir die Struktur bei niedrigen Dichten ist die HEoS jedoch
entscheidend, vor allem im Hinblick auf das Auftreten von Hyperonen.

Zusammenfassend kann man festhalten, dass die beiden vorgestellten Interpolationsverfahren mit
unterschiedlichen QEoS und Ubergangsregionen zwischen 2 und 4p, fiir alle HEoS hinreichend steife
Hybridzustandsgleichungen erzeugen, mit denen auch die Beschreibung von massiven 2M, Neutro-
nensternen moglich ist. Die nukleare Inkompressibilitdt k der HEoS hat dabei keinen wesentlichen
Einfluss auf die Maximalmassen der Hybridsterne mit interpolierter EoS. Dabei sind die Baryonen-
dichten im Kern der Sterne fiir die Hybridzustandsgleichungen mit der Annahme, dass in Neutronen-
sternen keine Materie vorkommt, die dichter als 10p ist, kompatibel. Mit entsprechenden Zustands-
gleichungen fiir die Kruste (BPS/NV) sind auch die errechneten Radien der Hybridsterne von um die
10 km plausibel.

Fiir weiterfithrende Untersuchungen mit interpolierten Zustandsgleichungen waren Berechnungen
mit Modellen fiir rotierende Neutronensterne interessant. Besonders im Fall der Hybridsterne mit
Farbsupraleitung aus Abschnitt 7.2.4. Fiir die Hybridsterne mit RKH(g, = 0)|2SC QEoS wiirde die Be-
schreibung in einem Modell eines rotierenden Sterns die Maximalmasse wahrscheinlich hinreichend
erh6hen um mit 2M, Neutronensternen kompatibel zu sein. Ausgehend von den typischen Effekten
der Rotation auf die d&uBeren Eigenschaften der Sterne: nach [1] etwa 10% hohere Maximalmassen
und 1.5 —2 km grof3ere dquatoriale Radien bei einer Rotation mit Kepler Frequenz.

Generell wéren auch genauere Untersuchungen zur Struktur der Mischphase hochinteressant. Die
Beschreibung der stark-wechselwirkenden Hadronen-Quark-Materie erfolgt im Rahmen der Interpo-
lation, rein durch eine phdnomenologisch motivierte, glatte Interpolation zwischen HEoS und QEoS
in einer thermodynamisch konsistenten Weise. Uber die genauere, innere Struktur dieser Phase sind,
im Rahmen dieser Arbeit, keine Aussagen moglich.
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A Mathematica Code

In den folgenden beiden Abschnitten wird der Code der zwei in Kapitel 3 beschriebenen zentra-
len Methoden zum numerischen Losen der TOV Gleichung und zum Auffinden der Maximalmasse
angegeben. Es handelt sich um Maruemarica 9.0.1 Input [20].

A.1 TOV Stepper

Der in Abbildung A.1 angegebene Code entspricht dem in Abschnitt 3.2 beschriebenen Eulerverfahren
zur schrittweisen Losung der TOV Gleichung.

Aus dem Code wird der explizite Umgang mit den Einheiten ersichtlich. Mittels der in Abschnitt 3.1
vorgestellten Umrechnungsfaktoren werden mit Driicken und Energiedichten in MeV/fm® gerechnet.
Die Massen werden fiir die Berechnungen selbst in Kilometern angegeben. Daher ist es notig fiir die
Energiedichte in Gleichung (3.12) und den Druck in der zweiten Klammer des Zihlers von (3.9)
die MeV/fm® in km 2 umzurechnen. Dazu wird der Umrechnungsfaktor MeVfm3km2 aus Gleichung
(3.4b) verwendet. Die Radien werden in Kilometern berechnet. Zur Ausgabe werden alle Massen {iber
die Sonne als Referenzmasse nach Gleichung (3.5) relativiert.

Die zentrale Methode TOVpStepperEuler berechnet unter Angabe einer EoS efunct, eines initialen
Druckes p, = p, und einer Schrittweite Ar die Losung der TOV Gleichung bis zu einem Radius von R.
Dieser Radius des Sterns ist {iber die Abbruchbedingung aus Abschnitt 3.2 gegeben. Um Endlosschlei-
fen zu verhindern wird die Anzahl der Schritte und damit der maximale Radius mit einer Angabe von

MeVFfm3km2 = 1.32374*"-6 ;
MSkm = 1.47652

(M +47%r3xp«Mevfm3km2) (efunct[p] + p)
Ar

ApEuler[p_, efunct_, M_, r_, Ar_] == - o
r(r- )

AMEuler [p_, efunct_, r_, ar_] := — m+efunct[p] » MeVfm3km2 » ar (3 r2+3rar+ AI’Z)

wlilp

TOVpStepperEuler [pO_, efunct_, Ar_, steps_] := Module[{p, M, r, output, pStep, mStep},

output = {
{0, 0, pO, efunct[pO]},
{Ar * 1000, aMEuler [pO, efunct, 0, Ar]/MSkm, pO, efunct[p0]}
}s
r =Ar;
p=p0;

M = aAMEuler [pO, efunct, 0, Ar];
For[i =1, i <steps, 1++,
pStep = apEuler [p, efunct, M, r, Ar];
mStep = AMEuler [p, efunct, r, Ar];
r=r+Ar;
p=p+pStep;
M =M + mStep;
output = Append [output, {r+1000, M/ MSkm, p, efunct[p]l}];
If[p=< 0, Break[]]
1;
output

Abbildung A.1: Eulerverfahren zur schrittweisen Losung der TOV Gleichung im Druck p nach Abschnitt. 3.2
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maximalen Schritten steps begrenzt. Zu Endlosschleifen kann es kommen, wenn p, extrem klein ge-
wéhlt wird oder die EoS fehlerhaft ist und so die Abbruchbedingung nicht erfiillt wird. Als Schrittweite
wird fiir die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse ein Meter verwendet.

A.2 Golden Maximum Methode

Der Code in Abbildung A.2 entspricht der in Abschnitt 3.3 vorgestellten Golden Maximum Methode
nach [19]. Diese Methode wird zum Auffinden der Maximalmasse einer Zustandsgleichung verwen-
det.

GoldenMaxFunc [{ax_, bx_, cx_}, func_, steps_] := Module[{f1, f2, x0, x1, x2, x3, cR, cC, max},
cR = NeGoldenRatio -1; (%« 0.618 =)
cC=1-cR; (» 0.382 %)

X0 =ax; (x linke Intervallgrenze =x)
X3 =cxX; (» rechte Intervallgrenze =)

IT[Abs[cx - bx] > Abs[bx -ax], (* Bestimmung der beiden mittleren Stutzstellen x1 und x2,

so dass |X0-x1}<|X2-x3| =*)

X1 = bx ;

X2 = bx +cCx (cx - bx);,

(» Else - %)

X2 = bx ;

X1 = bx -cC* (bx -ax);

fl = func [x1]; (* initiale Funktionswerte x)
f2 = func [x2];

Do[ (*» Loop mit step Aufrufen =)

IF[F2[[1]] > F1[[1]],
X0 =Xx1; X1 =%X2; X2 =cR*X1+cCxx3; (% neues Fenster {x0,x1,x2} =*)
fl = 2; f2 = func [x2];, (* neue Funktionswerte {fl,T2} «)
(x» Else - %)
X3 =X%X2; X2 =X1; X1 =cR*%x2+cCxx0; (% neues Fenster {x3,x2,x1} =*)
2 = f1; f1 = func [x1] (*» neue Funktionswerte {fl,T2} «)

1, {steps}];

max = IF[F2[[1]] > F1[[1]], {x1, F1}, {x2, F2}]; (* Auswahl der aktuellen Maximums: Wahl aus:
(x1,fl) oder (x2,F2) =x)
max (* Rickgabe des Maximums =)

1

Abbildung A.2: Golden Maximum Methode,nach Abschnitt 3.3, zum Auffinden eines in (ax, bx, cx) befindli-
chen lokalen Maximums einer Funktion funct mit einer gegeben Anzahl an Schritten steps.
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