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1. Einfiihrung

1. Einfiihrung
1.1. Kern- und Teilchenphysik

Dieser Abschnitt kann tibersprungen werden, wenn Kenntnisse von Kern- und Teilchenphysik
bereits vorhanden sind. Nach diesem Abschnitt sollten alle Lesenden beziiglich der in der Thesis
benotigten Kern- und Teilchenphysik auf demselben Stand sein.

1.1.1. Standardmodell

Uberall um uns herum ist Materie. Wir selbst, all unsere Besitztiimer und alles was wir sehen
konnen, bestehen daraus. Im Chemieunterricht wurde gelehrt, dass es verschiedene Elemente
gibt (zur Zeit sind 118 davon bekannt), wie beispielsweise Wasserstoff, Sauerstoff oder Kohlen-
stoff, aus denen die Materie besteht. Die kleinstmogliche Menge eines Elements wird als Atom
bezeichnet. Es ist demnach nicht moglich weniger Wasserstoff als ein einziges Atom zu haben.
Wasserstoff ist das leichteste Element, was bedeutet, dass es verglichen mit den Atomen anderer
Elemente weniger Masse besitzt. Die Erkenntnis, dass die Massen anderer Atome ziemlich
genau einem ganzzahligen Vielfachen der Masse von Wasserstoff entsprechen, hat zu der Idee
gefithrt, dass alle anderen Atome aus Wasserstoffatomen bestehen und somit gar keine Atome im
eigentlichen Sinne sind (das Wort Atom hat seinen Ursprung im griechischen Wort dtomos, was
so viel heiit wie unteilbar). Diese Idee wurde aber noch weiter verfeinert, als der Rutherfordsche
Streuversuch Anfang des 20. Jahrhunderts zu der Theorie fiihrte, dass ein Atom aus einem
positiv geladenen Atomkern und einer negativ geladenen Hiille besteht, die so noch heute giiltig
ist.

Die Grundbausteine fiir einen Atomkern und die Atombhiille sind unabhéngig vom Element.
Der Atomkern besteht aus positiv geladenen Protonen und neutral geladenen Neutronen. Die
Atombhiille besteht aus den Orbitalen der Elektronen, deren Formen aus der Quantenmechanik
folgen. Das vereinfachte Modell, dass Elektronen (dhnlich wie die Erde um die Sonne) um
den Atomkern kreisen war nicht haltbar, da die Heisenbergsche Unschérferelation nur eine
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Elektron erlaubt und keinen exakt lokalisierbaren Punkt.
Diese Aufenthaltswahrscheinlichkeiten hédngen direkt mit den Orbitalen zusammen.

Etwa 50 Jahre lang war das Weltbild der kleinsten Teilchen gepragt von Protonen, Elektro-
nen und Neutronen, aus denen alle Elemente und somit die gesamte Materie besteht. Doch
1963 postulierte der Schweizer Physiker André Petermann die Existenz der Quarks. Neutronen
und Protonen sollen demnach aus den gleichen Bausteinen (den Quarks) bestehen und selbst
keine unteilbaren Teilchen darstellen. Es gibt die Quarks in sechs verschiedenen Flavours (die
deutsche Ubersetzung ,,Geschmacksrichtung® hat sich nicht etabliert), die in drei Generationen
eingeteilt sind. Die erste Generation besteht aus up- und down-Quark, die zweite aus charm-
und strange-Quark und die dritte Generation wird durch top- und bottom-Quark gebildet.
Protonen bestehen aus zwei up-Quarks und einem down-Quark, wohingegen Neutronen aus zwei
down-Quarks und einem up-Quark bestehen.

Neben dem Elektron gibt es noch das Elektron-Neutrino, welche die erste Generation der
Leptonen darstellen. In zweiter bzw. dritter Generation gibt es noch das Myon und das Tau,
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mit dem jeweiligen Neutrino. Somit gibt es sechs Quarks und sechs Leptonen, die aufgrund ihres
halbzahligen Spins zu den Fermionen zéhlen. Teilchen mit ganzzahligem Spin hingegen werden
Bosonen genannt. Es gibt vier Eichbosonen und das Higgs-Boson. Von den Eichbosonen dirfte
das Photon am prominentesten sein. Daneben gibt es noch Gluon, Z-Boson und W-Boson.
Diese 17 Teilchen sind die Elementarteilchen im Standardmodell und solange nicht weiter teilbar,
bis das Standardmodell von zukiinftigen Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftlern tiberholt
wird. Aber Teilchen alleine reichen zur Bildung von Materie nicht aus. Warum sollten vollig
freie Teilchen aneinander binden, wenn es statistisch gesehen viel wahrscheinlicher ist, dass
sie, mehr oder weniger gleichméfig, iiber den gesamten verfiigharen Raum verteilt sind? Es
miissen Krafte her, die Teilchen dazu zwingen, beisammen zu bleiben oder sich abzustoflen.
Diese Krifte werden als Wechselwirkungen bezeichnet, da die Teilchen durch diese Kréfte
miteinander in Kontakt treten. Im Standardmodell werden aber nur drei der vier fundamentalen
Wechselwirkungen beriicksichtigt, ndmlich die elektromagnetische, die starke und die schwache
Wechselwirkung. Auflen vor bleibt die Gravitation, wenngleich sie unseren Alltag am meisten
prégt, da sie verglichen mit den anderen Wechselwirkungen kaum eine Rolle spielt (Gravitation
ist mehr als 10%° mal schwécher als die schwache Wechselwirkung).

Ob ein Teilchen der Gravitation unterliegt, hingt davon ab, ob es Masse hat oder nicht. Teilchen
mit einer negativen Masse konnten bislang nicht beobachtet werden, was bedeutet, dass es nur
eine Ladung bei der Gravitation gibt. Trigt ein Teilchen die Ladung Masse, wird es von anderen
Teilchen mit dieser Ladung angezogen. Die Ladung der elektromagnetischen Wechselwirkung
stimmt mit dem Begriff Ladung, wie er aus dem Alltag bekannt ist, iiberein. Es gibt positive und
negative elektromagnetische Ladung, wobei sich gleichnamige Ladungen abstoflen und unter-
schiedliche Ladungen anziehen. Das Austauschteilchen der elektromagnetischen Wechselwirkung
ist das Photon. Das ist der Grund dafiir, dass sich Telefonate rund um den Globus nahezu in
Echtzeit fiihren lassen. Die Elektronen bewegen sich keineswegs selbst mit Lichtgeschwindigkeit,
sondern die Photonen, welche die Informationen zwischen den Elektronen austauschen. Da die
schwache Wechselwirkung und ihre Austauschteilchen Z-Boson und W-Boson nicht so anschau-
lich sind, wie Gravitation und elektromagnetische Wechselwirkung und sie fiir diese Thesis nicht
gebraucht werden, wird auf deren Erlauterung verzichtet.

Die relevante Wechselwirkung fiir diese Thesis ist die starke Wechselwirkung mit dem Gluon
als Austauschteilchen. Ohne diese starke Wechselwirkung wiirde aufgrund der elektromagneti-
schen Wechselwirkung jeder Atomkern auseinanderreifien. Positiv geladene Teilchen, die nur
Femtometer auseinander liegen, sollten eigentlich den starken Drang verspiiren, sich voneinander
weg zu bewegen. Da die starke Wechselwirkung aber um den Faktor 100 stérker ist als die
elektromagnetische Wechselwirkung, sind die lebenswichtigen Atomkerne stabil.

1.1.2. Isospin und Pauli-Matrizen

Der Isospin ist ein Konzept, das darauf zuriickgeht, dass sich Neutronen und Protonen im Bezug
auf die starke Wechselwirkung identisch verhalten. Werner Heisenberg kam 1932 zu dem Schluss,
dass sich Neutronen und Protonen zu dem Begriff Nukleonen zusammenfiithren lassen, wobei
es zwel Ladungszustdnde von Nukleonen gibt: neutral (Neutronen) und positiv (Protonen). Es
wurde ein Spin fiir Quarks eingefiihrt, der sogenannte Isospin f, dessen dritte Komponente
I. angibt, ob es sich um ein up-Quark (I, = 3) oder um ein down-Quark (I, = —31) handelt.
Das aus zwei up-Quarks und einem down-Quark bestehende Proton ist somit ein Nukleon mit
[sospin I, = %, wohingegen das aus zwei down-Quarks und einem up-Quark bestehende Neutron
ein Nukleon mit Isospin I, = —% ist.

Wie auch der normale Spin, wird der Isospin durch die algebraische Gruppe SU(2) beschrieben.
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Die spezielle unitire Gruppe SU(n) ldsst sich dabei durch n? — 1 Matrizen darstellen. Im Falle
der SU(2) handelt es sich um die 3 Pauli-Matrizen:

(o1 (o =i\ (1 0
=1 o) i o) o -1/

1.1.3. Farbladung und Confinement

Die Farbladung (color) eines Teilchens gibt an, wie sich das Teilchen unter Einfluss der starken
Wechselwirkung verhélt. Somit haben alle Teilchen, die stark wechselwirken eine Farbe. Im
Standardmodell der Teilchenphysik haben nur Quarks und Gluonen eine Farbladung und alle
anderen Elementarteilchen sind farblos. Die Bezeichnung ,,Farbladung* ist dabei irrefiihrend,
denn Quarks und Gluonen sind weder bunt im Sinne von makroskopischen Objekten, noch ist
die Farbladung die Ladung der starken Wechselwirkung.

Die Analogie, die am ehesten zur Farbe passt, ist der Spin eines Teilchens, der in der Quanten-
mechanik als zweikomponentige Wellenfunktion dargestellt wird. In der Quantenchromodynamik
hingegen hat die Wellenfunktion eines Quarks drei Komponenten, die durch die Grundfraben
rot r, griin g und blau b représentiert werden. Ebenso wie alle Fermionen, haben Quarks
Antiteilchen, die sogenannten Antiquarks. Die Farben der Antiquarks entsprechen den drei
Antifarben (Sekundirfarben) antirot 7 (cyan), antigriin g (magenta) und antiblau b (gelb).
Die Analogie zwischen optischer Farbe und der Farbladung ist die, dass die Summe aller Grund-
farben (rot, griin und blau) weifl ergibt und ein Objekt, das sich aus allen drei Farbladungen
zusammensetzt, farblos ist und somit keine starke Ladung hat. Ein Objekt, das aus Farbe und
Antifarbe oder drei Antifarben besteht, ist ebenfalls farblos.

Experimentell konnen keine freien farbigen Teilchen beobachtet werden, da sie in zusammen-
gesetzten Teilchen, den Hadronen, eingesperrt sind. Dieses Phanomen wird als Confinement
(Eingesperrtheit) bezeichnet. Die starke Kernkraft, die mit zunehmendem Abstand wéchst, sorgt
dafir, dass ein farbloses Quark-Antiquark-Paar erzeugt wird, wenn versucht wird, ein farbiges
Quark aus einem Hadron zu befreien.

Die Farbladung wird durch die algebraische Gruppe SU(3) beschrieben. Die darstellenden
Matrizen sind durch die 8 Gell-Mann-Matrizen gegeben:

010 0 —i 0 1 0 0 00 1
M=[100,20=]|i 0 0], xa=[0 =1 0|, u=]0 0 0],
000 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 000 00 0 L (100
M=[00 0], x=[001],x»=[00 —i|,)=—]01 0
i 00 010 0 i 0 V3o 0 —2

1.1.4. Gluonen

Die Gluonen sind die Austauschteilchen der starken Wechselwirkung und bestehen aus einer
Kombination von Farbe und Antifarbe.. Im Standardmodell zdhlen sie als Spin-1-Teilchen genau
wie die Photonen zu den Eichbosonen. Es gibt acht verschiedene Gluonen, die zwischen den
Quarks ausgetaucht werden kénnen. Gluonen kénnen aber auch untereinander wechselwirken,
was Selbstwechselwirkung genannt wird. Da es bei Photonen keine Selbstwechselwirkungen
gibt, ist die Quantenchromodynamik komplexer als die Quantenelektrodynamik. Gluonen sind
elektrisch neutral und innerhalb des Standardmodells masselos, wenn auch eine Masse von
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einigen MeV experimentell nicht ausgeschlossen werden kann. Gluonen bestehen aus einer Farbe
und einer Antifarbe. Die tiblichen acht Gluon-Wellenfunktionen sind:

Y1 = rg) v = [rb) , ¥s = |g7) , s = |gb) , ¥s = |br) , vos = [bg)

%um — 193)), s = jaam + 193) — 2 [bB)).

1.2. Phasendiagramme

1.2.1. Phasendiagramm von Wasser

Jeder, der schon einmal ein Eis an einem heiflen Sommertag gegessen hat oder den kalten Topf-
deckel in den Wasserdampf gehalten hat, ist Zeuge eines Phaseniibergangs geworden. Die drei be-
kanntesten Phasen des Wassers sind fest (Eis), flissig (Wasser/geschmolzenes Eis/kondensierter
Dampf) und gasférmig (Dampf). In welcher dieser drei Phasen Wasser vorliegt, hdngt nicht
nur von der Temperatur, sondern auch vom Druck ab. So beginnt Wasser im Himalaya auf der
Spitze des Mount Everest bereits bei 70°C zu sieden, obwohl die gewohnliche Siedetemperatur
im Alltag etwa 100°C betragt [INT1]. Deshalb ist es sinnvoll, die Phasen abhéngig von Druck
und Temperatur im sogenannten Phasendiagramm darzustellen.

Wechselt bei einer bestimmten Temperatur 77 und einem bestimmten Druck p; die Phase,
wird das als Phasentiibergang bezeichnet. Die Stelle, an welcher der Wechsel auftritt, muss
aber so gewéhlt sein, dass auch der umgekehrte Fall eintritt. Das Eis schmilzt zwar bei 30°C
und Normaldruck (101 325Pa), aber es wird kein Wasser gefrieren. Bei Normaldruck findet der
Phaseniibergang zwischen Wasser und Eis bei etwa 0°C statt. Wird mit einer Erhohung der
Temperatur gleichzeitig der Druck reduziert, kann weiterhin ein Phaseniibergang in beide Rich-
tungen beobachtet werden (das ist ein uniibliches Phanomen fiir Fliissigkeiten und liegt daran,
dass Wasser eine geringere Dichte hat als Eis). Alle diese Punkte liegen auf der sogenannten
Phasengrenze zwischen Wasser und Eis.

Mithilfe dieses Schemas lassen sich drei Phasengrenzen in das Phasendiagramm einzeichnen: Die
Dampfdruckkurve (Ubergang zwischen Wasser (fliissig) und Dampf (gasférmig)), die Schmelz-
kurve (Ubergang zwischen Wasser (fliissig) und Eis (fest)) und die Sublimationskurve (Ubergang
zwischen Eis (fest) und Dampf (gasformig)). Alle drei Phasengrenzen treffen sich im sogenannten
Tripelpunkt, an dem alle drei Phasen (gasformig, fliissig, fest) gleichzeitig koexistieren kénnen
und alle sechs Phasentiberginge (schmelzen, gefrieren, verdampfen, kondensieren, sublimieren
und resublimieren) auftreten kénnen. Der Tripelpunkt von Wasser liegt bei (0,01 +0,01)°C
und (611,7 £ 0, 1)Pa [VDI].

Im Phasendiagramm von Wasser ist noch ein weiterer Punkt entscheidend, der sogenannte kriti-
sche Punkt. Er liegt bei (373,95 4+ 0,01)°C und (220,64 £ 0,01)bar [VDI]. Werden Temperatur
und Druck weiter erhoht, lassen sich Wasser und Gas nicht mehr unterscheiden. Wasser, das
sich in diesem Zustand befindet, wird als tiberkritisches Wasser bezeichnet. Zwischen Dampf
bzw. Wasser und tiberkritischem Wasser gibt es keine Phasengrenze. So kann sich Dampf erst in
iiberkritisches Wasser und dann in Wasser verwandeln ohne eine Phasengrenze zu iiberschreiten.

1.2.2. Phasendiagramm der Quantenchromodynamik

In der Quantenchromodynamik gibt es ebenfalls Phasendiagramme. Hier wird allerdings statt
des Drucks das chemische Potential betrachtet. In einem stark vereinfachten Phasendiagramm
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der Quantenchromodynamik gibt es nur zwei Phasen: die hardronische Phase, in der Quarks
dem Confinement unterliegen (niedrige Temperaturen und niedriges chemisches Potential) und
eine Phase, in der Quarks und Gluonen ein Quark-Gluon-Plasma bilden (hohe Temperaturen
und hohes chemisches Potential). Genau wie im Phasendiagramm von Wasser, liegt auf der
Phasengrenze ein Gleichgewichtszustand zwischen den Phasen vor.
Das Quark-Gluon-Plasma ist ein Materiezustand unter extremen Bedingungen, durch welche
das Confinement der Quarks und Gluonen aufgehoben wird, was dazu fithrt, dass die Teilchen
sich verhalten wie quasi-freie Teilchen. Durch Schwerionen-Stoflexperimente kénnen solche
Bedingungen erzeugt werden, um Quark-Gluon-Plasma zu untersuchen, das in der Natur
hochstens noch im Zentrum von Neutronensternen vorkommt. Es spricht vieles dafiir, dass das
Universum in den ersten Sekundenbruchteilen nach dem Urknall diesen Zustand durchlaufen
hat.
In komplexeren Phasendiagrammen gibt es zwei weitere Phasen: die farbsupraleitende Phase und
die inhomogene Phase. Die Quantenchromodynamik liefert eine theoretische Vorhersage fiir eine
Phase, die aus Quarks und Gluonen besteht. Die notigen Voraussetzung fiir eine solche Phase sind
Dichten die mehr als 10 mal so hoch sind wie in typischen Atomkernen und gleichzeitig werden
Temperaturen von weniger als 10 MeV benétigt. Der Umrechnungsfaktor von Elektronenvolt in
Kelvin betrigt etwa:

1 MeV = 10" K.

Diese Phase heifit farbsupraleitende Phase.

Die inhomogene Phase liegt zwischen der hadronischen Phase und dem Quark-Gluon-Plasma. Sie
ist sowohl auf der Temperaturachse als auch auf der Achse fiir das chemische Potential beschréankt.
Die Phase bildet ein Dreieck mit gebogenen Kanten, das auf der p-Achse liegt. An der Spitze,
an der die linke (niedrigeres chemisches Potential) Phasengrenze und die rechte Phasengrenze
(niedrigeres chemisches Potential) zusammentreffen, liegt der sogenannte Lifschitz-Punkt.

1.3. Nambu-Jona-Lasinio-Modell

Die Quantenchromodynamik ist aufgrund der Tatsache, dass die Gluonen, selbst Farbladung
tragen so komplex, dass sich Rechnungen fiir ein nichtverschwindendes chemisches Potential nicht
durchfithren lassen. Deshalb muss auf effektivere Modelle, wie das Nambu-Jona-Lasinio-Modell,
zuriickgegriffen werden.

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) wurde von den Physikern Yo6ichiro Nambu und
Giovanni Jona-Lasinio im Jahr 1961 entwickelt und ist eine komplexe effektive Theorie von
Nukleonen und Mesonen. Das Modell ist von der Idee her verwandt mit der Konstruktion von
Cooper-Paaren aus Elektronen in der Bardeen-Cooper-Schieffer-Theorie (BCS Theorie) der
Supraleitung. Weil Quarks zu dieser Zeit nicht entdeckt waren, arbeitet das NJL-Modell ohne
Gluonen und Farbladung. Trotzdem konnte das Modell spéter erfolgreich als eine effektive
Theorie fiir Quarks genutzt werden.

1.3.1. Lagrangedichten

Eine einfache Form fiir die Lagrangedichte im NJL-Modell fiir die zwei Flavours up und down,
ist die folgende:

Ly = Vg — m)y + G(V)? + (VinsT)?).
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Dabei ist der erste Term der freie Dirac-Teil fiir die Quarkfelder 1) und ¢ = vf~, mit der nackten
Massenmatrix
m = diag(my, ma).

Die Masse m,, steht dabei fiir das Up-Quark und die Masse my fiir das Down-Quark. Die hinteren
Terme beschreiben die skalare und pseudoskalare Wechselwirkung mit der Kopplungskonstanten
G. Der Vektor 7 hat als Eintrage die Pauli-Matrizen aus dem Isospin-Raum.

Aulerdem wurden die Dirac-Matrizen verwendet, die auch Gamma-Matrizen genannt werden.
In einer geeigneten Basis haben sie die auf Dirac zuriickgehende Form:

10 0 0 0 0 01 0 00 —i 0 01 0
s o1 0 ol , 0 0 10| 5 [0 0di 0o 4 0 00 —1
TZ1oo0 -1 ol " lo —tool'" Tlo io0o o' T|l=100 0

00 0 -1 1 0 0 0 i 00 0 0 10 0

Sie sind eng verwandt mit den Pauli-Matrizen und der Einheitsmatrix. Wenn sie in vier 2 x 2-
Matrizen zerlegt werden, wird diese Tatsache schnell deutlich. Abgesehen von diesen vier
Gamma-Matrizen, gibt es noch die y°-Matrix. Sie ist definiert als:

7B = iy y2a3,
Die Lagrangedichte wird komplexer, wenn Farbsupraleitung berticksichtigt wird und bekommt
die Form:

Lpsp = V(i —m)p + G((W)* + WinsTy)®) + H D (insma e CyT) (@7 Cinsmada))

a=2,5,7

Dabei sind die ersten Summanden dquivalent zur ersten Lagrangedichte £y und im letzten
Summanden ist H eine zweite Kopplungskonstante, 7, die zweite Pauli-Matrix und es werden
drei der acht Gell-Mann-Matrizen \; betrachtet, nadmlich die zweite, fiinfte und siebte. Damit
CiysTo A\, als ganzes antisymmetrisch ist und C'iys ebenfalls antisymmetrisch ist, ist es sinnvoll,
die antisymmetrische Matrix 7 und die antisymmetrischen Gell-Mann-Matrizen As, A5 und A;
zu verwenden.

1.3.2. Chiraler Limes

Die nackten Massen fiir up- und down-Quarks sind im Vergleich zur Hadronenmasse in einer
ersten Naherung ungefahr gleich grof, deshalb wird als Vereinfachung angenommen, dass die
Massen von up-Quarks m, und down-Quarks my genau gleich grof§ sind, somit gilt:

m = m, = Mmyg.
In der Thesis wird noch eine weitere Vereinfachung vorgenommen:
m = 0.

Diese Vereinfachung ist zu rechtfertigen, weil die Qurkmasse im Vergleich zur Hardronenmasse
vernachléssigbar ist und wird als chiraler Limes bezeichnet.

Chiralitat (auch Handigkeit genannt) ist eine erhaltene Eigenschaft von masselosen Elementarteil-
chen. Die chirale Symmetrie wird explizit durch nicht-verschwindende Quarkmassen gebrochen.
Das ist offensichtlich, wegen des Terms 1mt) in der Lagrangedichte des NJL-Modells. Im chiralen
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1. Einfiihrung

Limes (m = 0) ist die Lagrangedichte invariant unter der unitédren Transformation
U = et

Der Grundzustand kann die chriale Symmetrie brechen, selbst wenn der chirale Limes betrach-
tet wird. Dieses Verhalten heifft spontante Symmetriebrechung und ist eine der wichtigsten
Eigenschaften des NJL-Modells.

1.3.3. Entartungen

Weil in der QCD die Wechselwirkungen unabhéngig vom Flavor sind, fithrt das zu einer zweifachen
Entartung im Flavor-Raum (zweifach deshalb, weil nur up- und down-Quarks berticksichtigt
werden). Desweiteren sind alle Wechselwirkungen unabhéngig von der Farbladung der Quarks.
Das fithrt zu einer dreifachen Entartung im Farbraum. Der Entartungsgrad im Flavorraum wird
mit Ny und der Entartungsgrad im Farbraum (color space) wird mit N, bezeichnet.

1.3.4. Thermodynamisches Potential

Um die korrekte Losung fiir die Gap-Gleichung zu finden, muss in ein thermodynamisches
Potential minimiert werden. Weil Temperatur und chemisches Potential fixiert ist und die Zahl
der Teilchen variieren kann, ist es angemessen das grokanonische Potential zu benutzen. Um
dieses herzuleiten, wird im ersten Schritt die Langragedichte linearisiert.

Fiir dieses Ziel, wird der Erwartungswert der Wechselwirkungsterme benotigt. Der Term der
pseudoskalaren Wechselwirkung verschwindet und fiir den Term der skalaren Wechselwirkung
gilt in der Molekularfeldnéherung:

W = @WNJL + 5@@-
Weil 62 viel kleiner ist als der Rest und mit §(¢1)) = ) — (1)) 5, folgt:

2

()% ~ (D) g+ 2 (D) 1 S() = 2 (00 1 DY — (D) s -

Somit wandelt sich die Lagrangedichte £y, um:

Lyjpur = VEP—m)p + G<2 <1/_11P>NJL Yy — @W?VJL)
= Y(i —m+2G <?Z¢>NJL)¢ -G @W?VJL

Die Lagrangedichte kann in Termen einer neu eingefiithrten effektiven Masse

M=m-=-2G <ww>NJL

ausgedriickt werden: ,

Lygpyr = V(i — M) — W4Gm)
Dabei wird die nackte Masse m der einzelnen Quarks durch Selbstwechselwirkung zu einer
effektiven Masse M. Dadurch beschreibt die Lagrangedichte ein freies Quark mit einer Masse
M in einem effektiven, konstanten Potential.
Das grol)kanonische Potential ensteht aus dieser Lagrangedichte genau wie aus einer Lagran-
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1. Einfiihrung

gedichte fiir ein freies Quark mit Masse M, allerdings unter Beriicksichtigung des konstanten
(M—m)*
€]

Terms . Im chiralen Limes (m = 0) und unter Berticksichtigung der Entartungen (N, = 3
und Ny = 2) folgt:

2 o . L
QO (T, p; M) M—6/0 dkk2<Ek+Tln(1+6TEk>+Tln(1+e TEk)),

T UG w2

Dabei kann eine beliebige Konstante zum groflkanonischen Potential addiert werden ohne die
Physik zu verdandern. Es ist leicht, sich davon zu tiberzeugen, dass die Bedingung

aQNJL

ort 0

zur Gap-Gleichung fiihrt.
Wird statt der Lagrangedichte Ly, die Lagrangedichte Lrg; betrachtet, fithrt analoges Vorge-
hen zu folgendem grolkanonischen Potential:

M? Al? 2 [ p— u
QFSL(T,,U,,M,A) = +||—‘/0 dk k2<Ek—|—Tln(1—|—eTEk> —|—Tln(1+e T k))

4G~ 4H  «?

2 [oo 9
-5 [Tk (WEk W AR+ (Bt )+ AP
(Ep—w)2+|Al2 (Bp+u)2+]A)2
+2T1n<1+e_ T >—|—2Tln<1—|—6_ T ) .

Wenn der neu eingefiihrte Parameter A auf 0 gesetzt wird, folgt:

ME 9 e . o
QFSL(T,M;M,O):———/O dk kZ(EkJrTln(Hef’“)JrTln(He TE’“))

4G w2

- 732/0“ dk k? (¢<Ek—u>2+ V(i + p)?

\ (B —p)? v (B+1p)?
+2T1n<1+e—5 >+2T1n<1+e— T ))

M2 2 - .
— s )k kQ(Ek+Tln<1+e TE’“)+T1n<1+e TEk)>
= Jo

2 o]
—;/0 dk k;Q(Ek—u+Ek+u

Eg—n Eptr
+ 2Tln<1 + e‘T) + 2Tln<1 +e 7T ))
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1. Einfiihrung

M?* 2

N TR B+ Tin(14 ) £ Tin(1 4 e

- 4G 7T2 0 k n € + n +€
2 o] _ _E,—

- | dkk 2Ek+2Tln<1+e E§+H>+2T1n<1+ew)).
T 0
M2 6 oo . o

=g =z, *F Ek+Tln(l+€ TEk)+Tln(1+e TEk)>

s 0

Somit gilt:
Qpsr (T, p; M,0) = Qn (T, p; M)

und die Potentiale stehen in direkter Verbindung miteinander.

13



2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

2. Phasengrenze zwischen hadronischer
Phase und Quark-Gluon-Plasma

Ziel dieses Kapitels ist es, die Phasengrenze zwischen der hadronischen Phase, in welcher
Quarks dem Confinement unterliegen und dem Quark-Gluon-Plasma zu bestimmen. Dafiir
wird in Abschnitt das grofikanonische Potential im NJL-Modell betrachtet. Aufgrund des
divergenten Vakuumteils, muss das Potential in Abschnitt regularisiert werden. In Abschnitt
2.3 wird das Potential mithilfe der Ginsburg-Landau-Entwicklung entwickelt. In Abschnitt
wird die Phasenlinie des ersten Ginsburg-Landau-Koeffizient as(7, 1) und in Abschnitt
wird die Phasenlinie des zweiten Ginsburg-Landau-Koeffizient oy (7, 1) bestimmt. Nachdem in
Abschnitt der trikritische Punkt als Schnittpunkt von as und a4 bestimmt wurde, kann in
Abschnitt das Phasendiagramm prasentiert werden.

2.1. GroBkanonisches Potential im NJL-Modell

In der Einfithrung wurde das groflkanonische Potential im NJL-Modell hergeleitet:

M2 6 o0 p—E —u—E
Uns(T, i M) 7—7/0 dka(Ek+T1n<1+eT’“>+T1n<1+e T’“)) (1)

T UG w2

Dort wurde bereits erwiahnt, dass alle drei Farben (blau, griin und rot) berticksichtigt werden,
weshalb No = 3 gilt. Von den verschiedenen Flavours der Quarks werden nur Up- und Down-
Quarks betrachtet, woraus Nr = 2 folgt. Da auflerdem nur der chirale Limes betrachtet werden
soll, gilt m = 0. Der freie Parameter G wird durch die Art der Regularisierung festgelegt.
Wird das Integral unterteilt, dann gibt es einen Vakuumanteil

/oodk 2 B,
0

und einen Mediumanteil

/OO i k2 (T1n<1 n e”TE’“> +Tln<1 n e“TE’“>).
0

Wird E, = Vk? + M? in den Vakuumteil eingesetzt, wird deutlich, dass dieser im Grenzwert
limy_, o divergiert. Fiir den Mediumanteil ist das nicht der Fall. Um die Divergenz zu beheben
muss eine Regularisierung durchgefithrt werden. Dafiir werden in dieser Thesis zwei Arten von
Regularisierung betrachtet. Zum einen der scharfe Cut-Off und zum anderen die Pauli-Villars-
Regularisierung.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

2.2. Regularisierungen des Potentials

In Abschnitt 2.1 wurde die Divergenz des Vakuumteils in Gleichung (1)) angesprochen. Sie lisst
sich mit einem scharfen Cut-Off oder der Pauli-Villars-Regularisierung beheben.

2.2.1. Scharfer Cut-Off

Bei der Regularisierung durch einen scharfen Cut-Off wird die Divergenz im ultravioletten Bereich
(k — oo) dadurch behoben, dass das Integral abgeschnitten wird. Es wird statt iiber alle positive
Werte nur bis zu einem bestimmten Wert Aco integriert, wobei der Index darauf hinweist, dass
es sich um einen Cut-Off-Parameter handelt. Nun kann Ejy = v/k? + M? problemlos eingesetzt
werden und das grokanonische Potential aus Gleichung bekommt die Form:

M? 6 [Aco
QNJL,CO(T;,U; M) = E - ﬁ/ﬁ dk E*VEk2 + M2

_ 62/°° dk k2T<ln(l + e“‘W) —|—1n(1 + e_\/TT)> (2)
T 0

Die zwei freien Parameter werden in dieser Thesis auf die Werte Acp = 587.2MeV und
G = 2.44A72 gesetzt.

2.2.2. Pauli-Villars-Regularisierung

Bei der Pauli-Villars-Regularisierung wird auf eine scharfe Integrationsgrenze verzichtet und
weiterhin tiber das gesamte Spektrum integriert. Stattdessen wird Fj mit einem Parameter Apy
manipuliert, wobei der Index darauf hinweist, dass es sich um den Parameter der Pauli-Villars-
Regularisierung handelt:

By = By = \Jk2 + M2 + jA3,.

Eine weitere Abanderung ist die Einfithrung einer Summe und entsprechenden Koeffizienten c;.
Die Koeffizienten haben alternierende Vorzeichen und hangen von der Summationsgrenze N ab:

¢ = (=1) <Jj\f)

E, = Vk? + M? kann im Mediumanteil nach wie vor problemlos eingesetzt werden und das
groflkanonische Potential aus Gleichung bekommt die Form:

M? 6 [ N (N
Qngppyv (T M) = — — — dk k* Yy (—1) <j )Ek,j

4G w2 Jo iz
6 00 u—k2+ M2 — K2+ M2
- dk k2T<1H<1+6 T >+ln(1—|—e T >>
m Jo
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

Der freie Parameter N wird auf den Wert N = 3 gesetzt, weil es ausreicht, um die auftretende
Divergenz zu beseitigen. Werden Fj, ; und N eingesetzt, folgt fiir das groBkanonische Potential:

M? 6 [
QNJL,PV(TML;M):E—;/O dk k2(\/k2+M2_3\/k2+M2+A%DV

+3/k2 + M2+ 203, — k2 + M2 + 3A§DV)
-0 /OO dk k2T<ln(1 + ew> + ln(l + eW» (3)
T 0

Die zwei freien Parameter werden in dieser Thesis auf die Werte Apy = 757.048 MeV und
G = 6.002A 2 gesetzt.

2.3. Ginsburg-Landau-Entwicklung des Potentials

Das grolkanonische Potential lasst sich in einer Reihe entwickeln:
QNJL = QO(T, ,u) + O./Q(T, ,LL)]\42 + Oz4(T, M)M4 + ...

Dabei treten nur gerade Potenzen von M auf, um die Achsensymmetrie von €y ;7 zu reprasen-
tieren. Da in den Gleichungen und ebenfalls nur gerade Potenzen von M auftreten, wird
die Substitution z := M? durchgefiihrt. Die Entwicklung bekommt die Form

QOnsr = Q0(T, 1) + (T, )z + g (T, ) + . ..

und die regularisierten Potentiale andern sich zu:

x §) Aco
Qninco(T, p;x) = e 7T2/0 dk K*VEk2 + ¢
_62/000“‘5 k2T<1H<1+6H 71?2%) —l—ln(l—{—e“%m)). (4)
72 Jo

6 oo
QNJL,PV(TaMfE):%_ﬁ/O dk kQ(vk2+x—3\/k:2+x+A§>V
+3k2 + 2+ 203, — \/R2 +x+3A§Dv)

-0 /Oo dk k2T (ln(l + e”’*@m) + ln(l + eF» (5)
T 0

Um den ersten Ginsburg-Landau-Koeffizienten ao (7, 1) aus der Entwicklung von Qyp zu
bestimmen, wird Qy (7, 4; x) einmal nach = abgeleitet (dadurch verschwindet Qg und ay wird
nicht mehr mit 2 multipliziert) und anschlieend wird der Wert von z auf 0 gesetzt (alle weiteren
Summanden verschwinden, da sie noch mit x multipliziert werden). Somit liegt (7', 1) isoliert
vor. Durch zweifaches Ableiten nach x passiert dasselbe fir ay(T, 1), wobei durch 2 geteilt
werden muss, um die zweite Ableitung von 22 zu relativieren:

_ aQNJL(T’ M3 LU)
ox

10%Q T, ju; x
und  oy(T, 1) =3 NJgiQ i 2) (6)

aQ(Ta :u)
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

2.4. Phasenlinie mit ay(T, ;1) =0

Um die Phasenlinie zu finden, bei der as(T, ) = 0 gilt, muss as(7, 1) zunédchst bestimmt
werden. Im Anschluss werden mithilfe eines Algorithmus Kombinationen (u;,7;) bestimmt,
sodass fur alle i gilt, dass as(T}, ;) = 0. Abschlieffend kann die Linie mithilfe eines Plots
sichtbar gemacht werden. In Abschnitt wurde hergeleitet, wie ay (T, ) bestimmt werden
kann und wie das groflkanonische Potential fiir die beiden Regularisierungstypen aussieht.
Deshalb wird der Abschnitt nach Regularisierungsart unterteilt und anschliefend verglichen.

2.4.1. Scharfer Cut-Off
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen () und () gilt:

O sn.co(T, s x)
ax =0

1 A
0 a/ Cdk Ve T+ a
0

T 4G 2 ox 0
_ 68/00 i k2T<1n<1 n e”v7]§2+x> +1n<1 + e“VT’“2“>>
0

asco(T, 1) =

w2 0x

=0

Die Rechnungen im Anhang fithren auf:

1 32— A2,) 3T2(. [ W\ . [ .
asco(T, 1) = E—FTQ—F ( 'u27r2 co) + - <L12<—e lT) +L12<—e$>>. (7)

Um die Phasenlinie der Punkte (1, T') zu erhalten, fir die ag co(T', 1) = 0 gilt, wurden numerische
Methoden verwendet. Mithilfe von Algorithmus [I} der im Anhang dargestellt ist, kann
eine Liste von solchen Punkten erzeugt werden. Die verwendeten Eingabeparameter sind dabei
durch f(z,y) := asco(p,T), 1 := 1, x9 := 335, y; := 0.01 und y, := 400 gegeben. Dabei ist
es wichtig, dass die Reihenfolge der Variablen vertauscht wird, sodass x mit g und y mit T’
assoziiert sind.

Der Wert fiir p ist so gewéhlt, dass die Phasenlinie fast bis an den Punkt 7" = 0 heranreicht.
Die Startwerte fiir T' zwischen denen gesucht wurde, beruhen auf den Erwartungen aufgrund
anderer Phasendiagramme. Auflerdem wurden die Werte Acp = 587.9 MeV und G = 2.44 AE%
eingesetzt. Der Algorithmus [1| wurde mit Mathematica durchgefiihrt und das Ergebnis ist die
Phasenlinie, die in Abbildung [I| zu sehen ist.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 1: Phasenlinie fiir as co(p, T') = 0 im p-T-Phasendiagramm

2.4.2. Pauli-Villars-Regularisierung
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen und @ gilt:

aQNJL,PV(Tv 12 I)
ax =0

fi 2 2 _ 2
- 7T28x/ dh k2 (VI 0 = 3k 0+ Ay

+3\/k2+x+2APV \/k2+x+3A ‘

——f/ dkk2T<1n(1+e‘ Gl >+ln(1+e T’“2+’“)

OQ,PV (Ta ,u) =

w2 Ox

Die Rechnungen im Anhang fihren auf:

1 3 3Apye 3 317 . iy
as py (T, 1) = E+T2+7T2 <u2+ :V In (4)) +(L12( )+L12(—e T)> (8)

Um die Phasenlinie der Punkte (1, T) zu erhalten, fiir die g py (7', 1) = 0 gilt, wurden numerische
Methoden verwendet. Mithilfe von Algorithmus [I} der im Anhang dargestellt ist, kann
eine Liste von solchen Punkten erzeugt werden. Die verwendeten Eingabeparameter sind dabei
durch f(z,y) := agpv(p,T), 1 := 1, 29 := 300, y; := 0.01 und y, := 400 gegeben. Dabei ist
es wichtig, dass die Reihenfolge der Variablen vertauscht wird, sodass x mit g und y mit T’
assoziiert sind.

Der Wert fiir i ist so gewahlt, dass die Phasenlinie fast bis an den Punkt 7" = 0 heranreicht. Die
Startwerte fiir T' zwischen denen gesucht wurde, beruhen auf den Erwartungen aufgrund anderer
Phasendiagramme. Aufierdem wurden die Werte Apy = 757.048 MeV und G = 6.002 Ap:,
eingesetzt. Der Algorithmus [1) wurde mit Mathematica durchgefiihrt und das Ergebnis ist die
Phasenlinie, die in Abbildung [2| zu sehen ist.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 2: Phasenlinie fiir as py (4, 7)) = 0 im p-T-Phasendiagramm

2.4.3. Vergleich der Regularisierungen

In Abbildung [3] sind beide Phasenlinien von as eingezeichnet, um die Regularisierungen verglei-
chen zu kénnen. Die Abbildung zeigt, dass der Verlauf der Phasenlinie in beiden Regularisierungen
sehr ahnlich ist. Der wesentliche Unterschied ist die Verschiebung zu niedrigeren Temperaturen
und niedrigerem chemischen Potential, wenn die Pauli-Villars-Regularisierung statt dem Cut-Off

verwendet wird.

150}
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)
o

0 100 200 300 400 500 600
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Abbildung 3: Phasenlinien fir ag co(p, T) = 0 und ag py (i, T') = 0 im p-T-Phasendiagramm
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

2.5. Phasenlinie mit ay(T, ) =0

Um die Phasenlinie zu finden, bei der a4(T,pu) = 0 gilt, muss ayu(7, 1) zunéchst bestimmt
werden. Im Anschluss werden mithilfe eines Algorithmus Kombinationen (u;,7;) bestimmt,
sodass fur alle i gilt, dass a4(T}, ;) = 0. Abschliefend kann die Linie mithilfe eines Plots
sichtbar gemacht werden. In Abschnitt wurde hergeleitet, wie a4 (T, 1) bestimmt werden
kann und wie das groflkanonische Potential fiir die beiden Regularisierungstypen aussieht.
Deshalb wird der Abschnitt nach Regularisierungsart unterteilt und anschliefend verglichen.

2.5.1. Scharfer Cut-Off

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen () und () gilt:
19°Qnyr.co(T, ;)
2 81’2 =0

2 A
- —38/ Cdk VIRt o
0

72 0z =0

2 o.9] — 214 —H— 240
—38/ dle k2T<1n(1+e“ e )+ln<1+e s ))
0

agco(T,p) =

w2 Ox?

=0

Die Rechnungen im Anhang fihren auf:
3 1 1 1
aico(T,p) ==y |1+ [ dky _+ —1
sco(T, p) 47r2( 0 k<1+ekT” 14 e )

00 1 1 1
+ dk~ < — + - )) . (9)
Aco k\14+e7 14eT

Um die Phasenlinie der Punkte (1, T') zu erhalten, fir die oy co(T', 1) = 0 gilt, wurden numerische
Methoden verwendet. Mithilfe von Algorithmus [I} der im Anhang dargestellt ist, kann
eine Liste von solchen Punkten erzeugt werden. Die verwendeten Eingabeparameter sind dabei
durch f(z,y) == auco(T,p), 1 :=1, 29 := 200, y; := 0.01 und yo := 400 gegeben. Dabei ist es
wichtig, dass die Reihenfolge der Variablen nicht vertauscht wird, sodass x mit 7" und y mit p
assoziiert sind.

Der Wert fiir T ist so gewdhlt, dass die Phasenlinie lang genug ist, um oo co (7, pt) zu schneiden.
Die Startwerte fiir 1 zwischen denen gesucht wurde, beruhen auf den Erwartungen aufgrund
anderer Phasendiagramme. Auflerdem wurden die Werte Acp = 587.9 MeV und G = 2.44 Ag?)
eingesetzt. Der Algorithmus [I] wurde mit Mathematica durchgefiihrt und das Ergebnis ist die
Phasenlinie, die in Abbildung [4] zu sehen ist. Die Integrale in Gleichung (9) wurden dabei mit
der Funktion NIntegrate aus Mathematica ausgewertet, die numerisch integriert.

20



2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 4: Phasenlinie fiir ay co(p, 7)) = 0 im p-T-Phasendiagramm

2.5.2. Pauli-Villars-Regularisierung
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen und @ gilt:

19°Quyr.pv(T, ;)

2
= aniQ/ dh 12 (VI 0 = 3k 4+ Ay

+3yk w1 203y — e o+ 30%y )

2 oo 124 Sk
—38/ i k2T<1n(1+e" i )+1n<1+e” Al ))

w2 022 Jo

044,PV<T7 H) =

=0

=0

Die Rechnungen im Anhang fihren auf:

3 o0 1 1 1
T = -1 / dk - 1

o 3 3 1
+/ dk:k2< __ i ) . (10)
: (2 + 22T (2120307 (R 4 303}

Um die Phasenlinie der Punkte (1, T') zu erhalten, fir die ay py (T, 1) = 0 gilt, wurden numerische
Methoden verwendet. Mithilfe von Algorithmus[I} der im Anhang dargestellt ist, kann
eine Liste von solchen Punkten erzeugt werden. Die verwendeten Eingabeparameter sind dabei
durch f(z,y) := aupv(T, 1), x1 :=1, x5 := 200, y; := 150 und yo := 350 gegeben. Dabei ist es
wichtig, dass die Reihenfolge der Variablen nicht vertauscht wird, sodass x mit 7" und y mit p
assoziiert sind.

Der Wert fir T ist so gewéhlt, dass die Phasenlinie lang genug ist, um o py (7', ) zu schneiden.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

Die Startwerte fiir p zwischen denen gesucht wurde, wurden nach einem ersten Durchlauf
verschérft um einen vorher auftretenden Fehler zu verhindern. Auflerdem wurden die Werte
Apy = 757.048 MeV und G = 6.002 Api eingesetzt. Der Algorithmus [1| wurde mit Mathematica
durchgefiithrt und das Ergebnis ist die Phasenlinie, die in Abbildung [4] zu sehen ist. Die Integrale
in Gleichung @ wurden dabei mit der Funktion NIntegrate aus Mathematica ausgewertet, die
numerisch integriert.
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Abbildung 5: Phasenlinie fiir ay py (1, ') = 0 im p-T-Phasendiagramm

2.5.3. Vergleich der Regularisierungen

In Abbildung [6] sind beide Phasenlinien von a4 eingezeichnet, um die Regularisierungen verglei-
chen zu kénnen. Die Abbildung zeigt, dass der Verlauf der Phasenlinie in beiden Regularisierun-
gen sehr ahnlich ist. Der wesentliche Unterschied ist die Verschiebung zu héherem chemischen
Potential, wenn die Pauli-Villars-Regularisierung statt dem Cut-Off verwendet wird.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 6: Phasenlinien fir oy co(p, T) = 0 und ay py(p, T') = 0 im p-T-Phasendiagramm

2.6. Bestimmung des trikritischen Punktes

Um den trikritischen Punkt zu bestimmen, muss der Schnittpunkt der Phasenlinien von
as(p, T) = 0 und ay(p, T) = 0 bestimmt werden. Dafiir wird der Algorithmus [2[ aus dem
Anhang verwendet, der den Schnittpunkt der beiden Phasenlinien bestimmen kann.

2.6.1. Scharfer Cut-Off

Die Abbildung [7| zeigt die beiden Phasenlinien fiir ap co(p, 1) = 0 und ay co(p, T') = 0 sowie
deren Schnittpunkt.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 7: Phasenlinien fir as co(p,T) = 0 und ayco(p, T') = 0 im p-T-Phasendiagramm

Durch Vergroflern des Punktes, konnen die Eingabeparameter fiir den Algorithmus [2] festegelegt
werden: fl(xay) = a2,CO<N7 T): f2($7y> = 064’00<,M,T), T = 2657 T2 = 26657 Y1 = 1007 Y2 = 120.
Das Ergebnis ist der trikritische Punkt Prgx co = (266.04,112.78), wobei die Ungenauigkeit des
Verfahrens geringer als die Rundung auf 2 Nachkommastellen ist.

2.6.2. Pauli-Villars-Regularisierung

Die Abbildung [§ zeigt die beiden Phasenlinien fiir ag py (1, 7') = 0 und ay py (11, T') = 0 sowie
deren Schnittpunkt.
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Abbildung 8: Phasenlinien fir as py (1, T') = 0 und ay py (1, ') = 0 im p-T-Phasendiagramm
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma

Durch Vergroflern des Punktes, konnen die Eingabeparameter fiir den Algorithmus [2] festegelegt
werden: fi(x,y) = aapv(p, 1), fo(x,y) = caupv (i, T), 1 = 268, x5 = 269, y; = 73, yo = 75.
Das Ergebnis ist der trikritische Punkt Prg py = (268.64, 74.12), wobei die Ungenauigkeit des
Verfahrens geringer als die Rundung auf 2 Nachkommastellen ist.

2.7. Phasendiagramm

Am trikritischen Punkt findet ein Wechsel der Ordnung des Phaseniibergangs statt, weswegen nur
der obere Teil der Phasenlinie mit cs(p, T') = 0 einen Phaseniibergang 2. Ordnung darstellt. Der
untere Teil stellt einen Phaseniibergang erster Ordnung dar. Deshalb wird im Phasendiagramm
der obere Teil durchgezogen und der untere Teil gestrichelt dargestellt. Die Kurve ay(u, T) =0
wurde nur ben6tigt, um den trikritischen Punkt zu bestimmen.

2.7.1. Scharfer Cut-Off

In Abbildung [9]ist der trikritische Punkt Prg,co = (266.04,112.78) rot eingezeichnet und der
Ubergang der Ordnung von durchgezogen zu gestrichelt zu sehen.
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Abbildung 9: Trikritischer Punkt Prg co = (266.04, 112.78) mit Phaseniibergang zweiter Ord-
nung (durchgezogen) und Phasentibergang erster Ordnung (gestrichelt)

2.7.2. Pauli-Villars-Regularisierung
In Abbildung [10|ist der trikritische Punkt Prg py = (268.64,74.12) rot eingezeichnet und der

Ubergang der Ordnung von durchgezogen zu gestrichelt zu sehen.
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2. Phasengrenze zwischen hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma
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Abbildung 10: Trikritischer Punkt Prg py = (268.64, 74.12) mit Phaseniibergang zweiter Ord-
nung (durchgezogen) und Phasentibergang erster Ordnung (gestrichelt)
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3. Phasengrenze zur Farbsupraleitung

3. Phasengrenze zur Farbsupraleitung

Ziel dieses Kapitels ist es, die Phasengrenze zwischen der farbsupraleitenden Phase und dem
Quark-Gluon-Plasma zu bestimmen. Daftir wird in Abschnitt [3.1] das groBkanonische Potential
mit Farbsupraleitung betrachtet und in Abschnitt mithilfe der Ginsburg-Landau-Entwicklung
entwickelt. In Abschnitt wird der Ginsburg-Landau-Koeffizient agy(7, ) bestimmt, mit
dessen Hilfe das Phasendiagramm in Abschnitt prasentiert werden kann.

3.1. GroBkanonisches Potential im NJL-Modell

In der Einfithrung wurde das groBkanonische Potential im NJL-Modell fiir die Farbsupraleitung
hergeleitet:

MEOAR 2 e . L
QFSL(T,,U;M,A):+H—/O dk k2<Ek+Tln(1+efk)+Tln(1+e TEk))

4G 4H  7?

2 o)
-5 ke (WEk — 102+ AR+ (B )+ AP

V (Bp—m)2+A12 \/ (Bp+u)2+|A)2
~|—2T1n<1—|—e_k T >+2T1n<1+e-'“ T )) (11)

Dort wurde bereits erwiahnt, dass alle drei Farben (blau, griin und rot) berticksichtigt werden,
weshalb Ngo = 3 gilt. Von den verschiedenen Flavours der Quarks werden nur Up- und Down-
Quarks betrachtet, woraus Nr = 2 folgt. Da auflerdem nur der chirale Limes betrachtet werden
soll, gilt m = 0. Die Parameter G und H sind frei.

3.2. Ginsburg-Landau-Entwicklung des Potentials
Das groflkanonische Potential ldsst sich in einer Reihe entwickeln, die von zwei Variablen abhangt:

Qpor (T, p; M, A) = Qo(T, 1) + (T, 1) A + oo (T, ) M?
+ 0404<T, M)A4 + 0422(T7 :u)MzAQ + O{40(T7 M)M4 T+

Dabei treten nur gerade Potenzen von M und A auf, um die Achsensymmetrie von Qpg;, zu
reprasentieren. Da sowieso nur age (7, 1) bestimmt werden soll, kann M auf 0 gesetzt werden
(dadurch verschwinden alle Summanden, die mit M multipliziert werden. Da in der Gleichung
ebenfalls nur gerade Potenzen von A auftreten, wird die Substitution z := |A|? durchgefiihrt.
Die Entwicklung bekommt die Form

QFSL(T7 1 O, .CL’) = QO(Ta N) + a02<T7 M)x + 0504(T, :u)‘r2 +..
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3. Phasengrenze zur Farbsupraleitung

und das groflkanonische Potential andert sich unter Verwendung von

Er=VE2+M2=VE2+0=k

zZu:

Qpsi(T,p1;0,x) = 4H 7T2/0 dka(kJrTln(lJre“T_k)+T1n<1+e“97k>)

—:Q/Omdk k2<\/(k—u)2+x+\/(k+,u)2+x

L W)) | 12)

—|—2Tln<1—|—eT>—|—2Tln(1+e T

Um den ersten Ginsburg-Landau-Koeffizienten age (T, ) aus der Entwicklung von Qpgp zu
bestimmen, wird Qggy, einmal nach x abgeleitet (dadurch verschwindet Qp und age wird nicht
mehr mit  multipliziert) und anschlieBend wird der Wert von = auf 0 gesetzt (alle weiteren
Summanden verschwinden, da sie noch mit x multipliziert werden). Somit liegt cvg isoliert vor:

_ OQpsr(T, 130, 2)
OZOQ(T, /L) = O Y (13)
3.3. Phasenline mit ag (7, 1) =0
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen und gilt:
002 T, 11; 0,
aos(T, 1) = FSL(8 1;0,x)
1 2 — )2 2 )
7T2&C/ dkk( (k=2 + o+ +np+a)|
_7i/ dk 2Tln< e >+2Tln(1+e W)
w2 0x =0

Die Rechnungen im Anhang fithren auf:

1 1 oo ) tanh('kQ_T“') tanh(%)
OZOQ(T, ,LL) = — — 7 dk ]{7 +
4H 7% Jo |k — ul kE+p

Weil das Integral fiir limy_,o, divergiert, wird eine Regularisierung mittels scharfem Cut-Off
Parameter Apgr, co durchgefiihrt, wobei die Indizes darauf hinweisen, dass es sich um einen
Cut-Off-Parameter fiir die Farbsupraleitung handelt. Dadurch dndert sich der Ginsburg-Landau-
Koeffizient zu:

1 1 Arse, tanh (E=u tanh (&4
aOZ(T’u):_/OFSLCOdka( (2T)+ (2T> (14)

A4H  n? |k — pl k+p

Um die Phasenlinie der Punkte (p,T") zu erhalten, fiir die apo(7', 1) = 0 gilt, wurden numerische
Methoden verwendet. Mithilfe von Algorithmus[I} der im Anhang dargestellt ist, kann

28



3. Phasengrenze zur Farbsupraleitung

eine Liste von solchen Punkten erzeugt werden. Die verwendeten Eingabeparameter sind dabei
durch f(z,y) = ap(p,T), z1 := 300, x5 := 650, y; := 1 und y, := 250 gegeben. Dabei ist
es wichtig, dass die Reihenfolge der Variablen vertauscht wird, sodass x mit g und y mit T’
assoziiert sind.

Der Wert fir p ist so gewéhlt, dass die Phasenlinie den Phaseniibergang 1.Ordnung zur
hadronischen Phase schneidet. Die Startwerte fir T zwischen denen gesucht wurde, beruhen auf
den Erwartungen aufgrund anderer Phasendiagramme. Auflerdem wurden die Werte Apsr.co =
587.9 MeV und H = 1.83 A}%LCO eingesetzt. Der Algorithmus Wurde mit Mathematica
durchgefiihrt und das Ergebnis ist die Phasenlinie, die in Abbildung[l11]zu sehen ist. Das Integral
in Gleichung [14] wurde dabei mit der Funktion NIntegrate aus Mathematica ausgewertet, die
numerisch integriert.
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Abbildung 11: Phasenlinie fir age(u,7) = 0 im p-T-Phasendiagramm. Im Bereich unterhalb
der Phasenlinie tritt Farbsupraleitung auf.

3.4. Phasendiagramm

In Abbildung [12| wird das Phasendiagramm mit der Phasengrenze zwischen der hadronischen
Phase und dem Qaurk-Gluon-Plasma zusammen mit der Phasengrenze zur Farbsupraleitung
betrachtet. Es ergeben sich drei Flachen: im Bereich niedriger Temperaturen und niedriger
chemischer Potentiale befindet sich die hadronische Phase, im Bereich hoher Temperaturen und
hoher chemischer Potentiale bildet sich das Quark-Gluon-Plasma und fiir steigendes chemisches
Potential bildet sich die Phase der Farbsupraleitung aus. Dass sich die Phasengrenze zwischen
Quark-Gluon-Plasma und Farbsupraleitung fiir steigendes chemisches Potential ab ca. 450 MeV
wieder absenkt, ist eine Folge der Regularisierung. Die Phasengrenze sollte sich eigentlich mit
zunehmendem chemischen Potential bei hoheren Temperaturen befinden.
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3. Phasengrenze zur Farbsupraleitung
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Abbildung 12: Phasendiagramm fiir den Vakuum-Cut-Off beim groflkanonischen Potential mit
Farbsupraleitung
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4. Phasengrenze zur inhomogenen Phase

4. Phasengrenze zur inhomogenen Phase

Ziel dieses Kapitels ist es, die rechte Phasengrenze der inhomogenen Phase zu bestimmen.
Dafir wird in Abschnitt eine Funktion vorgestellt, die statt dem groflkanonischen Potential
betrachtet werden kann. In Abschnitt [4.2] wird die Phasengrenze bestimmt und in Abschnitt
in das Phasendiagramm integriert.

4.1. GroBkanonisches Potential

Aufgrund der Herleitung im Anhang lasst sich statt dem groflkanonischen Potential die

Funktion )

_ 1 q
r 1(Q7T7 :u) ﬁ - Ll(Tv :u) - ELQ(Q7T7 :u)

betrachten, wobei ¢ = |¢] = \/¢”q, gilt und g, die Bezeichnung fir den Vierervektor ist. Dabei
gilt
Li(T,p) = L™ + Lrlned<T7 1)

und
Ly(q, T, 1) = Ly (q) + L3 (q, T’ ).
Aus Anhang folgt
e _ N 1n<4)
! 2m2 \3)’
aus Anhang folgt

37 1y Ly L L
Lrlned(T’ Iu) = - h’l(u) + ln( 0 > + 2L12 (M) + 2L12 (“) )
2 l1+er l+eT L+e T 1+er

aus Anhang folgt

S/OOd (1— % P )m q+2p
ar? o VAR V2N VBN +p?) g — 2
und aus Anhang folgt

q-+2p 1 1
Lmed ,T / d _ +
@ Tom) = 0o <|q—2p|><e%“+1 1)

Dabei wurden A = 757.048 MeV und G = 6.002A~2 als Parameter verwendet.

L¥(q) = —

4.2. Phasenlinie mit I'"1(T, 1) =0

Um die Phasenlinie zur inhomogenen Phase zu finden, muss anders vorgegangen werden, weil
'~ nicht nur von T und u, sondern auch von ¢ abhéngt und es somit eine Einschrinkung geben
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4. Phasengrenze zur inhomogenen Phase

muss, die ¢ fixiert. Die Einschrinkung ist dadurch gegeben, dass die Funktion I'"!(g), die fiir feste
Punkte (u, T') folgt, ihren Tiefpunkt genau bei 0 haben muss, damit (u,T") auf der Phasenlinie
liegen. Die richtigen Kombinationen (u;, T;), sodass fiir alle 4 gilt, dass I'"*(q, T}, ;) = 0 und
gleichzeitig mings (Ffl(q, T;, ,ul)) = 0, werden mit dem Algorithmus 4| bestimmt. Anschlielend
kann die Linie mithilfe eines Plots sichtbar gemacht werden. Die verwendeten Eingabeparameter
sind dabei durch x; = 269, o = 340, y; = 1, yo = 100, ¢; = 1, g2 = 600 gegeben. Dabei ist z
mit p und y mit T assoziiert. Der Wert fiir p ist so gewéhlt, dass gerade noch ¢ > 1 gilt, da fiir
q = 0 gerade das p erreicht wird, an dem die Phasengrenze endet. Der Algorithmus [4] wurde mit
Mathematica durchgefithrt und das Ergebnis ist die Phasenlinie, die in Abbildung [13]zu sehen
ist. Die Integrale wurden dabei mit der Funktion NIntegrate aus Mathematica ausgewertet, die
numerisch integriert.
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Abbildung 13: Phasenlinie der inhomogenen Phasengrenze mit inhomogenem Bereich I unterhalb
der Kurve

4.3. Phasendiagramm

In Abbildung [I4] wird das Phasendiagramm mit der Phasengrenze zwischen der hadronischen
Phase und dem Qaurk-Gluon-Plasma zusammen mit der Phasengrenze zur inhomogenen Phase
betrachtet. Es ergeben sich drei Flachen: im Bereich niedriger Temperaturen und niedriger
chemischer Potentiale befindet sich die hadronische Phase, im Bereich hoher Temperaturen und
hoher chemischer Potentiale bildet sich das Quark-Gluon-Plasma und fiir steigendes chemisches
Potential bis zu einer Temperatur von 74.12 MeV wird beim Wechsel von hadronischer Phase zu
Quark-Gluon-Plasma die inhomogene Phase durchlaufen. Trikritischer Punkt und Lifschitzpunkt
sitzen an der selben Stelle. Ausgehend vom Lifschitzpunkt ist die rechte Phasengrenze zwischen
inhomogener Phase und Quark-Gluon-Plasma bestimmt worden. Die linke Phasengrenze zwischen
inhomogener Phase und hadronischer Phase verbleibt.
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4. Phasengrenze zur inhomogenen Phase
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Abbildung 14: Phasendiagramm fiir die Pauli-Villars-Regularisierung des grolkanonischen Po-
tentials mit inhomogener Phase
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Fazit

Fazit

Mithilfe der grokanonischen Potentiale im NJL-Modell konnten alle Phasengrenzen bestimmt
werden. Da die Integrale im groflkanonischen Potential teilweise divergent waren, musste
zwischen zwei Regularisierungsarten unterschieden werden. Mithilfe eines Cut-Off-Parameters
am Vakuumteil, konnte sowohl die Grenze zur Farbsupraleitung als auch die Grenze zwischen
hadronischer Phase und Quark-Gluon-Plasma bestimmt werden. Das Phasendiagramm in dem
diese Grenzen zu sehen sind, ist in Abbildung [15| dargestellt.

200 e e
150} _
> i
= -  Prx.co .
1001 \ -
c ! \ .
- \
50}

\
‘\l Farbsupraleitung

0 [ PEEPEE P R R PRI RS S S S RS S
0 100 200 300 400 500 600
uin MeV

Abbildung 15: Phasendiagramm fiir den Vakuum-Cut-Off beim groflkanonischen Potential mit
Farbsupraleitung

Wird statt dem Cut-Off-Parameter die Pauli-Villars-Regularisierung verwendet, konnte damit
die rechte Grenze zur inhomogenen Phase und die Grenze zwischen hadronischer Phase und
Quark-Gluon-Plasma bestimmt werden. Linke und rechte Grenze der inhomogenen Phase treffen
sich im Lifschitz-Punkt, welcher zu (268.64,74.12) bestimmt werden konnte und somit identisch
zum trikritischen Punkt ist, an welchem sich as und ay treffen. Das ist eine Besonderheit des
NJL-Modells, die im Rahmen der Pauli-Villars-Regularisierung bestatigt werden konnte.

Es verbleibt ein Phasendiagramm mit einer einheitlichen Regularisierung fiir Farbsupraleitung
und inhomogene Phase. In einem solchen Diagramm liele sich der Schnittpunkt zwischen
Farbsupraleitung und inhomogener Phase bestimmen, der mit anderen Ergebnissen verglichen
werden konnte.

Dariiber hinaus waren Phasendiagramme interessant, die nicht im chiralen Limes sondern mit
einer Quarkmasse von beispielsweise m = 5.6 MeV bestimmt wurden. Es wére somit moglich
Verschiebungen von Schnittpunkten der Phasenlinien zu analysieren.
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Fazit

200 [
150}

100}

T in MeV

50}

0 100 200 300 400 500 600

uin MeV

Abbildung 16: Phasendiagramm fiir die Pauli-Villars-Regularisierung des grolkanonischen Po-
tentials mit inhomogener Phase
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A. Anhang

A. Anhang

A.1. Ginsburg-Landau-Koeffizienten

A.1.1. (T, ) mit Cut-Off

Aus dem Abschnitt wird ag co(T, ) ibernommen:
1 6 0 [Aco
Tp) == a [ dk EVE?
OZQ,CO( 7”) 4G 7_[_2 393 0 +x o
6 0 o0 /K2 +w 25
——f/ dk k2T<1n(1+e‘ T >+1n(1+6‘ =t ))
0

w2 Ox

z=0

Da die partielle Ableitung nach = nicht von der Integrationsvariablen k abhéngt, kann sie am
Integral vorbeigezogen werden:

1 6 [Aco i
arcolTip) = 15— | dk K- (VI ) |

_ 5 /OO dk 1272 1n<1 + e“vﬁ”ﬂ”) 4 ln(l n e”ﬁ”)
w2 Jo ox

Unter Verwendung der Ableitungen von Wurzelfunktion und Logarithmus sowie der Kettenregel,
ergibt sich:

(T, ) = — 6/Acodkk;2 !
« , = — — — -
2000 =4GR 2VE? 4z la=0
6 1 v -1
- — dk k*T
w2 Jo <1 n u—Vk ’ 2TVE: + &
_|_ 1 7#7\T/ K24z —1 >
] 4 o=t 2TVE + 3 )|,y
Jetzt kann x = 0 eingesetzt werden:
1 6 [Aco 1
T )= — — — / dk k2
OéQ,CO( ,u) 4G 2 0 2\/@
6 p=Vk? —1
- — dk k*T T -
72 Jo (1 Lot 2 2TV k?
. 1 i -1 )
1+ eﬂkT\/lj2 2IVk?
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Da wegen des Integrals k > 0 gilt, folgt VA2 = k und somit:

1 6 [Aco 1
QQLX)CT,M)3:ZEZ§'_ %Ewl; dk k2§%
6 1 p— -1
- = dk k2T - gk —
m 0 1 +_€H77’ 27ﬂk
+ 1 —pu—k —1
1 _I._ 67‘;"7’9 2Tk

Jetzt kann einiges gekiirzt und in eine Zeile geschrieben werden:

1 3 [Aco
azcol(T.pn) = 7 - p/0 dic

3 [ 1 p—
+ ‘5’][ dk:kf(uk 'GATE
T Jo 1+eT

1 —pu—k
+7,H'€ T )
14+e77

1 3 [Aco 3 oo it e
-2 d & 7/ dk & .
4G 7r2/o +7TZ 0 <1+e"T_'“+ 1+6_"T_k>

Das erste Integral kann ausgefiihrt werden und Umformungen im hinteren Integral ergeben:

1 3ACOQ+3 o0 ( 1 1 )

k—

+
eT“+1 ek#—l—l

Das hintere Integral kann als unbestimmtes Integral mit Hilfe von Mathematica gelost werden:

1 1
dk k - +
/ (ekTu +1 eHT“ + 1)
k+p k—p k+p

:kQ—len(l—l—ek_Tu) —KTIn(1+e ) = T2 Lip(—e ) = T2 Lip(—¢ 7).

Dabei tritt die Funktion Lis(x) auf, der sogenannte Polylogarithmus. Er ist allgemein definiert
durch:

‘ 00 l’k
Liy(z) = Z T
k=1

Die Funktion ag co(7, ) hat somit die Form:

1 3Aco® 3

I

cncolT) = g = 555+ S5 (K~ TI(1 %)~ 471+ F)
—T7? Liy (—€%> —7? Lig(—ek;u)> o
k=0
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A. Anhang

Hier kann k = 0 einfach eingesetzt werden (da es die untere Grenze ist aber noch mit einem
Minus) und es bleibt der Grenzfall limy, ., tibrig:

2
az,co(T, p) = G o 7T2<—T2L12(—€$) — T2Liz(—e;))

+ jkh_@o(kQ — kTIn(1+ e’%“) — kTIn(1+ e’%“)
—T? Liy(—¢'T . ) — 17 Lip(- ’“))

Durch den Limes wird die Exponentialfunktion im Logarithmus so grof}, dass die 1 keine Rolle
mehr spielt und weggelassen werden kann. Dadurch heben sich Logarithmus und Exponential-
funktion auf und es gilt:

1 3Aco® 377 n . o
042,CO(T7,U):E_ 2;20 +— 2 (L12< e T)+L12<—€ T))

3 9 k—pu k4 p 9 . k ) Etp
+7Tklggo<k —kT<T>—kT( y ) T? Liy(—e"™) = T2 Liy(—e'7*) ).

Der Grenzwert kann weiter umgeformt werden:

lim <k2 —k(k—p) —k(k+p) —T? Lig(—ek%) —T? sz(_ek?‘)>

k—o00

:“m(’fQ—kQJrku—kQ—ku—T?Lig(—k) T? Liy(~ ’“”‘))

k—o0
= Jim (T i ) 72 L ()

Mithilfe dieser Umformung gilt:

cacoll ) = 15— 520" 4 I (Li(eoF) + Li(~e~F))

_ 3 lim <k2 + 77 L12< M) + T2 Liz(—ew))

7T2 k—o0

Der Grenzwert wurde unter der Bedingung, dass p und 7" nicht negativ sind, mit Mathematica
bestimmt:
. 2 2 7. k—p 2 7. ktp 7T2T2 9
lim (k4T ng(—eT)+T L12<—6T) - — —
k—o00

Wird der Grenzwert eingesetzt, folgt:

1 3Aco® 377/ L ' L 3/ 2272
052,CO<T7 1) = 10 2;;) + 7T2(1412(—6 T) + L12<—e ;>> _ (_ . M2>

2
_ 41G B 3/2\;20 + ?;T;(Lig(—e;) + Liz(_e%>) LTy 3:
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Nach Umstellen ist das finale Resultat:

1 3(2u% — Aco?)  3T% /(.. . _ “
as,co(T, 1) = E+T2+ (2 92 co’) + = (ng(-@ T) +L12(—€T>>.

A.1.2. «s(T, ) mit Pauli-Villars-Regularisierung
Aus dem Abschnitt wird ag py (T, ) iibernommen:

anpy (T, 1) = 7—7%/ dkzk2<\/k2+x—3 K2+ + Ay
+3\/k2+x+2APV—\/k2+x+3A§DV)
=0

_ 77/ ke k2T<1n<1 4ot *Th) +1n(1 +eVTk2*””)>

w2 Ox

=0

Da die partielle Ableitung nach = nicht von der Integrationsvariablen k abhédngt, kann sie am
Integral vorbeigezogen werden:

anpy (T, 1) / dk kan (\/k2+x—3\/k2+a:+A%V

+ 3\/k2 + x4+ 2A%, — \/kZ +x+ SA%V)
=0

/ dk’ k2 ( ( Te \/;2+z> 1 ln(l i eu\/Tk2+z)>

Unter Verwendung der Ableitungen von Wurzelfunktion und Logarithmus sowie der Kettenregel,
ergibt sich:

=0

16 o 1 3
Top) = — — 7/ dk k2 -
OQ,PV( M) 4G 2 0 (2 /kg T 9 /kQ +o+ A%:V

3 1
_l_ —
2\/k2+x+2A§3V 2\/k:2+x+3A§3V)

=0
/ dk, k? ( : ] 6#7\/7152+m ) —1
L+ et —v;f b 2TVI2 + x
4 1 —u—\/Tk2+m —1
_— . e L —— .
14+e Tk2+z 2TVkE? + =0
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Jetzt kann x = 0 eingesetzt werden:

1 6 1 3
Top) = — — 7/ dk k2 -
a2, pv (T, p) 4G 72 )o (2\/@ 9 /7k2+A%V

3 1
+ —
2\/k?+2A%,  24/k%+ 3A§DV)

—6/Oodk: k:2T<1 S S
w2 Jo 1—|—€H_7\“/}?2 2TV k2
1 —u-Vi2 —1

e '2T\/P>'

Da wegen des Integrals k > 0 gilt, folgt VA2 = k und somit:

1 6 [ 1 3
T —— > [T~ 2
O{Q,PV( 7[’[/) 4G 71'2 0 <2k 9 /k2 +A2PV

3 1
+ —
2\/k?+2A%,  24/k%+ 3A2PV)
oo—1

o) ]_ u—
— = | Ak RPT| ——— T - —
(He“# ©" ok

_'_ 1 —;%—k —1
— e .
14 e 7 2Tk

Jetzt kann einiges gekiirzt und in zwei Zeilen geschrieben werden:

1 3 [ o 1 3
az,Pv(T, p) = e ;/0 dk k (k: 7#32—#/&%‘/
3 1
_I_ —_
V420, R +3A§3V)
3 [ 1 .
72 Jo l+eT

1 —u—k
+ e 7 .
l+e™ T

—1—3/Oodk:k2 o8 43 !
4G m*Jo B2+ AR, (k24205 (k24 3A%,

3 00 eHT_k e%_k
+ = / dk k R —
™ Jo l1+eT l+4+e T
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Das obere Integral wird integriert:

/k2<1 S . S >dk:

koo 2+ A3, (K220, k2303,

- ;(lﬁ — 3k\/k2 + By + kK2 + 203y — ky/k? + 3%y + 3A%, In(k + /K2 + A
— 6%y In(k +/k? +2A3,) + 303, In(k+ /K2 + 3A§Dv)>

Im Grenzfall £ — oo wird der Wert unter der Wurzel so riesig, dass Apy nicht mehr ins Gewicht
fallt und weggelassen werden kann. Dann lassen sich die Terme kiirzen, welche tiibereinstimmen.
Weil auflerdem k2 = k gilt, kiirzt sich auch der letzte Term und es bleibt im Grenzwert gerade
0 iibrig.

Jim ;<k2 —3ky/k2 + Ady + 3y k2 + 203, — k\/k2 + 303,
+ 302, Ik + k2 + A%y ) — 6A%, In(k+ /k? + 203,
+ 302, In(k + M))
= lim ;(18 3V 4 3VEE — kVR2
+ 303y In(k + VE?) — 6%, In(k + VE2) + 303, In(k + @))
= lim ;<k2—k.k> —0

Wir der Grenzfall £ — 0 betrachtet kann tiberall k£ = 0 eingesetzt werden:

lim ;(lﬁ — 3ky/k2 + Ay + 3k k2 + 203, — ky/k2 + 3A%,
+ 305y In(k + /K2 + Ady ) — 6A%, In(k + /K2 + 2%, )
+ 303, In(k + M))
- ;(BA%V n(y/A%y ) — 6A%, In((/20%, ) + 3A%, ln(\/SA%VD

A2
_ Dby (3 In(A2,) — 61n(2A%,) + 3 1n(3A33V)>

4
A%DV 6 12 6

Apy ln(A?DV : 27A?9v>
4 GIAT,

()
4 64

_ Ay ln(33>
4 43

2
_ 3Ahy ln<3>
4 4
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Dabei wurde verwendet, dass die Wurzel, als Faktor % aus dem Logarithmus herausgezogen

werden kann und Vorfaktoren als Hochzahlen hinein. Danach wurde verwendet, dass In(a) +
In(b) = In(ab) gilt. Somit gilt:

00 2
| an k2<1 S S B ) _ 3y ln<4>,
0 ko2 +Ab, R 4205, (k24 3A%, 4 3

wobei der Bruch im Logarithmus den Kehrwert bildet, weil die Stelle fiir & = 0 durch das
Integral abgezogen wird.

Das andere Integral wurde bereits in bestimmt:

—k 2

I —p—k
3 [ eT e T 377 ) n 1]
P/o dk k;( 5+ k) - <L12( ) + Lig(—e T))+T + 5

1l+eT l1+e 7T

Somit ergibt sich insgesamt:

1 3 3 1
TR N S S S T
4G w2 Jo k \/k;Q + A%, \/k:2 +2A%, \/k2 +3A%,

u—k —u—k
e T e T
dk k — + __>
/ <1+eTk 1+e s

1 33APV 4\ 317/ . u _ u s 32
=16 om(3) (e ) r (e ) 11+ L

Nach Umstellen ist das finale Resultat:

1 3 3A?2 3 377 L
agpv(jzu) +*T2+_<M2*' PVlH()) +'<Lu( )%‘Lb(—B_T>>.

4G 4 4

A.1.3. ay(T, ) mit Cut-Off
Aus dem Abschnitt wird ay co(T, i) ibernommen:

3 0% [Aoo
aico(Top) = =555 /0 CET
2 oo —V T —pn—V T
—38/ dk E*T ln(l—i—eu T ) —|—ln<1—|—e et )
w2 0x% Jo o0

Da die partielle Ableitung nach x nicht von den Integrationsvariablen & abhéngt, kann sie am
Integral vorbeigezogen werden:

2

a2 (\/k;Q T x)

Wz 8$2 =0

/ dk KT <1n(1 + eF) +In(1+ eF)>

3 rAco

agco(T,p) =

=0
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Unter Verwendung der doppelten Ableitungen von Wurzelfunktionen, der Ableitung von Loga-
rithmen und Briichen sowie der Ableitung ergibt sich:

T 31 kg2 L
04,00( nu) ) 0 (_W>
o0 1 =y 2 xT _1
_32/ dk k2T8<2.eq'f+.
72 Jo ox 1+€H—7;+x 2TVk? + x
1 —u—VkZtz -1
Sy vy el |

Im oberen Integral kann x = 0 eingesetzt werden und im unteren Integral konnen 27" gekiirzt

werden:

3 [Aco 9 1
o ]_ =y 24z _]_
_32/ dkk2g 7.6#.7
2% Jo ox 1+€w7v1§2+z N
N 1 SHR/ExE: -1 >
—_—— . 6 - —_—
l4e—F — Tk2+z VE2+2 )|,

Das obere Integral kann vereinfacht werden. Im unteren Integral muss dreifache Produktregel

angewendet werden:

3 (Ao 01
ascolT = 5 [k ()

72 Jo
3 -1 V% 4a 1
- dk k2 — 2B -
272 Jo 14 ot +x) 2T (k? 4+ x)
_1 Q*N*m 1
T Tre02 C ' ' 2
(14 F) T )|,
3 1 p—Vk?+z 1
— [ dk Kk e T -
272 Jo (1 R/ ¢ 2T(k? + x)
+ 1 *ufkaQsz 1
e THE+a))|
3 ]. p—Vk?+z 1
- = dk k> T .
Z (1 o 22 + )]
. 1 Yz 1 )
5. ’ 3
1 4 g2yl 22+ 2)2 )|
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Das obere Integral kann noch weiter vereinfacht werden. In den unteren drei Integralen kann
x = 0 eingesetzt werden:

3 [Aco 1
asco(T, 1) = 4—72/0 dk %
3 1 vz 1
~5a ) dk k2((1+e”m)2 2T T
. 1 PEEVEN )
(14—67#}\/;2 ? 2T (k)
: 237T2 0 “ k2(1+61”:r : .eﬂi%/ﬁ . QTEk’?)
. 1 ey 1 )
l+e™ T = 2T (k)
_ 3 dk:k2( ! e
272 Jo 1_1_6;»7;/172 2(k2)3
. 1 g, 3)
l+e 7 = 2(k?)2

Da k > 0 gilt, folgt vk2 = k. Zusammen mit einigen Vereinfachungen folgt:

3 Aco
asco(T, i) = @ /

47r2
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Jetzt haben alle Integrale den gleichen Vorfaktor und kénnen zusammengeschrieben werden,
wobei das unterste Integral nach oben geschrieben wurde:

3 Aco 1 00 1 pek 1 1 —u—k 1
@ Iy =—— —/ d/{:f%—/ dk | —— - s s ——l - —
1ol p) 4772( 0 k 0 <1+ . k14" ¢’ k

. 1 ut 1+ 1 “uk 1
—— ' € i ——,—% € p— .
1—}-6%16 T 1+4e i T

Das ganze kann noch weiter vereinfacht werden, indem mit passenden Exponentialfunktionen
multipliziert wird:

3 Aco 1 oo 1 1 1 1
Ty=— g~ [kt [ db -
044700( :U’) 47'('2( 0 k+ 0 <k1—|—€ = +k51+eu¥k>)

3 /Oodk: 1 1 1 1 +1 1 +1 1
o T(H—ek%)Q T(1+eu;k) Tite ™ Tives )

Falls T"> 0 und p > 0 gelten, kann das untere Integral in vier Teilen ausgefiihrt werden. Es

folgt:
cscolT, 1) = - —/Acodlir/oodk ot 1
Leot M) = T 0 ko Jo k14 k14"t

—In(1+ef)+

3 1
—l—ln(l —|—e%) +1n(1 —i—elf)).

Davon hebt sich fast alles weg, tibrig bleibt eine 1, die mit dem Vorfaktor multipliziert werden

1mMuss:
3 Aco 1 1 ].
T =5~ [ ak L | ax 1
asco(T, ) 47T2< A Pt <k1+eT k1+e“¥k>+)

Da die Integrale analytisch nicht losbar sind, muss a4 co(T, 1) in dieser Form beibehalten
werden. Es bietet sich allerdings an, das hintere Integral an der Stelle A¢p aufzuspalten. Nach
Umstellen ist das finale Resultat:

3 Aco 1 1 1 00 1 1 1
asco(T, 1) = ——>- 1+/ dk~ — -1 +/ dk - —+
4,CO( 1) 47T2< 0 ]{;<1+ekT“ 1+6k“}“ ) A k(1+ekTﬂ 1+6lﬁTL#>)
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A.1.4. o4(T, ;) mit Pauli-Villars-Regularisierung
Aus dem Abschnitt wird ay py (T, ) ibernommen:

3 0% oo
044,PV(T> p) = _P@/o dk k* (\/ k24 x — 3\/m
+ 3k 4o+ 203, — R 4o+ SA%,V>
x=0

2 o0 —/ T —u—\ x
— 38/ dk k’2T<ln<1—i—e“ 11“62+ )—i—ln(l—i—e 7Tk2+ ))

w2 0x2 Jo

=0

Da die partielle Ableitung nach z nicht von der Integrationsvariablen k abhéngt, kann sie am

Integral vorbeigezogen werden:

3 g L
awpv (T, ) = _P/o dk k2W<\/k2 Tz -3k + 2+ ADy

+ 3k + 7+ 203, — k2 + o + 3A§Dv) .
/ ah BT (ln<1 +e ) (14 eVT’““”))
X

Unter Verwendung der doppelten Ableitungen von Wurzelfunktionen, der Ableitung von Loga-
rithmen und Briichen sowie der Ableitung ergibt sich:

z=0

(T, / b k(- Ly k
(07
arv(To 1) Ak2+ )8 A2+ a1 AD)S
3 1
- 3 + 3)
A4(k2+x+20%,)2 Ak 42+ 3A%)2/ le=0
3 [ 0 1 p=Vk2ts -1
- = dk B2T— N
w2 /0 Ox (1 I I ‘ 2TVEk? + x
. 1 SR/ -1
—_— . 6 - —_—
e 2TV +

Im oberen Integral kann x = 0 eingesetzt werden und im unteren Integral konnen 27" gekiirzt

werden:
1 3

3 00
To)=—= [ b k2(— . .
Oé4,PV( :U’) 72 Jo 4(]{32)% 4(]{:2_{_/\%3‘/)%

+
3 N 1 )
Ak +2A2,)2  4(k2 4+ 3A%,)2

_3/oodk k22 ;6”77{?2“_71
212 Jo O\ § | e=vpes VE2+ o
1 —u—/k2 ¢ -1
t s Y T Uma.
1+€ 2 T k: +I
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Das obere Integral kann leicht vereinfacht und in eine Zeile geschrieben werden. Im unteren
Integral muss dreifache Produktregel angewendet werden:

3 3 1
o (T, / dk k:2<— + - + )
a.pv (T ) 463 T AR+ A2)3 Ak +203%,)%  A(k2 + 3A%,)3
3 00 —1 p—VEk2+a 1
- dk k2 R
2/0 ( ] )
- e ¢ ——
(1 + "“VT’“Z*’”)Z Tk +x) )| _
v/ 1
dk k? e T -
T 52 / ( Mfm © ke )
+ 1 —;L—\T/k2+m ]_
- e .
1 + efu*\/m 2T(l€2 + J])
B i dk k2 1 ) ;L—M 1 [
272 Jo 14 REL/EEE: k2 + x)%
+ ]_ —p— Tk:2+:c ]_
- . e  —_— .
|4 e 2k + )2 )|,

Jetzt kann auch in den unteren drei Integralen x = 0 eingesetzt werden:

3 3 1
v (T, / dk k:2<—+ - + )
wev(Top) AR3 (k2+A2v)3 A(R2 +2A%,)7  4(k% + 3A%,)3
_ E 1
dk k2 2=
/ ( = W) T oTae
. —1 PRV
(1+ Y 2T (k?)
1 Ve 1
/ dk k2 el
T o (1 = 2T (k2)
.\ 1 Vi1
e — .e .
1+e i 2T (k?)
e 1
dk 2 et :
27r2/ ( O eyl
., 1 v )
.e . ;
1+ eﬂhT\/l72 2(k2) 2
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Da k > 0 gilt, folgt v/k2 = k. Zusammen mit einigen Vereinfachungen folgt:

1 3 3 1 >

3 [oe)
o T, i) = ——/ dk k? (—‘ + - +
a.pv (T ) 72 Jo 4B AR+ Ay A(R24203,)3  A(K2 4 3A%,)3

T

|
S
5|
I\
S—
8
QL
N
—
—
—
|
xTr—\
~—
)
Q]
©)
=
Sk
ol
—_

+ 1 7;’}7k 1
—— e .
1+ e k3

Wird im oberen Integral noch i nach vorne gezogen und das k? in die Briiche rein gezogen,
dann konnen anschlieend alle Integrale zusammengeschrieben werden:

(T ) 3 /oo Ik < 1 N 3k? 3k? k? >
« ) = ——— —= —
P e s ETRAR)T (R 4203)F (k24 303,
3 oo —1 ek 1 —1 k1
_72 dk 7_M'62Tk'*+fk2'62%k'f
4?2 Jo (1+6“T ) T (1+6“T) T
3 oo 1 p—k 1 1 —u—k 1
_ 2 dk | —— .= . 4 = o7 . =
472 Jo 147 c T * 14e 7 ‘ T)
3 oo 1 p—k 1 1 —p—k 1
_ 2 dk | ——— 7 . 4 —— T .2,
472 Jo 147 c k:+ 1+e 7 c k‘)
3 [ 1 3k 3k? k2
- _ﬁ/ dk k t o e 2 3T 2 V3
™70 (k?+A%y)2 (K2 +205y)2 (K +3A%y)?
n —1 gu_k 1 n —1 gou—k 1
ﬁ -e P— ﬁ -6 Pyp—
<1+6Tk) T <1+€ Tk) T
+ 1 u;k 1 + 1 7/.’3:19 1
E—— -e — —_— -6 Pp—
1—}—6% T 1+4e a T
n 1 = 1 n 1 “u—h 1
— .e D . —_— .
1+ e ko 14er 2
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Das ganze kann noch weiter vereinfacht werden, indem mit passenden Exponentialfunktionen
multipliziert wird:

cn (o) = =5 [T [y K
P 0 BT (1 Aby)] (B2 +20%5)7 (K24 3033

Wird etwas umsortiert, folgt:

oy py (T )——B/de —l+ 3 - 3 - v
4,pv L, [ 472 Jo ko(k2+ A%v)% (k2 + QA%V)% (k2 + 3/\%3\/)%

+1 1 +1 1
kl—i—ek% kl—i—eu;k

3 oo 1 1 1 1 1 1 1 1
2 dk | —= _
472 /0 ( k 2+ )

T<1+e%")2 T(1+e"¥k) T1+e%+T1+e"¥k

Falls T > 0 und p > 0 gelten, kann das untere Integral in viert Teilen ausgefithrt werden. Es
folgt:

3 [ 1 3k? 3k? k2
064’PV(T, lLL) = —m/o dk (_ + - +

B2+ Ady)s (B2 4203,)7 (K24 3A%,)

n 1 +1 1
k?1+eT kl—i—e“;k

(L4 o) (14 e sﬂ))

Davon hebt sich fast alles weg, tibrig bleibt eine 1, die mit dem Vorfaktor multipliziert werden
muss:

_|_

3 00 1 3k? 3k? k2
044,PV(T7 N) = _7/ dk | ——+ 3 2 R R
0 ko (B2+A%y)2 (B2+203))2 (k2 +3A%))2

. R 3
kl4em  kilqe' | An
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Nach Umstellen ist das finale Resultat:

3 00 1 1 1
T = [1 / dk —1

o0 1
+ / dk k2< 5 ;- ; s + 3)
0 (B2 +ABy)z (K2 +2A%,)2 (K2 +3A%y)2
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A.1.5. Q)2 mit Cut-Off
Aus dem Abschnitt [3.3] wird age(T, i) iibernommen:

1
ao(T, 1) = 7T2&E/ dk kQ( k—u)2+a:—l—\/(k—|—u)2+x> B
—112 x ;12 x
_7(‘7/ i k2(2T1n< F e TFE ) o (14 T ))
(0 Zz
x=0

Da die partielle Ableitung nach = nicht von der Integrationsvariablen k abhéngt, kann sie am
Integral vorbeigezogen werden. Auflerdem kann die Konstante 27" im unteren Integral nach
auflen geschrieben werden:

1 00 5 O 5 5
a(T,n) = 7r2/o dk k ax<\/(k_“) + a4/ (k+ p) +w) -

2/000 dk k? ;ﬂ(ln(l - e‘\/@) +In(1+ e-@))

Unter Verwendung der Ableitungen von Wurzelfunktion und Logarithmus sowie der Kettenregel,
ergibt sich:

=0

1 2 ge 1 1
0402(T7M):7—*/ dkk2< + )
AT 2/(k—pP o 2y/(k+p)? + 2/ Lo
_Af/oodkkz 1k G—W —1
7= Jo 14 e ACSY O Rt 4 2T/ (k — p)? + x
. 1 Y/ comizr: ~1
.e .
| g - Yiptee 2T\ (k+u)2+z /)| _,

Jetzt kann x = 0 eingesetzt werden:

1 2 [ 1
oz(T,,u):———/ dw( )
02 4H 72 Jo 2 2,/(k;—|—,u

4T dk k2 ; e
w2 Jo _V(k—p)? ¢ T/ (k — 11)2
l+e 7 (k=)
" 1 w2 -1
—2 . e —_—
14 e AN CETE
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Da k — p nicht zwingend positiv ist, gilt /(k — p)?2 = |k — p|. Wegen k& > 0 und g > 0 gilt

auBerdem /(k + )2 = k + p und somit:
1 2 [oo 1 1
T :———J‘MW
ol lm) =g~ y <2|k a7 2(k+u)>

AT oo 9 1 _lk—nl -1
—7/d“ = v r—)
w2 Jo l+e 7 |k — pl

n 1 = —1
7-6 - —_—_—
14e 1" 2T (k + )

Jetzt kann gekiirzt und umgeschrieben werden:

1 1
T / i k2
coTom) = 5~ = 2|k ,L| k:+»u)>

o 1
+7/dM?
7 Jo +1|k il
+

1
1 k+p

Die Integrale werden zusammengefiithrt und es wird ausgeklammert:

1 2 [ 1 1 1 1 1 1
aoe (T, :—_4J'%M + — : - I
AT =15~ )y (2\k—u| ) = = k+u)

1 1 1 1 1
:7—7 d k2 _|_ -
=78 <|k: ul( = k+u<2 g +1))

Mithilfe der Gleichung

1 1
- — tanh( >
2 er41 2 2

kann agy noch weiter vereinfacht werden:

1 1 foo tanh(®otl)  panh(ite
aoz(T,N):i—*/ dk:k:Q(an<2T) an(QT))

4H 7% Jo |k — pl k+ p
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A.2. Algorithmen
A.2.1. Nullstellensuche

Der Algorithmus [1| zur Nullstellensuche ist im Pseudocode dargestellt.

Algorithmus 1 NULLSTELLENSUCHE[f(x,y), x1, Z2, Y1, ¥2]

Bendstige: Eine Funktion f(x,y), die von zwei Variablen abhéangt. Einen Sartwert z; € Z
und einen Endwert x5 € Z zwischen denen im Abstand von 1 nach Nullstellen gesucht wird
(falls x; = 25 € R wird nur fiir diesen Punkt eine Nullstelle gesucht), Punkte 31, y2 € R, sodass
die Funktion f(z;,y) fur alle i € {z1,21+1,..., 25} genau eine Nullstelle zwischen y; und y, hat.

Ausgabe: Eine Liste L mit xo — z1 + 1 Punkten (z;,v;), sodass f(x;,y;) = 0.

1: L:= @
2: for v = 21 to x = 25 do
3: Yo ‘= Y1
4: Yp ‘= Yo
5. for j=1toj=50do
6: if f(z,y.) - f(=x, —y“;yb) < 0 then
7 Yp ‘= 7ya;yb
8: else

— Yat
9: Yg = Y 2yb
10: end if
11:  end for
122 L:=LU{(x, 73’“;%)}
13: end for

Die auflere For-Schleife durchléuft alle Punkte x; zwischen x; und x5 und sucht den Punkt y,
fir den die Funktion as(z;,y) verschwindet. Die zweite For-Schleife bestimmt die Genauigkeit.
Die Genauigkeit ist gegeben durch “”1’2_7,}’“‘, wobei k die Anzal an Iterationen ist und hier £k = 50
betragt. Durch die If-Schleife wird einer der beiden Grenzen auf der y-Achse verédndert. Ist die
Mitte zwischen den aktuellen Werten von y, und y;, so gewahlt, dass die Funktionswerte der
Grenze y, und der Mitte #5¥* verschiedene Vorzeichen haben, dann befindet sich die Nullstelle
dank des Zwischenwertsatzes dazwischen und vy, wird zur Mitte hin verschoben.

Haben die Funktionswerte der Grenze y, und der Mitte 5% dasselbe Vorzeichen, kann sich
die Nullstelle nicht dazwischen befinden. Das Intervall wird verworfen, indem y, zur Mitte
hin verschoben wird. Auf diese Art und Weise lasst sich die Nullstelle mit exponentieller
Genauigkeit bestimmen, weil die Abweichung in jedem Schritt halbiert wird. Sind die 50
Iterationen durchlaufen, wird der Punkt (z;, 5% ) abgespeichert und mit dem néchsten Punkt

2
x;41 fortgefahren.

A.2.2. Schnittpunktsuche
Der Algorithmus [2] zur Schnittpunktsuche ist im Pseudocode dargestellt.
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Algorithmus 2 SCHNITTPUNKTSUCHE|fi(z,v), fo(z,v), 1, T2, Y1, ya)

Bendtige: Zwei Funktionen fi(z,y) und fa(x,y), die von zwei Variablen abhéngen. Einen
Sartwert 7 € R und einen Endwert x5 € R zwischen denen der Schnittpunkt von f; = 0 und
fo = 0 auf der z-Achse liegt. Einen Sartwert y; € R und einen Endwert y, € R zwischen denen
der Schnittpunkt von f; = 0 und f; = 0 auf der y-Achse liegt.

Ausgabe: Einen Schnittpunkt S = (z,y), sodass fi(x,y) = fa(z,y) = 0.

1: for j=1to j=20do

2. {(z1,914)} :==NULLSTELENSUCHE[f (z, ), z1, 21,1, y2]

3 {(=4%2,y,)} :==NULLSTELENSUCHE[f (2, y), 522 #1522y, ]
4 {(21,20)} =NULLSTELENSUCHE[f,(x, y), 21, 71, 91, )

5: {(mx?,yzb)} =NULLSTELENSUCHE|fy(z, y), 2422 21322 4 4]
6:  if (Y1a — Y24)(Y1p — y2) > 0 then

7: I = %

8: else

9: To :— %

10:  end if

11: end for

12: {(BE22 4)} :=NULLSTELENSUCHE[f (z,y), 8522, 51322 4y 1]
13: S = (”“*%y)

Es werden vier Nullstellensuchen hintereinander durchgefithrt, um den Schnittpunkt effizient und
mit hoher Genauigkeit zu bestimmen. Die vier y-Werte werden anschlieend iiberpriift. Dabei
gehoren die y-Werte mit dem Index 1 zur Funktion fi(z,y) und mit dem Index 2 zur Funktion
fo(z,y). Liegt beides Mal dieselbe Funktion oben, ist das Produkt der Differenzen positiv und
der Schnittpunkt liegt nicht zwischen z; und der Mitte. Somit kann die linke Grenze zur Mitte
hin verschoben werden. Falls jede Funktion einmal oberhalb liegt, dann ist das Produkt kleiner
als Null und der Schnittpunkt liegt zwischen z; und der Mitte. In diesem Fall muss die rechte
Grenze zur Mitte hin verschoben werden. Nach 20 Iterationen ist der Algorithmus beendet und
gibt den Schnittpunkt aus.

A.2.3. Minimumsuche

Da die interne Funktion von Mathematica zum Suchen von Minima fiir die benotigte Art von
Funktionen zu Fehlermeldungen gefiihrt hat und gleichzeitig nicht besonders schnell war, wurde
stattdessen der Algorithmus [3| verwendet.
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Algorithmus 3 MINIMUMSUCHE(q,, q2, T', ]
Bendétige: Einen Startwert ¢ € R un einen Endwert ¢o € R zwischen denen das Minimum
von I'Y(q, T, u) liegt sowie Werte fiir 7' und p.

Ausgabe: Die Stelle gy, fir die I'"!(q, T, 1) minimal wird.

1: for j=1to j =20do

2. if I7N(252 + 1073, T, ) — 71252, T, ) > 0 then
3 q2 — q1—q2
: 2
4 else
5: Ch — ‘Il;q2
6 end if
7. end for

Weil der Verlauf von I'"! in der Nihe des Minimums einer nach oben gedffneten Parabel
entspricht, reicht es nicht aus, das Minimum mittels Bisektion zu suchen, weil nicht klar ist,
welche der beiden dufleren Grenzen zur Mitte hin verschoben werden soll. Deswegen wird im
Abstand von 1072 rechts von der Mitte ein zweites Mal der Funktionswert bestimmt. Ist die
Differenz positiv, befindet sich die Mitte auf einem steigenden Stiick, also rechts vom Minimum
und somit muss die rechts Seite verschoben werden.

A.2.4. Gekoppelte Nullstellensuche

Der Algorithmus [4] zur gekoppelten Nullstellensuche ist im Pseudocode dargestellt.

Algorithmus 4 GNULLSTELLENSUCHE[x1, 22, ¥1, Y2, ¢1, @]

Benotige: Einen Sartwert x; € Z und einen Endwert x9 € Z zwischen denen im Abstand von
1 nach Nullstellen gesucht wird, Punkte y;,7. € R, sodass ['"!(q, z,y) genau eine Nullstelle
zwischen y; und y» hat und Startwert ¢; € R bzw. Endwert ¢, € R zwischen denen fiir alle
17 < pp <y und y; < T < yy das Minimum von T'*(q, u, T) liegt.

Ausgabe: Eine Liste L mit 29 — x; + 1 Punkten (x;,%;), sodass T'*(q,z;,y;) = 0 das
Minimum von I'"1(g) ist.

1. L:= @

2: for x = x; to z = 25 do
3: Yo = Y1

4: Yp ‘= Y2

5 for j=1toj=20do
6: if [(MINIMUMSUCHE|[q1, g, y“TJ“y”, ], y“TJ“yb, x) > 0 then
7 yb — ya;‘yb

8: else

o Yat

9: Yg 1= b be

10: end if
11: end for
122 L:=LU{(x, —y“;yb)}
13: end for
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Bei der gekoppelten Nullstellensuche muss gegentiber der Nullstellensuche in jedem Schritt das
Minimum von I'"! gesucht werden. Ist es oberhalb der ¢-Achse, muss der Wert fiir T bzw. y
reduziert werden, ansonsten erhoht. Dadurch wird sich der Temperatur angehéhert, die bei
festem chemischen Potential die Bedingungen erfiillt.
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A.3. Inhomogene Phase

Die Herleitung in Abschnitt entstammt der personlichen Kommunikation mit PD Dr.
Michael Buballa. Die weiteren Umformungen in den darauffolgenden Abschnitten wurden
eigenstiandig durchgefiihrt.

A.3.1. Herleitung von I'"!(q)
Die Lagrangedichte im NJL-Modell lautet:

Ly =i — m) + G((v)? + (dins71)?)
Dabei wird zwischen skalarem Anteil ¢, und pseudoskalarem Anteil ¢, unterschieden:
0s = (V) und ¢, = (YinsT )
Das thermodynamische Potential €2 besteht in Molekularfeldndherung aus zwei Teilen:
e = Quin + Qeonds

wobei i, als kinetischer und Q..nq als potentieller Anteil gesehen werden kann. Die Anteile

lassen sich wie folgt schreiben:
T St
Quin = —— Sp| In| —
=Ty p(“( T ))

— i 3 2 2
Qcond - vV /Vd T G(¢s +¢p)7

wobei fiir S™1 gilt:
S7Hx) = i — m + 2G (s + 57> Pp).

Fiir die beiden eingefithrten Molekularfelder gilt
¢s=0 und ¢, =0,

wobei ¢ = 0 aus der Betrachtung des chiralen Limes (m = 0) folgt und ¢, = 0 auch fir ein
nichtverschwindendes m gilt. Somit gilt:

Als Nachstes werden Fluktuationen um den Grundzustand betrachtet. Da der Grundzustand
jeweils 0 ist, ist nur die Fluktuation relevant.

¢s(T) = 005(F) und  ¢,(T) = 5¢,(7)

Daraus folgt fiir den potentiellen Anteil:

Qo — ‘1/ | G302 + b0, (7 (15)
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Desweiteren gilt:
STHE) = i + 2G(65(T) + 15700, () =: Syt — 3(T)
Daraus folgt () per Definition:
S(E) = —2G(8¢(T) + i757°0,(T))

Jetzt wird der kinetische Teil passend umgeformt:

T Syt - % T Syt .

Es gilt:

0® = L gp05,%) / d*x (66,(2)° + 56,(2)°)

Q) = Evsp(soi)” fir n >3

Dabei ist Q© das thermodynamische Potential, das zum homogenen Grundzustand gehort und
Q™ ist von der Ordnung O(d¢") in den fluktuierenden Feldern. Die funktionale Spur lisst sich
wie folgt schreiben:

- / die,-- / d'2,Spp g (S(73) So(w1, 22) 5 (7). o (@1, ) (7)o, 71) ) (16)

Im Impulsraum gilt:

T i
A —zp(ac ') ¥ 17
Sifr.a) = T (17)
— N —ignx 0 -
=) Bt g, = <ﬂ> an € RG (18)
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Dabei steht RG fiir das reziproke Gitter. Die Fourierzerlegung der Fluktuationen sieht wie folgt
aus:

5¢s Z 6¢s nezqnz
Sy (T Z 5 ne T

S = —2G (3¢5 p + i757300p 1) (19)
Im Folgenden gilt:
g =0
Fiir n = 0 ist die Phase homogen und fiir n = 1 sollte €2 verschwinden, also sind diee Falle fiir
die inhomogene Phase uninteressant.

Sei also n = 2.
0@ =0 4+ ¥

cond

Unter Verwendung von Gleichung wird umgeformt:

T . T A A
Qi = 55Sp(508)” = o / d'zy [ d*esSpp 5 (S0 Solwr, 22)2 (%) oz, 21))

Mit Gleichung ergibt sich:

i
Ql(jn = 2V /d4gj’1/d ZL‘QSprc(i $1 Ze—zp(z1 x2) ¥ p E ZIZ'_’ Z —ip/ (xo—x1) ¥ ﬁ )

o P
Zf')

4 4 p(x1—x2) ,—ip’ (x2—x 3 pA
2V3/dx1/dx226 1mm2) =i (2w G fc<§]( )p—E( >p’2

Mit Gleichung ([18]) ergibt sich:

T3 —ip(x1—x2) ,—ip’ (T2 —2 Y\, —iqn® 3 —ig1 T /
0% — —/d%l /d4x226 p(@1=22) o =ip'(2 1)SpD7f7C(Z Ype 1%227116 n! 22%2)
.’ n

kin 21/3 p -~ p,

S
2v3/d4x1/d4xzzzeﬂp w1 —22) , —ip' (T2 —21) o —igne1 wn/xzsp fc< ?; ,2];)

p,p’ n,n’ p°p
Sy
_ / n.
2V3 /d4x1/d4$2226 ipzy+ipro—ip’ va+ip v1—ignT1—iq,, xQSprC< fp& )
p,p’ n,n’

T . / izn in/ i
B ( /d4:1: ' =(p+an))z1 ) (V/d4x2 e ((P=a,)—p )IZ)Spr,C <M)
pp n,n’
T e Pl
Z z (V /d4x1 e @' —(p+an)) 1) (5p—qnhpl) SpD fc( fpa >

, oS (p — gn»)
T e i(p—¢q,r—(p+qn)) Pp
;;( /d ' )S f°< PA(p — qw)?
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o9 (5 [ty e s (20t

P nn p(p_Qn’)

33 (5 ) Spp, fc< S (p ng>>

P n,n pQ(p_Qn’)

-z ZZSpva,C(i”’?"”” t8.))

P*(p + qn)

ZZ

npp+q

Sprc< nzbi_n(wgn))

Dabei wurden die Glelchungen
1 .
5 /dnl’ el(afb):r — 5a,b

T 1
VoV
benutzt. Jetzt wird die Spur mit Hilfe von Gleichung umgeformt:

SPp ¢ (inpin@ + m)
= S (2000004 35780, 26(66. - + 14700, )) 544,
= 4G?Spp s ((&és,n + V5T 0Gp )P0, —n + 15T 0¢p,—n ) (P + 91,))
— 4G*Spp 1. ((5¢57np5¢57_n+m5735¢p,np5¢s,_n+6¢5,npws¢35¢p,_n+z‘vsf36¢p7npz‘vsf36¢p7-n) (Mn))

— 4G? (spD,f,C (065065 n(p +4,)) + SPp e (1157 0Gpnp0s, (P +¢.,))

+SPp ¢ <5¢s,n¢i757'35¢p,—n(¢ + gn)> + Spp fc(z%T 0y, n}m%T Op, (P +dq. )>
)

)

= 4G2 (300,10 (86u06s - + 4,)) + 500 e (19570057665 (P + 4,
= 4G*N, (5¢S7n5¢57_nSpD7f(p(p + gn)) + 0¢pn0¢p,—nSPp f(@w pivsT (Pt d, ))
= 8GN, (3011561, -500 (p + 4,)) + 95006, 00 (57 pinsr (9 + )
= 32G2N, (5¢5,n5¢s,_n (P* + Ptn) + 06pndp—n (P + pqn)>
= 16G°N, <5¢8n5¢8 (207 + 2pan) + 06000y —n (20° + 2pqn)>
= 16G° N, <5¢sn5¢s (P D+ 200+ @ — @) + 66pn08p—n (D + PP+ 2000 + % — qn))
)

= 16G*N, <5¢sn5¢s (PP P+ @) = @) + 0606, (P + P+ 0n)* — qi))
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Somit kann Ql(jr)l bestimmt werden:

i = ZZ

npp+q

SPD g ( > n?i—n(ﬁ + %))
D+ QR)
S8TG?N, 2

9 2
= S S Y (00 (s e )

) Pp+a)? PP+a¢)? pP+a

2 2 2
p (P + ¢n) q )
3G pn0Bp,—n —
F00pn00p, <p2(p+q )2 +p2(p+qn)2 pQ(erqn)Q)

8TG N,

Zz(wmagbs n(( ot 1 o)

P p*(p+an

1 1 a0
et (a5 s )

Als néchstes muss Qcond bestimmt werden. Aus Gleichung folgt:

1 .
W= 37 [ d'x G(60.(@)" + 06,(2)?)

/ d%ze Gt T)T (5, o (Z)0 Pt (Z) + 0B pm ()06 (E))

=( Z 5n’,—n(5¢s,n (f)éqbs,n’ (f) + 5¢p,n (f)6¢p,n’(f))

n,n’

—GZ 0¢5,n(T)0¢s,—n () + 0p.n(T)0¢p, —n(T))

Somit folgt fiir Q2):
0 =0 + o

cond

ZZ(5¢Sn5¢S i ! +1_2‘131)2)

+¢.)? P PP+

8TG2N

1 1 0
onattno(Grrap 7w s )

+G Z(éqss,né‘qﬁs,fn + 5¢p,n5¢p,fn)

262y (4TN 5 (06060 n( s+ 5 )

P (p+a)? P PO+a¢)

1 1 a
+6¢p’"5¢p’_n((p+qn)2 TR TPt )))

1
+2G2 Z ﬁ(5¢57n5¢37,n + 5¢p,n5¢p,7n>
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4TN,

e z( s z((ws,nws,n + 0000y 0 ) (o 4 q))

m - p+a)? P> P+ qn)?

1
+% (6¢5,n5¢57_n + 6¢p7n5¢p,—n)>

2
= 2G2 Z ( <6¢s,n6¢s,—n + 5¢P,”6¢P,—n> (47‘;’]\[0 Z(( 1 + iQ N qn) + 21G>>

n p+a.)?*  p* prp+gn)?

— 262y (<5¢3,n5¢5,n + 5¢p,n5¢p,n> I (gn)

Dabei ist I'"1(g,) wie folgt definiert:

1 4TN, 1 1 7
F—l ) = — + c < 4+ = - n )
(@) 26V zp: (p+aq.)* P

1 4TN, 1 1 ¢
2G 4 zp: P p* PP+ qn)?

1 4TN, 2 >
25+ (3 - )
2G 4 zp: P PP+ @)?

Dabei wurde verwendet, dass im ersten Bruch p + ¢, = p gilt (Verschiebung). Innerhalb von I'
konnen zwei weitere Funktionen L; und L, eingefithrt werden.

- 1 4TN, 2 >
R
() 2G %4 2 P pAp+ qn)?

p

1 STN.~ 1\  1,( 8TN, 1
_QG_(_ v Zp2>+2q”( 4 sz(pwn)z)

p p

1 1
= — — L1+ =¢*La(q,
e 1+ 5n 2(qn)
Dabei gilt fiir die neuen Funktionen:
8T'N. 1
I — il
8T'N. 1
Lo(q) = —
2(0) % zp:p2(p+Q)2

Der Grenzwert des unendlichen Volumens sorgt fiir die folgende Ersetzung:

72 0) = [ TS S+ )

Damit andern sich die Funktionen L; und Ls:

1
iwn + M)Q _ﬁz

d3p
L= 8N | TS
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— d3p 1
= 8NC/ (2%)3Tzn: <(iwn + )% — 152) <(p0 +q)* — (7' + ®2>
8N / (2m)3 TZ 1

n ( iwy, + p1)? — 152> ((iwn + ) — (P + @2)

Es werden Energien und zwei verschiedene S eingefiihrt:

S = Tzn: (i, +;)2 — B3
1
Sa(q) = T; ((w}n +p)? — Eg) ((zwn + )2 Engrq)

Daraus folgt:

(2m)?
d3p
La(g) = —8N, / S
2<q) (271')3 4((])
Es ist somit moglich statt L; und Ly die Funktionen S, und S; zu betrachten.
1
)=T> .
n ((zwn +p)? — Eg) ((zwn + 11)? E3+q>
— TZ EI%+(1 Ez
" ((zwn +p)* — E;%) ((an +p1)? = Ez2)+q> (EI%-H] - Ez%)
_ 1 Ty B2, — (w4 p)* + (iw, + p)* — E}
2 _ 2 .
Ep+q Ep n ((zwn + M)Q _ E}% ((zwn + ,u) Engq)
C ((iwn )2 — Eﬁ) — ((iwn + )2 Egﬂ)
—E§+q E2 Xn: (i + )2 — E2 . g
n :u) P (an + :u) p+q
1 1 1
— T , - =
S BB G 0P By Gen T

Als Néchstes wird Sy betrachtet.

1

Se=T
: w (iwn + p)? = B

1
=T
Z i(2n + )77 + p)? — B2
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Durch Standardberechnungen zur Matsubara-Frequenz folgt:

1 1 1
S = — ]_— —
2 2Ep( o2t 41 ot —|-1)

1 _
= _TEp(l —np — Np)

Dabei wurden die Besetzungsfunktionen verwendet:

1
Ny = —&F, %

e T +1

P T Ep+tp

e 7 +1

Analog folgt:

1 1 1

T —
E2,., — E? zn: (iwn + p)? — Exvy (iwn + p)? — E2

p+q D

Sa(q) =

1 1 1
= — 1— —n — (1 — —_—mn
%G+ ( 2Ep—|—q( Mptq = Nptg) + 2Ep< Tp np))

Jetzt konnen wieder L; und L9 betrachtet werden:

L =8N / b g, _ N, / )
— _8N, —n,—n
! (27r) (27)3 2E po
< dp p? _, _ 16N.w _
= 4Nedm / (27) 3E R / dp ~7p)

Dabei wurde das Raumwinkelintegral ausgefithrt. Somit gilt:

2

Ly = (1 —ny —7p) = LY + Ly

p

Jetzt wird mit Pauli-Villars Regularisierung gearbeitet. Dabei muss L{*¢ regularisiert werden:

N, [ 1
¢ do n? Ci——
2 /0 pr ZJ: JEp,j

2N,
Li/aC —

Unter Verwendung von

EPJ - \/]52 +]A2

lasst sich L}* bestimmen:

2N, > 1
yac — c / d 2
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Fiir den Vakuumteil von L; folgt:

2N, :
Li* = —5 > A n(jA%)
™
Dabei sind die ¢; gegeben durch:
00:1 61:—3 02:3 03:—1

Fiir den Mediumsanteil gilt:

med __
LY =

Ep(np + ﬁp)

Jetzt geht es mit L, weiter:

La(a) = =8N [ s

1 1
_ 4N, / 1 —nye —Tiped) — —(1 —n, — 70
21320 G+ ¢ (Ep+q< Nptg = Nptq) Ep( Np np))

= Ly"(q) + L3*(q)

Mit Vakuum- und Mediumsanteil:

1 1
LY (g 4N/ — | +reg.
(2m)3 2P 7+ ¢ (Ep+q Ep) &

me: 1 — 1 _
Ly*i(q) = AN, / )3 25§+ ¢ (Ep+q (Mp+g + Nptg) — fp(np + np))
Zuerst wird der Mediumanteil umgeformt:
med 1 _ 1 _
L = —4N / 27‘(‘ 3 2p q T q Ep+q (np—i-q + np-i—q) - Ep(np + np)
1 1 1
4N, / eg) —
(272 25 G+ @ Epryg (p1q + Npig) % G+ ¢ E, —(ny +1ny)
Jetzt wird von p zu p' — ¢ fiir den vorderen Teil geshiftet:
1 1 1 1
—4N, / _— n
CrR2(p— Q)+ ¢ E(”p“’”p) 2}7-67+q2Ep(np+np)

Danach kann der hintere Teil ausgeklammert werden:

d3p 1 1
:—4NC/ — — = —(np +n
(27T)3(2p-q—2<?+<? 2p~q+62) (e )
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Die ¢-Integration liefert 27 und das Skalarprodukt p*- ¢ kann als p|g] cos @ umgeschrieben werden.
Somit bleiben die Integration nach p und 6:

—4N, 1 1 1 _
=Gy Jy o[ deost®) 2 (2pr¢ﬂcos<9>—q*2‘2p\q1cos<e>+q-2>&(””+””)

_NC/OOd L —i—)/ldco(H) ! :
e —I\ N n S -
7 Jo P E,P P 2p|ql cos(0) — @ 2p|q] cos(9) + >

Wird die Symmetrie des Kosinus ausgenutzt, gilt cos(d) = — cos(f) und somit:

_NC/ood P +‘)/1d 9) ! :
= —(n, +n cos —
7 Jo E,07 P —2p|ql cos(0) — @ 2p|q] cos(0) + ¢?

Wird das Minus und die 2 der gleichen Terme nach vorne gezogen, gilt:

2 - 1 !
fp(np + 7p) /_1 d cos(6) (2plfﬂ cos(f) + (TZ)

Das Kosinusintegral wird nun umgeformt:

1 1
et (2p|q1cos ) [t (2p|q1cos<e>+|cﬂ|qw)
1 1 1
:W/ldcos(e) ((3()3(0)4—2(12)

Mit der Substitution x = cos(#) + % gilt dz = d cos(f) und zu den Grenzen muss % hinzuaddiert

werden:
5 L ntl Lo (ld+2p
~ o L = w1 ~ 7 “<\|cﬂ—2p])
2p

Somit ergibt sich insgesamt fiir Ly im Medium:

med
L 2

1
np—i-np/ dcos(6) (2p|cﬂcos(0)+cj2>

1 7] + 2p
Ep(np—l—np)Qpl(ﬂ ln(“q_1 _pr
AN ey
_|cj]7r2/o ? 5! <’|(f|—2p‘>( p )

Als néchstes wird der Vakuumanteil umgeformt. Dafiir wird erneut Pauli-Villars Regularisierung

verwendet:
1 1 1
Ly —4N/ R
(a) (2m)3 20 7+ ¢ (Ep+q Ep) &

66



A. Anhang

1 1
%4]\// el —— —
)22p G+ ¢ Z j(Eerq,j Ep,j)

Wird in der selben Weise wie vorher gearbeitet, fuhrt das zu:

Ly(q) = —1Nc/0 ZC] p m( [ +2p>

FES g1 — 2p|
A.3.2. Umformung von LY*¢
Aus Abschnitt werden y
1= 5 L e G
und
co=1 c1=—3 =3 c3=-1

iibernommen. Es folgt:

NC > 2 2
Ly = 272203'9'/\ In(jA%)
=0
N,
- (o 3A2In(A%) + 6A% In(2A%) — 372 1n(3A2))
3N.A?
- (—1n(A2) +21n(2A%) — 1n(3A2))
3NA? 2 4 2
__ SAQA?I ( AA* >
— Torz T\AZ 3A2
3N.A? 4
T Ton2 ln(B)

9A? <4>
= ——1n
o2 3
A.3.3. Umformung von L
Aus Abschnitt [A.3.1] werden

2N, [ 2 B
Lﬁned = - P (np +np)
P
E,=p

und

co=1 c1=—-3 =3 c3=-1
iibernommen. Es folgt:

Led ny + 1)
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2N, 1 2 \? _
=-— —§T Tln(l—np> —|—T1n(1—np) —2p1n(1—np)—2pln(1—np)

oo

+2TLis(n,) + 2TLi2(ﬁp))))

p=0
Da fiir p = co Null rauskommt, kann p = 0 eingesetzt werden und das Vorzeichen dreht sich:

2N, [ 1 2 2
Lyed = —— <2T<Tln<1—n0> —i—Tln(l—ﬁo) —2~O-ln<1—np>—2-0-ln(1—ﬁp)

™

+2T'Lia(ng) + 27T'Liy (no)) ) )

NCT2 2 2
= — 2 (hl(l — no) + hl(l — ﬁo) + 2L12(n0) -+ 2L12<7_L0))

Jetzt konnen ng und ng eingesetzt werden:

™

N.T? L\ LAY L
med = 1n<1— — ) +1n<1— i ) + 2Ly (——) + 2Lz ()
72 eT +1 et +1 e +1 er +1

N, T? e T +1 1 2 eT + 1 1 \2 1 1
AL ( — ) 41 ( - ) 2L 2L :
72 (n ecr 11l e T4l NeF 1 ef 1 12(1+e’%) 12(1+e‘7)
N.T? T \2 T \2 1 1
_ ln( <’ ) —|—ln< 7 ) + 2Lis( )+ 2Lig(——)
2 e T+ 1 eT +1 l+e T 1+ er
Somit folgt:
372 1 \2 1 \2 1 1
Lmed — ln( ) +1n( ) + 2Li (>+2Li ()
! WQ( 1+ef l4+e T \l4eF \1+eF

A.3.4. Umformung von L3¢
Aus Abschnitt [A.3.1] werden

vac 1 Nc > P |(ﬂ+2p
L3(q) = /0 dp ZCJ‘E lln( )
J i

@2 I~ 2
EPJ: /jAQ +p2
und
60:1 C1:—3 62:3 03:—1
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ibernommen. Zuerst kénnen Betrag und E, ; ersetzt werden, sowie die Summe nur von 0 bis 3
durchgefiithrt werden:

vac ]-N q+2p
Ly“(q) = )

1
b p2%¢mﬂ$‘4@—%

WEeil es sich um den Betrag handelt und ¢ = 0 eine Polstelle darstellt, gilt ¢ > 0. Wird als
nachstes die Summe ausgefiihrt, gilt:

1IN P P P D q+2p
L¥e(q) = Y (1 3 +3 1 ) 1 ( )
2 (9) g2 Jo P VOAZ +p2 VIA2+p?2 V2N +p? /BA? 4 p? ! ’q - 2p’

Umgeformt gilt:

[5e(q) = — 1 N, <p_ Sp o, % p >ln<Q+2p)
’ g Jo VIR VNP VR VBN P g 2

= 1N/ dp (1— 5P + 5P — b )ln<q+2p)
qm* Jo VA2 2R+ BAZ 42 lq—2p|

Dieses Integral kann nicht bestimmt werden, deshalb wird es numerisch integriert.

A.3.5. Umformung von L
Aus Abschnitt [A.3.1] werden

me I Ne [ p q)+2p _
LY d(q) = ——/0 dp Eln<H >(np+np),
P

gl g1 — 2p|
E,=p
und
1 B 1
n, = Ty =
P +1 P ep#—i-l

tibernommen. Es folgt mit |g] = ¢:

+ 2 1 1
Lmed ) / d ( 1 & )( P—i + p+u )
q7r ’q — 2p’ eT +1 e +1

Dieses Integral kann nicht bestimmt werden, deshalb wird es numerisch integriert.
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