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Einleitung

Im Rahmen des Standardmodells und im Speziellen der QCD (Quanten-Chromodynamik) spielen Quarks und die Wech-
selwirkung dieser mit Gluonen eine zentrale Rolle. Fiir eine direkte Beschreibung und vor allem Losen der dortigen
Probleme ist die Theorie derzeit noch nicht gut genug verstanden, sodass oftmals auf Vereinfachungen zuriick gegriffen
wird. Eine Ubersicht iiber vermuteten Phasen stark wechselwirkender Materie ist in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1: (p, T)-Diagramm von starkwechselnder Materie in 3 + 1 Dimensionen mit vermuteten Phasen, sowie expe-
rimentell erreichbare Punkte. [Wam12]

In dieser Thesis sind die beiden grundlegenden Modelle das Gross—Neveu Modell und das Nambu-Jona-Lasinio Modell, in
beiden Modellen werden die Gluonen-Wechselwirkungen als lokale Vier-Fermionen-Punkt-Wechselwirkungen modelliert
[BC15, WSW19]. Es geht dabei um die Frage ob und wo die inhomogene Phasengrenze im (T, u)-Diagramm liegt. Die
Phasengrenzen in 1+ 1 Dimensionen sind bereits diskutiert worden [BDT09], ebenso in 3 + 1 Dimensionen [BC15]. Der
Fall einer 2+ 1 dimensionalen Welt ist bisher nicht viel diskutiert worden, mit Gittermethoden wurde bereits die Position
der Phasengrenze des Gross-Neveu Modells bereits eingegrenzt [WSW19]. In dieser Arbeit wird die gleiche Phasengrenze
hingegen mit einer Stabilitdtsanalyse des grof3kanonischen Potentials bestimmt, dabei wird auch der Einfluss zweier
verschiedener Wahlen von y-Matrizen sowie der genauen Wahl einer Regularisierung andiskutiert.
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1 Konventionen und Notationen

Zunichst werden einige Konventionen und verwendete Notationen der Arbeit festgelegt.

1.1 Einheiten

Es wird ausschlieRlich in den natiirlichen Einheiten gerechnet, daher ist die Lichtgeschwindigkeit zu ¢ = 1, das reduzierte
Planksche Wirkungsquantum zu i = 1 und die Boltzmann-Konstante zu kz = 1 definiert. Alle Gr63en werden in Einheiten

der Masse angegeben.

1.2 Raum-Zeit

Vektoren des euklidischen Raumes werden durch einen Vektorpfeil (X) gekennzeichnet, deren euklidischen Betrag wer-
den durch das Symbol selbst dargestellt (|X¥| = x). Die Dimension des euklidischen Raumes wird mit dem Symbol d
bezeichnet. Vektoren der Raumzeit werden hingegen fett gedruckt (x). Der Vektorraum der Raumzeit wird mit der
Minkowski-Metrik der Signatur (1, d) versehen. Fiir die Bilinearform zweier Elemente x und y wird kurz x - y geschrie-

ben. Die einsteinsche Summenkonvention wird nicht verwendet.

1.3 Fourierdarstellung

Fiir eine allgemeine Funktion ®(x) nimmt deren Fourierreihe die Form ®(x) = Zp <I>pe_i"'x mit den konstanten Fou-
rierkoeffizienten &, an. Hangt die Funktion ®(x) nicht von der Zeitkomponente des Argumentes x ab, so kann deren
Fourierreihe auch durch ®(x) = Zﬁ <I>l~,eif’"? dargestellt werden. Mit p = (0, p) ist die Notation zwischen zeitabhéngigen
und unabhéngigen Funktionen konsistent.

1.4 Fermionen

Das Fermionenfeld wird mit ¥ bezeichnet und besitzt die nackte Masse m. Fermionen gibt es mit N; = 2 verschiedenen
Flavour, sowie in N, = 3 Farben. Die y-Matrizen sind N}, x Np-Matrizen mit N;, = 2 fiir Pauli-Matrizen und N, = 4
fiir Dirac-Matrizen. Werden Spuren gebildet, so geben die Indizes des Spuroperators an iiber welche Rdume die Spur
gebildet wird. Dabei steht D fiir den Dirac-Raum, das f fiir die Flavour sowie c fiir die Farben (engl. colour). Ist kein
Index vorhanden, so lauft die Spur iiber alle Raume, insbesondere auch iiber die Raum-Zeit.

1.5 Das baryonische Potential

Das baryonische Potential u wird des Ofteren von einem Impuls p = i@ mit dem Faktor y° abgezogen. Um dies kiirzer
schreiben zu kénnen, wird die Kurznotation p = i@ — uy° eingefiihrt.
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2 Das Modell

Ausgehend vom Nambu—Jona-Lasinio Modell fiir d = 3 und vom Gross—Neveu Modell fiir d = 1, wird die Lagrangedichte

fiir d = 2 in dieser Arbeit als

L =0({d —mV¥+ GIW¥)?

gewahlt, welcher nur zwei freie Parameter, die nackte Quarkmasse m und die Kopplungskonstante G, enthélt. Die kon-
krete Wahl der Gamma-Matritzen wird hier zunéchst noch offen gelassen. Sie werden nachher getrennt als Pauli- oder
auch als Dirac-Matritzen interpretiert. Je nach Wahl der y-Matrizen ist es entweder nicht méglich eine ys-Matrize zu
wahlen oder die Wahl ist nicht eindeutig. Damit dieses Problematik nicht besteht, beschéftigt sich diese Arbeit fortan mit
dem Gross-Neveu Modell, welche keiner ys-Matrize bedarf, und nicht mit dem Nambu-Jona-Lasinio Modell, obgleich in
diesem Modell nach [BC19, S. 5] fiir d = 3 die pseudoskalare Wechselwirkung vernachlassigt werden kann.

Um die weiter fithrenden Berechnungen jedoch ausfithren zu kénnen, wird der Lagrangian zunichst in ¥W mittels der
Molekulatfeldtheorie in einem statischen Medium linearisiert. Dazu wird mit  der Erwartungswert (@\Il> und mit 6 die
Variation UW — <@lll> bezeichnet. Da ein statisches Feld angenommen wird, ist ® konstant und & hangt nur vom Raum,

aber nicht von der Zeit ab. Mittels Substitution erhélt man den Ausdruck
L=V —m)¥ + G (> + 2853 + 5.

Die Linearisierung erfolgt nun dadurch, dass der Term 5®2 vernachlissigt wird. Somit ldsst sich die Lagrangedichte
mittels einer weiteren Substituierung von Zeile zwei nach drei umschreiben zu

L =9(i§ —m)¥ + G (9* +2650)
=U(i@ —m+2G®)¥ + G (&% +2850) —2G® - VW
=U(i@ —m+2G®)¥ + G (&% +2858) — 2GB(® + @)
=U(ig — My)¥ — G&2,

im letzten Schritt wurde die effektive Masse

My =m—2G® )}

eingefiihrt. Dies ist nun die Form der Lagrangedichte, welche im Weiteren verwendet wird.
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3 Das groBBkanonische Potential

Um die nachfolgenden Berechnungen iibersichtlicher darstellen zu kénnen, werden ein Propagator S~ und ein Potential
¥ liber

S =i — M, +7°u )]
vV =G> 3)

definiert. Dabei bezeichnet u das chemische Potential, welches mit der Teilchenanzahl in das grof3kanonische Potential
eingeht. Die Berechnungen werden zunéchst fiir eine Box V c R? endlichen Volumens mit periodischen Randbedingun-
gen durchgefiihrt. Der Limes fiir ein unendlich grof3es Volumen wird erst spater in Abschnitt 6 genommen. Damit I&sst
sich das groffkanonsiche Potential in Abhingigkeit von der Temperatur T und dem chemischen Potential u {iber

T — ;
QT,u) =— v lnf PPV exp[ dx (¥ + ,u\I/r\I/)]

[0,i/TIxV

T — _
= vlnf 2V PV exp| dx (BST'w —v)]

[0,i/T]xV

mittels eines Pfadintegrales {iber ¥ und W berechnen. Dieses Integral kann nun analytisch berechnet werden und man

erhalt
-1

Q(T,M)z—ZTrlnS—+l dx¥. [BC15]
v T \%
\W—/ v

=hkin =Qon

Die Spur lauft dabei iiber den Dirac-Raum, den Farbraum, den Flavours und iiber das Volumen [0,i/r] x V. Im Nach-
folgendem wollen wir nun das thermodynamische Potential 2 um einen homogenen und statischen Grundzustand &,
entwickeln. Die Variation um diesen Grundzustand bezeichnen wir mit 6&, = 6&,(X). Fiir die weitere Berechnung wer-

den nun der kinetische Anteil Q,;, und der Kondensatanteil £;,, separat betrachtet.

3.1 Der kinetische Anteil des groBBkanonischen Potentials

Zunichst wird die effektive Masse M, aus Gleichung 1 in einen variablen Anteil  und einen konstanten Anteil M, gemaf
My=m—2G®=M,+%
mit

My =m—2Gd,, 4
% =-2G8%, (5)

aufgeteilt. Ebenfalls kann damit nun der Propagator S~! aus Gleichung 2 aufgeteilt werden, dies geschieht durch

Sl=51-%

Syt =id +uy® — M, =p — M,.

3 Das groBkanonische Potential 6



Der Propagator S, lasst sich daher (durch eine symbolische Umformung) schreiben zu

! 1}+M0_1}+M0
pP—M, p+M, p2—M2

0

Somit kann der kinetische Anteil des groffkanonischen Potentials umgeschrieben werden zu

-1
Sgt-x

T
Qpin =— v Trln
-1

T S,
=——Trln— (1 -5,
= Trin =2 (15, %)

T SgtT
== Trln % -7 Trin(1 — S, %).

Syt . . S e . S
Da der Kommutator von -~ und (1 — S,X) nicht verschwindet, ist die letzte Identitét nicht trivial. Sie wird im Anhang

11.1 behandelt. Fiir kleine Variationen X l4sst sich der Logarithmus in einer Potenzreihe um 1 entwickeln, es folgt somit

T St T &1
Q.. =——Trln— + —="Tr Z(Sy2)k
kin % T % ;k( 0 )

da die Spur insbesondere linear ist.

3.2 Der Kondensatanteil des groBkanonischen Potentials

Der Kondensatanteil des grofSkanonischen Potentials 14sst sich ebenfalls als Summe von Potenzen der Variation schreiben.
So gilt

1 1 00
Qkonzvf dxvzvf dxG(<1>§+2<I>0-5<I>0+5q>g)=ZQ§<’;)n
v v k=0

mit

0) _ g2
Qkon _cho
1
1
o) =2G%,; J dx 5%,
1%

kon \%
ol =0 fiir k > 3.

kon

1
o =G—f dx 592
1%

3.3 Bestimmung von Instabilitdten

Es wurde angenommen, dass um einen homogenen und statischen Grundzustand ®, herum entwickelt wurde, daher
muss die erste (Fréchet)-Ableitung von €2 nach & in ®, verschwinden. Die Konsequenzen dieser Aussage werden im
Abschnitt 4 diskutiert. Der Zustand ®, kann weiterhin nur stabil sein, wenn das Potential Q in ®, ein Minimum hat.
Da die erste (Fréchet)-Ableitung bereits nach Voraussetzung verschwindet, muss demnach die Zweite positiv semidefinit
sein. Es treten somit insbesondere dann Instabilititen um den Zustand &, auf, wenn dies nicht der Fall ist. Eine solche

Bedingung fiir Instabilitdten wird in Abschnitt 5 diskutiert.
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4 Die Gap-Gleichung

Da nun ¢, insbesondere einen stabilen Zustand des Systems beschreibt, ist @, in einer geeigneten Umgebung das Mini-
mum des grof3kanonischen Potentials. Somit verschwindet insbsondere die erste (Fréchet)-Ableitung von 2 in ®,:

0= M(T,u) = o

kin kon

T 1
(T,w) + QP (T, u) = VTrSOZ+2G<I>OVJ dx 5%, (6)
1%

Es wurden periodische Randbedingungen fiir die Losung der Lagrangedichte und somit fiir die Zustandsfunktion & an-
genommen, daher ldsst sich & als Fourierreihe darstellen. Dies gilt insbesondere auch fiir alle anderen bisher daraus

definierten Begriffe. Somit lassen sich S, X und 8%, umschreiben zu

T e P Mo R
So(x,x/): vze ip-x—x )T]\Jz’ %(X) ZZququ und 09, ZZM’o,qequ
P p 0 q q
mit 2z = —2G0®, ; aus Gleichung 5. Der Integralterm aus Gleichung 6 lésst sich berechnen zu

1 .
2G¢0§f dx 5&, =2Gd,— f dx Zs%q ig-%
=2G<I>0V Zq: 5% 5 JV dx eT% = 2GDo5%,5,

da die Fourierkoeffizienten konstant sind und V! fv dx e die fouriertransformierte Diracdistribution 55(q) ist. Fiir den

Spuranteil ergibt sich in einer weiteren Rechnung

T T
VTrSOZI =V J dx Trp ¢ So(x,x)%(x)
[0,i/T]xV
T + M, L
= J dx TrD,f,c( Z P+ My )(Z —2G5®, e ff*)
[0,i/T]xV
Ty 50y~ | dx e BET PHMy
Ty 22 0y | X T Hnse 5o
P q J p 0

P+ M,

T
=— 22G8%,5 > Trp e —
70s 2 v i

dabei wurde im letzten Schritt die Diracdistribution ausgewertet. Da die y-Matritzen spurlos sind, ldsst sich der Term
weiter vereinfachen zu

M,

T T
—=TrSyX =— =2GNpN;N.0®y5 ) ——.
v heo v piNg N O’OZﬁZ—Mg

p

Damit kann nun Gleichung 6 geschrieben werden als

T M,
0= —VZGNDNfNC&PO,aZ 4 2GB,5%, 5 = 2G5By 5 (<1>0 NpN;N, — Z ﬁ)
p p _M() —M,

Somit muss gefordert werden, dass der Ausdruck in den Klammern verschwindet. Zusammen mit Gleichung 4 lésst sich

die Gap-Gleichung algebraisch umschreiben zu
My =m+2GM,L, )

mit der Substitution

T 1
Ly=—NpNiN,— D ———. (8)
v ; p*— Mg

4 Die Gap-Gleichung 8



5 Die inverse Korrelationsfunktion

In diesem Abschnitt wird der Term

T1 1
QI(T, u) = 82 (T, u) + QP (T,u) = V3 Tr(S,2)? + G J dx 582
v

berechnet. Zunéchst wird der Integralterm betrachtet. Setzt man die Fourierdarstellungen der Variationen von @, ein, so
ergibt sich
@ _.l 2l d oi@+7)% — g 1
0@ (T,u) = Gvf dx 585 =G > | Béoﬁ&bo,q,f dx! BT = G2 1500389,
v ad v a7
im letzten Schritt wurde dabei die Diracdistribution ausgewertet. Als Nachstes wird der Spurterm betrachtet, schreibt

man die Spur aus, so erhélt man den Ausdruck

T
Qgi(T’ w) =0 f dx f dx’ Trp ;. (Z(x)So(x, x)Z(x")Sp(x’, x))
[0,i/TIxV  [0,i/T]xV
=i(2G)ZZZ 5, 5B, 5 —— ! Trp . [(F +Mo) (P’ +Mp)] x

" 7 0,q" = 2 ~ 2 fc

2V Y Tp2—M; p’?— Mg

T dxe-i0-p+ox L dx’ e~ i —B+a' v’

14 14 ’

[0,i/T]xV [0,i/T]xV

wobei in der zweiten Gleichheit wieder die Fourierentwicklungen eingesetzt wurden, dabei ist zu beachten, dass
q =(0,4) und q’ =(0,g") gilt. Unter den beiden Integralen steht jeweils eine Diracdistribution, welche zusammen die
Summen in p’ und g’ kollabieren lassen, somit erhilt man

@ T ) 1 1 ; .
A (T, 1) =5 (26) Zq]; 04800455 5y gz Mo [ M@+ + M)

T 2 1 1 52 | o 2
=5(26) ZZé%yqé%ﬁqﬁz_Mz Grar [p2+p-q+M2],
g p 0 0

nachdem die Spur Trp ¢ . ausgefiihrt wurde. Dabei ist zu beachten das sowohl fiir Pauli- als auch fiir Dirac-Matritzen die

Identitét Trp(¢b) = Npa - b gilt. Das Produkt der beiden Vektoren p und q, ldsst sich mittels (a + b)*> = a® + 2a - b + b?
umschreiben, und man erhélt nach geschicktem Zusammenfassen den Ausdruck

) 2 T 1 1 q*—4M;
Q2 (T, u) =G*NpN;N, — 5% 5680 3 + -
kinl 1) w qu:; > O’q[(ﬁ+q)2—M§ p—M; [(ﬁ+q)2—M§][ﬁ2—M§]]
T 2 q*—4M;
=G>NpN;N, — 5@(,50@0,_4 -
v v;; b q[ﬁ—Mé (B +9)2—M21[p2— MZ]

dabei wurde im letzten Schritt das Argument des zweiten Summanden mittels p — p —q verschoben. Summiert man
nun die beiden Anteile von Q) auf, so erhilt man

QO(T, 1) = 262> | 58035%,_4T(q) = 2G> Y [5804] T (q) ©)
q q
mit der inversen Korrelationsfunktion

1 1
I''(q)= 56 It 5(‘12 —4M3)L,(q) (10)

und der Substitution
1

(P +q)2—M2I[p2—M2]

In Gleichung 9 wurde dabei ausgenutzt, dass ® = ¥¥ und somit auch §®, eine reelle GréRe ist, daher gilt fiir die

T
Lo(q) = —NDNchV; [ an

Fourierkoeffzienten die Identitit 8®,_; = 5] i Gibt es somit ein g, sodass I'""'(q) negativ wird, ist der Zustand &, nach
Unterabschnitt 3.3 nicht stabil und es treten Instabilitdten auf. Tritt die Instabilitit bei ¢ = 0 auf, so handelt es sich um

einen homogenen Phaseniibergang, andernfalls ist es ein inhomogener Phasentibergang.

5 Die inverse Korrelationsfunktion 9



6 Der Limes unendlichen Volumens

An dieser Stelle erfolgt nun der Ubergang der endlichen Box mit Volumen V ¢ R? zum gesamten euklidischen Raum R¢.

Die Definitionen von L; (Gleichung 8) und von L, (Gleichung 11) verdndern sich zu

L, =—N,N.N, (dp)dTZ L
1 D 27 (iw, +p)2—p2—MZ’

nez
dp\? 1
L@=-N NNCJ(—) Ty _ . .
v 2m Zé, [(iwn + 12— B+ — M2 (i, +p)* — B> — M¢]
mit den Matsubara-Frequenzen w,, = (2n+ 1)nT mit n € N fiir Fermionen. Diese lassen sich nun auswerten [Bub19,
KG11] zu
dp 1
Ll :NDNfNCJ (g) E(l —n ) und
NpN¢N, dp 1 1—n,, 1—n
RN T R T e
2 2n) 2p-q+q Epig E,

mit den Substitutionen

1 1
np:np: G + 55 und E, =E, =4/p>+M;.

14
+1 e T +1
Man beachte dabei die Besonderheiten der verwendeten Notation ((0,p) = p # p = |p|). Im Nachfolgenden werden die

auftretenden Integrale auf eindimensionale zuriickgefiihrt um den numerischen Aufwand der Berechnungen zu minimie-
ren, dazu wird aullerdem die Raumdimension auf den in dieser Arbeit behandelten Fall d = 2 fixiert.

6.1 Der Substituent L,

Zunéichst wird eine Koordinatentransformation von kartesische in Polarkoordinaten durchgefiihrt, es ergibt sich

o [ee]

2m

S e e e KIS N SR (2
P P

0

dabei bezeichnet L{*° den Summanden mit dem Integral {iber 1 und LTed den Summanden mit dem Integral {iber n,.

Wahrend LTed aufgrund von n, konvergiert, divergiert L}“‘. Die Regularisierung von L}“¢ erfolgt im Abschnitt 7.

6.2 Der Substituent L,

Zunéchst wird auf den ersten Summanden unter dem Integral die Transformation p — p —¢ angewendet, im zweiten

Schritt folgt dann die Transformation in Kugelkoordinaten. Es folgt

L (q)_NDNf (dp) ( 1 B 1 )1—np
2 2 2m) \2p-3—g> 2p-3+3d2/) E,

NDNf 1 1—np
= dpp )
87:2 2p cos®—q 2p cos®+q,/) E

p
NpN¢N, 1
=L dp —(1—np) de ——,
8m2q E, 2pcos® —q
0 0

dabei wurde in der letzten Gleichheit der zweite Summand mit © — © + 7 transformiert. Die abschlielSende Winkelinte-

gration wird im Anhang 11.2 durchgefiihrt. Davon ausgehend ergibt sich

q/2 1
NpN¢N, 1 1 NpN¢N, 1
L = — dp —(1— — d 1— = [rac +Lmed
4) 47q f pEp( "») Zr-1 8m " Ewps m( ng)=L,"(@)+1;"(q)

mit der Substitution T = 2r/q und der Aufspaltung des Integrals iiber den letzten Faktor in L;*°(q) fiir 1 und L;”Ed (q) fir

n'rq/z-

6 Der Limes unendlichen Volumens 10



7 Pauli-Villars-Regularisierung

Da der Term L% divergent ist, muss dieser regularisiert werden. Als Regularisierung wird die Pauli-Villars-
Regularisierung gewéhlt. In dieser wird der Integrand durch eine Linearkombination des urspriinglichen Integranden
mit modifizierten effektiven Massen M, ; = 4/ Mg + jA? ersetzt. Explizit ergibt sich somit fiir L7* aus Gleichung 12 der
Term

oo
NpN;N,
L;’“C=D—“chjl mit E,; = /p%+ M2+ jA2.
4r J 5 E,;

Fiir die Wahl der Koeffizienten c; hat man eine gewisse Wahlfreiheit. In dieser Arbeit werden die beiden Wahlen aus
Tabelle 1 genutzt.

ilo 1 2 3
|1 —2 1
|1 -3 3 -1

Tabelle 1: Zwei mégliche Koeffizientenwahlen der Pauli-Villars-Regularisierung.

Im Grenzfall A — oo stimmen der modifizierte Integrand und der urspriingliche Integrand {iberein. Das gleiche Regula-
risierungsschema wird auch analog auf L, angewandt. Wird dieser Term nicht regularisiert, so ist kein Phasentibergang
zu beobachten. Mit der Regularisierung ergibt sich

1
vac _ NDNfNC 1 T
L(q) = ——2— [ dr D ejm— e
87T E’rq/2,j 1/1—"["2

0

Da die Terme L;"Ed und L;"Ed bereits konvergent sind, werden diese nicht regularisiert.
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8 Der chirale Limes

Im chiralem Limes ist die nackte Quarkmasse m gleich O gesetzt. In diesem Fall besitzt die Gap-Gleichung 7 die trivia-
le Losung M, = 0, welche in der restaurierten Phase angenommen wird [Bub19, Bub05]. Dadurch lassen sich einige
Gleichung vereinfachen, so lésst sich L analytisch bestimmen zu

LU(IC — DNf

J Z Vp+jA? ]AZ_ NDNf Z Vi = NDNf ZCJEOJ

J

und fiir Ly ergibt sich

arctan( 4 )

Ly )__NDNfNC ZC- 2,4/iA

2 = 47 — ) )
j

Die Terme LTed und L;"ed lassen sich ebenfalls vereinfachen zu

[ee]

NpN¢N NpN¢N
Lred =— D4;; Cfdpnp:— D4rfr “T[In(e”" +1)+In(e™"+1)] und
0

N 1
L"wd Z_L dtT ——nnq.
T R
0

Die Funktionen L,(q) ist dabei bis q = 0 stetig fortsetzbar. Der Wert L,(0) lésst sich mit dem Satz von 'Hospital berechnen
zu

, NpN:N, 1 eMT
L,(0) = lim Ly(q) = ———2— D ¢j——+ 5 |-
q-0 4n \4Z 2VjA T(eT+1)

Weiterhin erhélt man fiir den Limes verschwindender Temperatur

0 p>u
(T=0,u)= lim( L + 1 )_— 1/ =
np > 2 p “/,
=0 EPH+1 eEPTW—Fl
1 p<u

NpN(N
Ll(T=O,u)=—D—fC(chEO’j+u) und

4r -
J
1A2u/q
D f c

4mrq f ,/1_7

Ly(q; T =0,u)=L;"(q)—

Dabei bezeichnet a A b das Minimum von a und b. Dariiber hinaus féllt im chiralem Limes in der inversen Korrelations-
funktion aus Gleichung 10 der Term 4MZ heraus.
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9 Ergebnisse

Um die Numerik durchfithren zu kénnen, muss neben der im Abschnitt 1 festgelegten Konstanten auch noch die Kopp-
lungskonstante G fixiert werden. Dazu wird die Gap-Gleichung 7 fiir ein gegebenes My(T = u = 0) = M ,,,, = 300 MeV
genutzt. Alle Rechnungen finden im chiralen Limes statt.

9.1 Der Einfluss von Nj, Ny und N,

Nutzt man die Definition von L,, L,(q) und G (aus Gleichung 7), so ergibt sich

oo

NDNfNC p p
L=—"2L= 1|4 o2 — Lo o NN N,
T 4n J P(Z 'E,; E, " b
. j
arctan | —2 1
NpN;N, (2 ,-A) 1
LZ(q)__4—TE ZC]‘—+ dfﬁn% OCNDNfNC,

J 0

1
2G =L;(Mp g, T = =0) o< NpN¢N.

Insbesondere folgt damit fiir die inverse Korrelationsfunktion

_ 1 1
I™(@) = 55 =L+ 5(q” = 4Mg)Ly(q) o< NpNy ..
Somit haben die Konstanten Np, Ny und N, keinen Einfluss auf das Vorzeichen von I'}(q) und somit auch keinen
Einfluss darauf, ob die Phase gebrochen wird oder nicht. Es macht also insbesondere in den Naherungen dieser Thesis
keinen Unterschied, ob die Dirac-Matritzen oder die Pauli-Matritzen fiir die y-Matritzen gewahlt werden.

9.2 Der Einfluss der Pauli-Villars-Regularisierung

Fiir die Pauli-Villars-Regularisierung lassen sich neben der Wahl von A auch noch verschiedene Tupel von Koeffizienten
¢; wihlen. In den Abbildung 2 und 3 sind die berechneten Phasengrenzen fiir beide Wahlen der c; aus Tabelle 1 und fiir
verschiedene Werte von A abgebildet. Da die beiden Phasengrenzen fiir jeweils A = 100 - M, ,, und A = 10.000 - My
in beiden Fillen bereits iibereinander liegen, konnen diese als Phasengrenze im Grenzfall eines unendlichen Regulators
A = oo betrachtet werden. Es lésst sich weiterhin beobachten, dass der Lifschitzpunkt, der Punkt ab dem die Phase
nicht mehr bei ¢ = 0 gebrochen wird, im Grenzfall eines unendlichen Regulators verschwindet, somit geht ebenfalls der
inhomogene Phaseniibergang vollstdndig in einen homogenen Phaseniibergang auf. Zudem verschwindet der Kontinent
der Inhomogenitét fiir grole A im untersuchten Bereich ebenfalls, wobei dieser Bereich bei vier Koeffizienten c; starker
ausgepréagt ist als bei drei.

9 Ergebnisse 13



0.7 A N=2:Mo,vac
—— A=3-Mo,vac
0.6 —=~==li- — N=4Movac
“~~‘\:s\‘ N= 5'M0,vac
0.5 1 el \‘\:‘\ —— A=10-Mg, vac
\
§ \\\\\ \\\\\ —_ A= 100'M0,vac
S 0.4 1 S A =10000-Mo yac
£ \\
— 0.34
0.2 4
0.1+
0.0 4 \

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
M in Mo, vac

Abbildung 2: Dargestellt sind die Phasengrenzen des GN/NJL-Modells in 2 + 1 Dimensionen fir verschiedene Pauli-Villars-
Regularisierungen. Es wurden drei Koeffizienten c; verwendet. Wurde ein Lifschitzpunkt gefunden, so ist
dieser mit einem Kreuz markiert. Die gestrichelten Linien sind homogene Phasenlibergdnge. Wenn ein ho-
mogener Phaseniibergang gefunden wurde, stellen die durchgezogenen Linien einen inhomogene Phasen-

Ubergange dar. Andernfalls stehen sie flir einen homogenen Phasenlibergang.

0.7 1
0.6 1
0.5 A1
g
=) 0.4 A
= —
£
- 0.31 —— A=3Mg,vac
— A=4:-Mg,yac
0.2 1 N\=5"Mo,vac
01 4 — A=10-My, vac
—— A =100-Mp, vac
0.0d — A=10000Mo uoc

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
M in Mo, vac

Abbildung 3: Dargestellt sind die Phasengrenzen des GN/NJL-Modells in 2 + 1 Dimensionen fir verschiedene Pauli-Villars-
Regularisierungen. Es wurden vier Koeffizienten c; verwendet. Wurde ein Lifschitzpunkt gefunden, so ist
dieser mit einem Kreuz markiert. Die gestrichelten Linien sind homogene Phasenlibergdnge. Wenn ein ho-
mogener Phaseniibergang gefunden wurde, stellen die durchgezogenen Linien einen inhomogene Phasen-
Ubergange dar. Andernfalls stehen sie fiir einen homogenen Phasentibergang.
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10 Zusammenfassung, Vergleich und Ausblick

In dieser Thesis konnten die Techniken aus [BC19] auf den Fall von 2 + 1 Dimensionen {ibertragen werden. Dazu wur-
den die einzelnen Schritte der urspriinglichen Herleitung durchgegangen und fiir den Fall beliebiger Raumdimension d,
beziehungsweise ab Abschnitt 6 fiir d = 2 angepasst. Das Ergebnis der Rechnungen ist in den Abbildungen 2 und 3 dar-
gestellt. Im Falle eines unendlichen Regulators konnte dabei kein inhomogener Phaseniibergang mehr gefunden werden.
In der Abbildung 4 hingegen existiert eine inhomogene Phasengrenze des Gross-Neveu Modells in 2 + 1 Dimensionen,

welche mittels Gitterrechnungen bestimmt wurde [WSW19].

1 1 1 I 1 1 I
phase boundary, s =c(x) e
phase boundary, 6 = const. e
0.8 1
®.
0.6 c=0 1
S = N
~
=
0.4 . i
c#0 ..
0.2 o..\ i
.
O 1 1 1 | 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
n/ o,

Abbildung 4: Dargestellt ist die inhomogene Phasengrenze des Gross-Neveu Modells in 2+ 1 Dimensionen aus Gitterrech-
nungen. Die Punkte sind die berechneten Werte, wahrend die Linien lediglich lineare Splines zwischen den
berechneten Werte als Orientierungshilfe sind. Das Symbol o entspricht der bevorzugten Phase ® im jeweili-
gen Bereich des Diagrammes. Die roten werte stehen fiir einen inhomogenen Phasenlibergang, wahrend die

Schwarzen einen Homogenen reprasentieren. [WSW19]

Fiir weitergehende Untersuchungen ist es daher sehr interessant, die Diskrepanz iiber die Existenz eines inhomoge-
nen Phaseniiberganges im GN-Modell in 2 + 1 Dimensionen zwischen den Gittermethoden [WSW19] und dieser Thesis

zusammen mit den Ergebnissen der Arbeit von Lennart Kurth [Kur19] auf zu klaren.

10 Zusammenfassung, Vergleich und Ausblick 15



11 Anhang

11.1 Die Spur-Logarithmen-ldentit&t

Es gilt die nicht triviale Identitat

St Syt T
TrlnT (1-8,2)= TrlnT — VTrln(jl —So2)

aus Abschnitt 3 zu zeigen. Um dies zu zeigen, wird zunéchst die Herkunft der Spur betrachtet. Das grofSkanonisches
Potential 2 ist proportional zum Logarithmus der Zustandssumme Z, wihrend die Zustandssumme wiederum die De-
terminante eines Operators D ist [KG06, Gl. 2.92]. Um die gewiinschte Identitidt zu zeigen, benutzen wir die bekannte
Identitét IndetD = TrlnD fiir einen Operator D, sodass beide Seiten der Gleichung wohl definiert sind. Es wird nun
D=AB mitA=S5;'/T und B = 1 —S,% gewibhlt. Es folgt sofort

TrlnAB =IndetAB = In(detA- detB)
=IndetA+IndetB =TrlnA+ TrinB,

da die Determinanten von Operatoren Zahlen sind, ist somit das bekannte Logarithmengesetze anwendbar.

11.2 Cauchyscher Hauptwert

In diesem Abschnitt wird das Integral
27

1

=2 | d® ——— 13
f 2pcos® —q (13)
0

mittels dem Causchyschen Hauptwert bestimmt. Das Symbol & deutet dabei an, dass das Integral im Sinne des Cauch-

schen Hauptwert zu verstehen ist, da es im klassischen Sinne nicht existiert. Es wird folgender Satz verwendet:

Satz 1 Sei Q C C ein offenes Gebiet umschlossen von einer reguldren Kurve y und f eine meromorphe Funktion auf Q mit
den innen liegenden Polen 2i,...,2, und den auf vy liegenden Polen p,...,px. Wenn die Pole p,,...,pr Ordnung 1 haben,

dann nimmt der Cauchyscher Hauptsatz folgende Gestalt an:

J.f(z)dz—ZmZRes (f)+mZRes (f).  [LSR17,Thm.1]

=0 i=0

Zunichst gilt es, das Integral in Gleichung 13 in die entsprechende Form zu bringen. Dies wird erreicht, indem die
Abbildung z : [0,27] — D, mit 2(©) = ¢!® angewendet wird, dabei bezeichne D, die abgeschlossene Einheitskreisscheibe
04,710 z+z

-1
und y deren positiv orientierten Rand. Zusammen mit der Identitit cos® = ~—— = ergibt sich

1 dz —i 1
1= | —————=—& | 5>———dz
2p2+z —qiz P ,F—az+1

mit @ = 4/p zu der gewiinschten Form mit f(z) = (22 — az + 1)"!. Die Nullstellen des Polynoms z? — az + 1 sind
a/2 + 4/(a/2)* — 1. Es wird eine Fallunterscheidung durchgefiihrt:

e lal<2
In diesem Fall sind beide Nullstellen r; und r, verschieden und liegen auf dem Weg y. Weiterhin gilt r; = rJ. Die
Residuen lassen sich einfach bestimmen zu Res,. (f) = (r; — 1) ! = —Res,. ,(f). Somit folgt aus dem Cauchyschen
Hauptwertsatz sofort I = 27iRes,. (f) + 2miRes,,(f) =0 [LSR17, Ex. 2].
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* lal=2
In diesem Fall sind beide Nullstellen identisch und liegen beide auf dem Weg y. Daher ist der vorangestellte Satz

nicht anwendbar. Da dieser Fall aber nur fiir eine Lebesgue-Nullmenge in p = 4/« auftritt, ist er zu vernachlassigen.

e |a|>2
In diesem Fall liegt nur eine der beiden Nullstellen im Inneren der Einheitsscheibe, wiahrend die andere auf3erhalb

liegt. Es folgt somit nach dem obigen Cauchyschem Hauptwertsatz

T

p4/(5)2 =1

== -2miRes (f) =—
p 3

mit der in der Einheitsscheibe liegenden Nullstelle r.
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