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1 Einführung

Die heute allgemein anerkannte Theorie der Gravitation ist die Allgemeine Relativitätstheorie. Sie ist
eine klassische Feldtheorie, welche die Gravitation durch die Geometrie der Raumzeit beschreibt. Die
Krümmung der Raumzeit beeinflusst die Bewegung von freien Teilchen, welche sich auf Geodäten
bewegen. Obwohl die Gravitation die schwächste der vier Grundkräfte ist, dominiert sie auf hinrei-
chend großen Skalen, da die anderen drei kurzreichweitig sind (Starke und Schwache Wechselwirkung)
oder abgeschirmt werden (Elektromagnetische Wechselwirkung). Daher kann die Allgemeine Relati-
vitätstheorie auf das gesamte Universum angewendet werden und bildet die Grundlage der modernen
Kosmologie.
Basierend auf Beobachtungen wie der Expansionsrate des Universums, der Häufigkeiten von Wasserstoff
und Helium und der kosmischen Hintergrundstrahlung, liefert das Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
Modell, bzw. Urknall Modell die aktuell beste Beschreibung des Universums. Nach diesem Modell ist
das Universum in einer ursprünglichen Singularität (dem Urknall) entstanden und expandiert seitdem,
wobei es sich immer weiter abkühlt. In der frühen Phase bestand das Universum aus einem sehr heißen,
dichten Plasma aus Photonen und Baryonen. Als das Plasma soweit abgekühlt war (T ∼ 4000K), dass
sich Elektronen und Protonen zu neutralem Wasserstoff verbinden konnten (∼ 380000 Jahre nach dem
Urknall), entkoppelten die Photonen von der Materie und bildeten die kosmische Hintergrundstrahlung.
Die Entdeckung dieser Hintergrundstrahlung 1964 war der wichtigste experimentelle Durchbruch in der
Kosmologie. Das Spektrum der Hintergrundstrahlung ist ein nahezu perfektes Schwarzkörper-Spektrum,
was bedeutet, dass die Strahlung zur Zeit der Entkopplung in thermischem Gleichgewicht war. Sie ist
annähernd isotrop, d.h. sie weist in jeder Richtung fast die gleiche Temperatur auf, mit kleinen Abwei-
chungen der Größenordnung ∆T/T ∼ 10−5. Eine weitere wichtige Eigenschaft der Hintergrundstrah-
lung ist ihre Polarisation. Diese wurde durch Streuung an freien Elektronen erzeugt. Die Hintergrund-
strahlung ist die wichtigste Quelle von Informationen aus dem frühen Universum. Allerdings führte
ihre Entdeckung auch zu Problemen mit dem FRW-Modell. Es kann zwar das Schwarzkörperspektrum
erklären, aber nicht die Isotropie, und es liefert auch keinen Mechanismus zur Erzeugung kleiner Aniso-
tropien.
Der aktuell aussichtsreichste Kandidat für die Lösung dieser Probleme ist die Inflationstheorie. Diese
ergänzt das FRW-Modell um eine Phase der exponentiellen Expansion. In Abb. 1.1 ist die Entwick-
lung des Universums seit der Inflation dargestellt. Die Inflationstheorie kann die Isotropie der Hinter-
grundstrahlung erklären und liefert einen Mechanismus, wie aus Quantenfluktuationen makroskopische
Fluktuationen entstehen können. Unter diesen sind auch Fluktuationen in der Metrik der Raumzeit. Die-
se Störungen der Hintergrundmetrik werden klassifiziert nach ihrem Verhalten unter räumlichen Dre-
hungen. Die wichtigsten Störungen sind skalare Störungen (Dichtefluktuationen) und Tensorstörungen
(Gravitationswellen). Eine wichtige Größe zur Beschreibung von primordialen Störungen ist das Tensor-
zu-Skalar Verhältnis r = PT/PS. PT und PS sind die Amplituden der Tensor- bzw. Skalarstörung. Die
Amplitude der skalaren Störungen ist durch die Anisotropien der Hintergrundstrahlung bestimmt wor-
den. Gravitationswellen erzeugen eine bestimmte Signatur in der Polarisation der Hintergrundstrahlung,
die sog. B-Moden Polarisation. Diese Art der Polarisation kann nicht durch Dichtefluktuationen erzeugt
werden. Im März 2014 wurde die Entdeckung von B-Moden Polarisation durch BICEP2 veröffentlicht
[1]. Das ermittelte Tensor-zu-Skalar Verhältnis beträgt r = 0.20+0.07−0.05. BICEP2 (Background Imaging of
Cosmic Extragalactic Polarization) ist ein Experiment in der Antarktis, das die Polarisation der Hinter-
grundstrahlung in einem kleinen Bereich des Himmels (Winkelausdehnung ∼ 2◦) vermessen hat. Sollte
sich diese Entdeckung bestätigen, wäre sie ein direkter Nachweis von primordialen Gravitationswellen,
und dadurch auch ein Nachweis der Inflation, welche diese Wellen vorhersagt. Da das Universum vor der
Entkopplung für Licht undurchlässig war, ermöglicht die Detektion von Gravitationswellen einen tieferen
Blick in das frühe Universum.
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In dieser Arbeit wird die Entstehung von primordialen Gravitationswellen während der Inflationsphase
und die Polarisation der kosmischen Hintergrundstrahlung untersucht. Das Polarisationsfeld wird in E-
und B-Moden zerlegt. Die E-Mode beschreibt den rotationsfreien (

”
elektrischen“) Anteil der Polarisati-

on und die B-Mode den divergenzfreien (
”
magnetischen“) Anteil. Dann wird mithilfe der Methode von

Basko und Polnarev [4, 5, 6] die B-Mode berechnet, die durch eine ebene Gravitationswelle erzeugt
wird. Mit dieser Methode wird ein analytischer Ausdruck für die B-Mode hergeleitet. Alternativ können
numerische Rechnungen durchgeführt werden, z.B. mit dem Programm CAMB [15].
Die verwendete Konvention für die Signatur der Metrik ist (−+++). Außerdem werden Raumzeit-Indizes
durch griechische Buchstaben (µ,ν,σ, ...) und Raum-Indizes durch lateinische Buchstaben aus der Mitte
des Alphabets (i, j, k, ...) ausgedrückt. Für die Beschreibung des Polarisationsfeldes auf der Himmels-
kugel werden Indizes durch lateinische Buchstaben vom Anfang des Alphabets (a, b, c, ...) dargestellt.
Stokesvektoren, die der Beschreibung des Polarisationszustandes einer Verteilung von Photonen dienen,
werden durch fettgedruckte Buchstaben, (a,b,...) dargestellt. Im Folgenden werden natürliche Einheiten
c = ħh= kB = 1 verwendet.

Abbildung 1.1.: Darstellung der Entwicklung des Universums. Während der Inflationsphase wurden Dich-
tefluktuationen und Gravitationswellen erzeugt. Diese können durch ihren Einfluss auf die
kosmische Hintergrundstrahlung nachgewiesen werden. Das Bild stammt aus [1].
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2 Grundlagen

Hier werden einige wichtige Grundlagen zusammengefasst, die für diese Arbeit benötigt werden.

2.1 Allgemeine Relativitätstheorie (ART)

Die Beschreibung von Gravitationswellen erfolgt im Rahmen der ART. Die ART ist die Erweiterung der
speziellen Relativitätstheorie (SRT) um die Gravitation. In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten
Grundlagen der ART dargestellt. Die Informationen sind im Wesentlichen entnommen aus [2] und [3].
Das Grundprinzip der ART ist das Starke Äquivalenzprinzip, welches besagt, dass in einem frei fallenden
Bezugssystem alle physikalischen Vorgänge so ablaufen, als wäre kein Gravitationsfeld vorhanden. D.h.
in einem frei fallenden Bezugssystem gelten die Gesetze der SRT. Dies ermöglicht es, die Effekte der
Gravitation auf die Krümmung der Raumzeit zurückzuführen.
Der Zusammenhang zwischen der Geometrie der Raumzeit und der Energie-Impuls-Verteilung ist gege-
ben durch die Einsteinschen Feldgleichungen

Gµν = Rµν − 1
2

Rgµν = 8πGTµν. (2.1)

Die rechte Seite beschreibt die Energie-Impuls-Verteilung in der Raumzeit. Diese wird modelliert durch
den Energie-Impuls-Tensor Tµν. Der Vorfaktor 8πG ist eine Kopplungskonstante, welche sich durch den
newtonschen Grenzfall ergibt. Die linke Seite von Gl. (2.1) beschreibt die Geometrie der Raumzeit. Die
gµν sind die Komponenten des metrischen Tensors. Der metrische Tensor, bzw. das Linienelement

ds2 = gµνd xµd xν (2.2)

beschreibt ein infinitesimales Intervall in der Raumzeit. Die Komponenten gµν hängen dabei von der
Wahl des Koordinatensystems und dem Raumzeitpunkt ab.
Mithilfe des affinen Zusammenhangs Γ lässt sich eine kovariante Ableitung definieren, die sich unter
allgemeinen Koordinatentransformationen tensoriell transformiert und die Tangentialräume der Man-
nigfaltigkeit verbindet. In Komponenten lautet die kovariante Ableitung eines Vektors

∇µV ν = ∂µV ν + Γ νµρVρ. (2.3)

Aus der Forderung der Metrik-Kompatibilität, ∇ρ gµν = 0, folgen für die Komponenten Γσµν des Zusam-
menhangs

Γσµν =
1
2

gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρ gµν). (2.4)

Mit dem affinen Zusammenhang kann der Riemannsche Krümmungstensor

Rρσµν = ∂µΓ
ρ
νσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ λνσ − ΓρνλΓ λµσ (2.5)

definiert werden. Er enthält alle Informationen über die lokale Krümmung der Raumzeit. Die nicht-
trivialen Kontraktionen des Riemann-Tensors sind der Ricci-Tensor und der Krümmungsskalar

Rρσ = Rλρλσ, und R= Rρρ. (2.6)
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Gl. (2.1) beschreibt die Auswirkung einer Materieverteilung auf die Geometrie der Raumzeit. Die Bewe-
gung eines Testteilchens in der Raumzeit ist gegeben durch die Geodätengleichung

d2 xµ

dλ2
+ Γ µρσ

dxρ

dλ
dxσ

dλ
= 0. (2.7)

Die Einsteinschen Feldgleichungen (2.1) lassen sich auch aus einer Wirkung ableiten. Dazu wird die
Einstein-Hilbert-Wirkung verwendet:

SEH =
1

16πG

∫
R
Æ|g|d4 x (2.8)

Hierbei ist |g| die Determinante des metrischen Tensors. Variation nach gµν ergeben die Einsteinschen
Feldgleichungen im Vakuum, Rµν = 0. In der Anwesenheit von Materiefeldern muss die Wirkung um
einen Materieterm ergänzt werden.

S = SEH + SM (2.9)

Variationen nach gµν ergeben die Feldgleichungen Gl. (2.1), wobei der Energie-Impuls Tensor folgender-
maßen definiert wird

Tµν = −2
1p|g| δSM

δgµ
(2.10)

Alternativ kann der Energie-Impuls-Tensor auch aus einer Modellannahme gewonnen werden. In der
FRW-Kosmologie, die im nächsten Abschnitt vorgestellt wird, werden die Komponenten des Materiein-
halts durch ideale Flüssigkeiten beschrieben.

2.2 Kosmologie

Die Kosmologie ist eine der wichtigsten Anwendungen der Allgemeinen Relativitätstheorie. Sie be-
schreibt die raumzeitliche Entwicklung des Universums. Die für diesen Abschnitt verwendete Literatur
ist [2, 3, 8]. Das der modernen Kosmologie zugrundeliegende Prinzip ist das Kosmologische Prinzip, wel-
ches besagt, dass der Raum auf hinreichend großen Skalen überall und in jeder Richtung gleich, d.h.
homogen und isotrop ist. Das bedeutet, dass der 3-dimensionale Raum maximal symmetrisch ist. Ew-
din Hubble beobachtete 1927 durch die Verteilung von Galaxien und deren Rotverschiebung, dass das
Universum expandiert. Ein expandierendes Universum mit maximal-symmetrischem Raumanteil kann
daher durch die Friedmann-Robertson-Walker (FRW)-Metrik

(ds)2 = −(d t)2 + a2(t)

�
(dr)2

1− kr
+ r2(dΩ)2
�

(2.11)

beschrieben werden. a(t) ist der Skalenfaktor und beschreibt die Expansion des Raums. (dΩ)2 ist
die Standardmetrik der 2-Sphäre. Der Parameter k charakterisiert die Geometrie des 3-dimensionalen
Raums. Der Fall k > 0 beschreibt einen Raum mit positiver Krümmung, k = 0 beschreibt den flachen
Raum und k < 0 beschreibt einen Raum mit negativer Krümmung. In dieser Arbeit wird nur der Fall
k = 0 betrachtet. Für diesen Fall kann die Metrik auch alternativ in euklidischen Koordinaten geschrie-
ben werden

(ds)2 = −(d t)2 + a2(t)
�
(d x)2 + (d y)2 + (dz)2

�
(2.12)

Die Koordinaten x , y, z werden mitbewegte Koordinaten genannt. Mitbewegte Längen und physikalische
Längen unterscheiden sich um einen Faktor a(t). Das Verhalten des Skalenfaktors wird bestimmt durch
den Materieinhalt des Universums. Der Inhalt wird modelliert durch ideale Flüssigkeiten. Für eine ideale
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Flüssigkeit verschwinden Volumen- und Scherviskosität sowie Wärmeleitfähigkeit. Sie ist vollständig be-
schrieben durch ihre Energiedichte ρ im Ruhesystem und den Druck p. Der Energie-Impuls-Tensor einer
idealen Flüssigkeit ist gegeben durch

Tµν = (ρ + p)UµUν + pgµν (2.13)

Die Flüssigkeit wird betrachtet als in Ruhe relativ zu den mitbewegten Koordinaten, d.h. ihre Viererge-
schwindigkeit ist Uµ = (1, 0, 0,0), und damit wird der Energie-Impuls-Tensor und dessen Spur zu

Tµν = diag(−ρ, p, p, p), T = −ρ + 3p. (2.14)

Die kosmologischen Flüssigkeiten werden durch eine Zustandsgleichung der Form

p = wρ (2.15)

beschrieben, wobei die Konstante w die Eigenschaften der Flüssigkeit beschreibt. Die wichtigsten kosmo-
logischen Flüssigkeiten sind nichtrelativistische Materie (w= 0), Strahlung (w= 1

3) und Vakuumenergie
(w = −1). Der Zusammenhang zwischen Energiedichte und Skalenfaktor lässt sich über die Energieer-
haltungsgleichung ∇µTµ0 = 0 bestimmen. Es ergibt sich die Gleichung

1
ρ

dρ
dt
= −3(1+w)

1
a

da
dt

, (2.16)

deren Lösung mit Benutzung der Zustandsgleichung Gl. (2.15)

ρ = ρ0a−3(1+w) (2.17)

lautet. In Tab. 2.1 ist das Verhalten des Skalenfaktors für verschiedene Universen aufgelistet.

Tabelle 2.1.: Verhalten der Dichten und des Skalenfaktors für Materie-, Strahlungs- und Vakuumenergie do-
miniertes Universum.

Dominante Quelle ρ(a) a(t)
Materie a−3 t

2
3

Strahlung a−4 t
1
2

Λ a0 eHt

Einsetzen der FRW-Metrik (Gl. 2.11), und des Energie-Impuls-Tensors (Gl. 2.13) in die Einsteinschen
Feldgleichungen (Gl. 2.1) führt zur Friedmann Gleichung

H2 =
8πG

3
ρ − k

a2
. (2.18)

Wobei hier der Hubbleparameter H := da/dt
a definiert wurde. Der Hubbleparameter gibt die Expansionsra-

te des Universums an. Der Wert der heutigen Expansionsrate beträgt H0 = 73.8± 2.4kms−1Mpc−1[16].
Das Megaparsec ist eine Längeneinheit, die üblicherweise in der Kosmologie verwendet wird. Es gilt
1Mpc= 3.09 ·1024 cm. Die Anteile der verschiedenen Materiesorten sind gegeben durch die Dichtepara-
meter

Ωi =
8πG
3H2

ρi. (2.19)
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Damit lautet die Friedmann Gleichung

Ω− 1=
k

H2a2
. (2.20)

Ω =
∑

i
Ωi ist der totale Dichteparameter. Die aktuellen Messwerte sind konsistent mit einem flachen

Universum, dh. Ω≈ 1 [16]. In Abb. 2.1 ist der Materieinhalt des Universums mit den Werten von WMAP
dargestellt.

Abbildung 2.1.: Materieinhalt des Universums nach WMAP [16]. Die Anteile Ωγ von Strahlung und Ων von
Neutrinos sind vernachlässigbar.

Eine wichtige Konsequenz des sich ausdehnenden Universums ist die kosmologische Rotverschiebung. Die
Energie eines Photons, die von einem mitbewegten Beobachter gemessen wird, verhält sich wie E∝ a−1.
D.h. die Frequenz wird kleiner mit der Ausdehnung des Universums. Licht, das mit einer Wellenlänge λ1
emittiert wird und mit einer Wellenlänge λ2 beobachtet wird, weist eine Rotverschiebung

z =
λ2 −λ1

λ1
(2.21)

auf. Wird das Licht heute beobachtet, d.h. bei Skalenfaktor a0 = 1, dann gilt folgender Zusammenhang

a =
1

1+ z
(2.22)

Ist a(t) eine monoton wachsende Funktion der Zeit, dann kann man ebenso gut den Wert des Ska-
lenfaktors oder die Rotverschiebung verwenden um den Zeitpunkt eines Ereignisses anzugeben. Eine
weitere Möglichkeit der Zeitangabe ist die Temperatur/Energie der Strahlung T ∝ a−1. Zum Beispiel
kann der Zeitpunkt der Entkopplung der kosmischen Hintergrundstrahlung durch z = 1100, T = 4000K,
E = 0.3eV oder a = 9 · 10−4 angegeben werden.

2.2.1 Konforme Zeit

Für die Beschreibung von Gravitationswellen ist es nützlich eine neue Zeitkoordinate einzuführen, die
konforme Zeit τ, die folgendermaßen mit der kosmischen Zeit t zusammenhängt

dτ=
dt

a(t)
(2.23)

Die Einführung der konformen Zeit wird die Gleichungen stark vereinfachen. Die flache FRW-Metrik
lautet, ausgedrückt in konformer Zeit

(ds)2 = a2(τ)
�−(dτ)2 + (d x)2 + (d y)2 + (dz)2

�
. (2.24)
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Der Hubbleparameter H lautet in konformer Zeit

H =
a′
a
=

ȧ
a2

(2.25)

Hier und im Folgenden steht der Punkt für die Ableitung nach konformer Zeit und der Strich für die
Ableitung nach kosmischer Zeit. Eine physikalische Interpretation der konformen Zeit ist die mitbewegte
Strecke, die Licht seit t = 0 zurückgelegt haben konnte. Für lichtartige Trajektorien folgt aus der FRW-
Metrik für die infinitesimale mitbewegte Strecke d x = d t/a, d.h.

τ=

t∫
0

d t ′
a(t ′) (2.26)

τ beschreibt also den mitbewegten Horizont.

2.2.2 Inflation

Die Grundlage für diesen Abschnitt bilden [3, 10]. Das oben beschriebene FRW Modell weist einige
Probleme auf. So liefert es z.B. keine Erklärung für die Anisotropien in der kosmischen Hintergrund-
strahlung. Zwei weitere wichtige Probleme sind

• Das Horizont Problem
Der mitbewegte Horizont Gl. (2.26) wächst monoton in einem strahlungs- oder materiedomierten
Universum.

τ=

t∫
0

d t ′
a(t ′) =

a∫
0

da
Ha2
∝
¨

a Strahlung

a
1
2 Materie

(2.27)

Mit der Zeit kommen somit immer größere Gebiete in kausalen Kontakt. Die kosmische Hinter-
grundstrahlung weist in alle Richtungen nahezu die gleiche Temperatur auf, obwohl diese Regio-
nen in der Vergangenheit nicht in kausalem Kontakt stehen konnten. Nach dem FRW-Modell hatten
nur Bereiche mit einer Winkelausdehnung von ∼ 2◦ Zeit, ihre Temperatur anzugleichen. [10]

• Das Flachheitsproblem
Das heutige Universum ist annähernd flach, d.h. Ω ≈ 1. Die Geometrie des Universums wird be-
stimmt durch die Friedmann Gleichung,

|Ω− 1|= k
(Ha)2

∝ (a′)−2. (2.28)

In einem materie- oder strahlungsdominierten Universum wächst (a′)−2 mit der Zeit an, also ist
Ω = 1 ein instabiler Fixpunkt dieser Gleichung. Da das Universum heute flach ist, musste Ω sehr
fein abgestimmt worden sein, d.h. Ω musste zu Beginn gleich 1 oder sehr nahe bei 1 gewesen sein.

Die Inflationstheorie löst diese Probleme, indem das FRW Modell um eine Phase der beschleunigten
Ausdehnung, der Inflation, ergänzt wird. Das ist gleichbedeutend mit einer Phase, in der der mitbewegte
Hubbleradius abnimmt,

d
dt

1
aH
< 0. (2.29)

Die Inflation dauerte von ∼ 10−34 s bis ∼ 10−32 s nach dem Urknall. Während dieser Phase wuchs
der Skalenfaktor um einen Faktor von e100 ≈ 3 · 1043 an [8]. Es gibt verschiedene Möglichkeiten der
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Realisierung einer solchen Phase, die hier beschriebene ist die sog. Ein-Feld Slow Roll Inflation. In diesem
Modell wird die Inflation durch ein einzelnes Skalarfeld ϕ, das Inflaton Feld mit geeignetem Potential
V (ϕ) beschrieben. Wirkung und Energie-Impuls-Tensor (Gl. 2.10) sind gegeben durch

Sϕ =

∫
d4 x
p−g
�
−1

2
gµν∇µϕ∇νϕ − V (ϕ)

�
. (2.30)

Tµν =∇µϕ∇ν +
�

1
2

gρσ∇ρϕ∇σϕ − V (ϕ)
�

. (2.31)

Variation von Gl. (2.30) mit den Christoffel Symbolen der FRW Metrik ergibt die Bewegungsgleichung

ϕ′′ + 3Hϕ′ + dV
dϕ
= 0 (2.32)

und mit dem Energie-Impuls-Tensor folgt die Friedmann Gleichung für ein Universum mit einem Skalar-
feld

H2 =
8πG

3

�
1
2
ϕ′2 + V (ϕ)
�

. (2.33)

Für ein hinreichend flaches Potential wird die kinetische Energie von der potentiellen dominiert, d.h.
ϕ′2≪ V (ϕ) und man erhält einen annähernd konstanten Hubbleparameter

H2 ≈ 8πG
3

V ≈ const. (2.34)

In Abb. 2.2 ist ein mögliches Inflationspotential dargestellt. Die Beschleunigung der Expansion, ausge-
drückt durch den Hubbleparamter ist

a′′
a
= H ′ +H2 = H2(1− ε). (2.35)

Inflation kann also stattfinden solange für den Slow Roll Paramter ε= − H′
H2 < 1 gilt. Damit diese Periode

für eine ausreichend lange Zeit anhält, muss auch die Beschleunigung des Feldes ϕ′′ klein sein. Diese
Bedingung führt zu einem zweiten Slow Roll Parameter η= − ϕ′′Hϕ′ .

Abbildung 2.2.: Skizze des Inflationspotentials (vgl. [10]). Während der Inflationsphase rollt das Feld ϕ lang-
sam das Potential herunter. Zum Ende der Inflation wird es immer schneller und es beginnt
die Phase des Aufheizens, in der das Feld um das Minimum des Potentials oszilliert.
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Ein konstanter Hubbleparameter führt zu einem exponentiellen Anwachsen des Skalenparameters

a(t) = a0eHt (2.36)

Die FRW-Metrik mit diesem Skalenfaktor beschreibt eine maximal-symmetrische Raumzeit mit positiver
Krümmung (de-Sitter-Raumzeit). Deshalb wird die inflationäre Phase auch (quasi-)de-Sitter Phase ge-
nannt, wobei die Koordinaten unvollständig in der Vergangenheit sind. Für eine ideale de-Sitter Phase
wäre H = const., während der Inflation gilt jedoch nur H ≈ const.. Die konforme Zeit ist

τ=

t∫
0

dte−Ht = − 1
aH

. (2.37)

Wobei hier τ ∈ (−∞, 0) gilt. τ = 0 beschreibt das Ende der Inflation bei t =∞. Die Metrik lautet in
konformer Zeit

ds2 = a(τ)2
�−(dη)2 + (d x)2 + (d y)2 + (dz)2

�
, a(t) = − 1

Hτ
. (2.38)

Gegen Ende der Inflation nähert sich das Inflaton Feld immer schneller dem Minimum des Potentials.
Es beginnt dann um dieses Minimum zu oszillieren, wobei die Schwingung gedämpft wird durch den
Zerfall von Inflatonteilchen in die Teilchen des Standardmodells. Diese Umwandlung der Energiedichte
des Inflaton Feldes in Teilchen wird Aufheizen genannt. Ab dieser Phase wird die weitere Entwicklung
des Universums durch die FRW Kosmologie bestimmt. Eine genauere Beschreibung des Prozesses des
Aufheizens findet sich in [8].

2.3 Gravitationswellen

Die Informationen in diesem Abschnitt sind in Wesentlichen entnommen aus [3]. Gravitationswellen sind
propagierende Störungen in der Metrik. Sie entstehen immer dann, wenn ein Quadrupolmoment vor-
handen ist, wie z.B. bei sich umkreisenden Massen (Neutronensternen). Aufgrund der Universalität der
Gravitation (starkes Äquivalenzprinzip) können GW nicht durch ein sich änderndes Dipolmoment entste-
hen. Oszillation des Massenschwerpunktes eines isolierten Systems würde die Impulserhaltung verletzen.
Daher kommt der führende Beitrag einer Gravitationswelle von dem Quardupolmoment des Systems. Ne-
ben der schwachen Kopplung an Materie ist das ein weiterer Grund, warum die Gravitationsstrahlung viel
schwächer ist als elektromagnetische Strahlung. Die Schwäche der Gravitationsstrahlung ermöglicht eine
Beschreibung mit linearisierten Einsteingleichungen. Dazu wird eine kleine Störung zu einer FRW-Metrik
g(0)µν addiert.

gµν = g(0)µν + hµν, |hµν| ≪ 1 (2.39)

Die Metrik ist jedoch abhängig von der Wahl des Koordinatensystems. Da die physikalischen Größen, die
mithilfe von Gl. (2.39) berechnet werden, nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhängen, muss
angegeben werden, wie sich die Störungen unter Koordinatentransformation (Eichtransformationen)
verändern. Damit die Störung hµν klein bleibt, werden infinitesimale Koordinatentransformationen ent-
lang eines Vektorfeldes ξµ betrachtet. Diese führen zu einer Änderung der Störungen

h(ξ)µν = hµν +∇µξν +∇νξµ. (2.40)

Zerlegt man die Komponenten der Störung hµν nach ihrem Verhalten unter räumlichen Drehungen, dann
lautet eine allgemeine Störung der FRW-Metrik

ds2 = a(τ)2
�−(1+ 2Φ)d t2 +wi(d td x i + d x id t) +

�
(1− 2Ψ)δi j + 2si j

�
d x id x j
�

. (2.41)
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Die Eichbedingungen Gl. (2.40) lauten somit

Φ→ Φ+∇0ξ
0

wi → wi +∇0ξ
i −∇iξ

0 (2.42)

Ψ→ Ψ − 1
3
∇iξ

i (2.43)

si j → si j +
1
2

�∇iξ j +∇ jξi

�− 1
3
∇kξ

kδi j (2.44)

Um fortzufahren kann man entweder eichunabhängige Kombinationen dieser Variablen, oder eine
bestimmte Eichung wählen. Die Beschreibung propagierender Gravitationswellen im Vakuum erfolgt
üblicherweise in der transversen, spurfreien Eichung. In dieser Eichung sind die ξµ so gewählt, dass
alle Störungen verschwinden, bis auf den spurfreien, transversen Teil von si j. Dieser Teil beschreibt
Gravitationswellen. Die Metrik lautet dann

ds2 = a(τ)2
�−dτ2 +
�
δi j + hi j

�
d x id x j
�

(2.45)

Eine Gravitationswelle mit Wellenvektor k3 hat die Form

hµν =

0 0 0 0
0 h+ h× 0
0 h× −h+ 0
0 0 0 0

ei(ωτ−kz). (2.46)

Die Welle besitzt 2 Freiheitsgrade, h+ und h×. Diese beschreiben die Polarisation der Welle. In Abb. 2.3
ist der Effekt einer + polarisierten Gravitationswelle auf einen Kreis von Testteilchen dargestellt.

Abbildung 2.3.: Eine Gravitationswelle mit + Polarisation verzerrt einen Kreis aus Testteilchen in ein oszil-
lierendes +. Für eine Welle mit × Polarisation ist das Muster um 45◦ gedreht. Das Bild ist
entnommen aus [3].

Eine Gravitationswelle ist eine periodische Streckung und Stauchung des Raumes senkrecht zu ihrer
Ausbreitungsrichtung.

2.4 Kosmische Hintergrundstrahlung (CMB)

Die Grundlage für diesen Abschnitt bilden [7, 17]. Die Kosmische Hintergrundstrahlung wurde 1965
von Penzias und Wilson entdeckt. Ihre Existenz wurde bereits 1948 von George Gamow im Rahmen des
Urknall Modells vorhergesagt. Das frühe Universum nach der Inflationsphase bestand aus einem heißen,
dichten Plasma aus Photonen, Nukleonen und Elektronen. Die Photonen konnten sich aufgrund der ho-
hen Dichte und des ständigen Stoßens an Elektronen nicht frei bewegen. Etwa 380000 Jahre nach dem
Urknall hat sich das Plasma weit genug abgekühlt, sodass sich die Elektronen mit Protonen zu neutra-
lem Wasserstoff verbinden konnten. Dieses Ereignis wird Rekombination genannt. Das führte dazu, dass
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die Photonen von der Materie entkoppelten und sich nach einer letzten Streuung frei bewegen konn-
ten. Diese Entkopplung fand bei T ∼ 4000K statt, und damit aufgrund des niedrigen Baryon-zu-Photon
Verhältnisses von ∼ 10−10 [8] etwas später als die Rekombination. Die Hintergrundstrahlung ist ein Bild
des Universums zur Zeit der Entkopplung. Sie weist ein nahezu perfektes Schwarzkörper-Spektrum auf.
Da sich die Strahlung vor der Entkopplung durch die häufigen Stöße der Photonen an Elektronen im
thermodynamischen Gleichgewicht befand, ist diese Beobachtung eine eindrucksvolle Bestätigung des
Urknall Modells. Durch die Expansion des Universums blieb das Schwarzkörper-Spektrum erhalten, le-
diglich die Temperatur ändert sich wie T ∝ a−1. Aktuelle Messungen durch den PLANCK Satelliten
ergeben eine mittlere Temperatur von T0 = 2.725K.

Abbildung 2.4.: Messung der Hintergrundstrahlung von PLANCK 2013. Die vordergründigen Effekte wie z.B.
die Dipolanisotropie und der Einfluss unserer Galaxie wurden abgezogen. Diese Daten zeigen
ein Bild des Universums als es etwa 380000 Jahre alt war. Die blauen Flecken sind Bereiche
geringfügig niedrigerer Temperatur, die roten sind Bereiche geringfügig höherer Temperatur.

Die Strahlung kann aus allen Richtungen beobachtet werden, was durch das Kosmologische Prinzip be-
gründet werden kann. Sie ist auch nahezu isotrop, d.h. sie weist in jeder Richtung dieselbe Temperatur
auf, mit Abweichungen von ∆T/T ∼ 10−5 K. Abb. 2.4 zeigt die Anisotropien, gemessen von PLANCK.
Zur theoretischen Beschreibung der Anisotropien wird die Temperatur nach Kugelflächenfunktionen ent-
wickelt.

T (θ ,ϕ)
T0

=
∞∑
l=1

l∑
m=−l

almY m
l (θ ,ϕ) (2.47)

Die Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen ist das Analogon zur Fourierentwicklung auf einer Ku-
geloberfläche. Genau wie bei einer Entwicklung in eine Fourierreihe gibt der Parameter l eine typische
Größe der betrachteten Mode an. Der Zusammenhang mit dem Winkel θ auf der Sphäre ist l ∼ 180◦

θ . Die
dominanteste Anisotropie ist in der Dipolanisotropie l = 1.

T (θ )
T0
≈ 1+ v cosθ (2.48)

Diese wird interpretiert als ein Doppler Effekt, hervorgerufen durch unsere Bewegung relativ zu der Hin-
tergrundstrahlung. Aktuelle Messungen von PLANCK ergeben eine Geschwindigkeit von ∼ 384 km/s−1

relativ zum kosmischen Hintergrund [11]. Die höheren Multipole (l ≥ 2) wurden durch kosmologische
Störungen bei der Entkopplung erzeugt.
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Die beobachtete Verteilung der Anisotropien ist eine Realisierung der zufälligen Prozesse, die sie er-
zeugt haben. Daher muss die Analyse mit statistischen Mitteln erfolgen. Die alm’s enthalten die gesamte
Information des Temperaturfeldes. Das Leistungsspektrum ist durch ihre Varianz gegeben

〈a∗lmal′m′〉= δl l′δmm′Cl (2.49)

Das Leistungsspektrum Cl ist unabhängig von m, da die statistischen Eigenschaften des Temperaturfeldes
nicht von der Orientierung des Koordinatensystem abhängen können. Diese Annahme wird statistische
Isotropie genannt. Daher ist das Leistungsspektrum gegeben durch

Cl =
1

2l + 1

∞∑
l=0

|alm|2. (2.50)

Wir können nur einen einzigen kosmischen Hintergrund beobachten, daher gibt es nur einen Datensatz
der alm’s. D.h. es gibt nur begrenzte statistische Information zu jedem Multipol l, nämlich 2l + 1 Werte.
Diese intrinsische Unsicherheit heißt Kosmische Varianz und ist besonders wichtig bei kleinen l. Abb. 2.5
zeigt das gemessene Leistungsspektrum

Abbildung 2.5.: Das von PLANCK gemessene Leistungsspektrum. Aufgetragen ist l(l+1)
2π Cl gegen l und θ . An

den Fehlerbalken ist der Effekt der Kosmischen Varianz deutlich zu erkennen. Die grüne Kurve
stellt den besten Fit nach dem Standard Modell der Kosmologie dar.

Eine ähnliche statistische Behandlung lässt sich auch für die Polarisation durchführen, wie in Abschnitt
4 dargestellt ist.
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3 Leistungsspektrum primordialer Gravitationswellen

Primordiale Gravitationswellen sind aus Quantenfluktuationen entstanden, welche durch die exponenti-
elle Expansion während der Inflation größer als der Horizont gedehnt wurden. Während der Inflations-
phase ist die Raumzeit eine de-Sitter Raumzeit (Gl. 2.38). Die definierende Eigenschaft der Inflation ist
die beschleunigte Expansion des Raums. Dadurch schrumpft der mitbewegte Hubbleradius, welcher die
maximale Entfernung angibt, über die kausale Prozesse stattfinden können. Die mitbewegte Wellenlänge
einer Störung bleibt jedoch konstant. Das führt dazu, dass eine Mode irgendwann größer ist als der Ho-
rizont. Nach dem Austritt aus dem Horizont friert die Mode ein, da sie durch keinen kausalen Prozess
mehr beeinflusst werden kann. Wellenberg und Wellental können nicht mehr miteinander kommunizie-
ren. Nach dem Ende der Inflation wächst der mitbewegte Hubbleradius wieder, und die Mode tritt wieder
in den Horizont ein. Diese makroskopischen Störungen bilden die Quellen für die Anisotropien in der
Hintergrundstrahlung. Im Falle von (skalaren) Dichtefluktuationen bilden sie im späteren Universum
die Grundlage zur Entwicklung von Galaxien. In Abb. 3.1 ist die Entwicklung des Horizonts dargestellt.
Durch diesen Mechanismus führt die Inflation dazu, dass aus Quantenfluktuationen makroskopische
Fluktuationen werden.

Abbildung 3.1.: Mitbewegte Längenskala logarithmisch aufgetragen über der Zeit. Die rote Linie beschreibt
den mitbewegten Hubbleradius. Dieser wird kleiner während der Inflationsphase. Das Ende
der Inflation, welches durch den Prozess des Aufheizens bestimmt ist, markiert den Um-
kehrpunkt des Hubbleradius. Ab diesem Ereignis beginnt die Entwicklung nach dem FRW
Modell.

Um das Leistungsspektrum dieser primordialen Fluktuationen zu bestimmen, wird zunächst eine Bewe-
gungsgleichung für die Amplituden der Gravitationswelle hergeleitet. Anschließend wird der Vakuum-
erwartungswert des quantisierten Feldes in der de-Sitter Raumzeit berechnet. Es existiert zwar noch
keine vollständige Quantentheorie der Gravitation. Für kleine Amplituden können die Gravitationswel-
len jedoch als Störung eines klassischen Hintergrundes betrachtet werden, und somit mit den Methoden
der Quantenfeldtheorie quantisiert werden.
Im Folgenden wird eine Gravitationswelle mit Wellenvektor k⃗, die sich in x3-Richtung ausbreitet, be-
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trachtet. Da sie als kleine Störung der flachen FRW-Metrik betrachtet wird, kann in erster Ordnung
gerechnet werden. Die gestörte FRW-Metrik ist gegeben durch g00 = −1, g0i = 0 und

gi j = a2(δi j + hi j), g i j = a−2(δi j − hi j) +O(h2) (3.1)

Die Störung hat in der transversen, spurfreien Eichung folgende Form

hµν =

0 0 0 0
0 h+ h× 0
0 h× −h+ 0
0 0 0 0

eik(z−τ) (3.2)

Um die Bewegungsgleichungen für die Amplituden zu gewinnen, müssen die Einsteingleichungen im
Vakuum, Rµν = 0, gelöst werden. Da die Störung als klein angenommen wird, d.h. |hi j| ≪ 1, kann der
Ricci Tensor bis zu erster Ordnung in hi j entwickelt werden. Es müssen also die linearisierten Einstein-
gleichungen, δRµν = 0, gelöst werden. Die in Anhang A.1 berechneten Christoffelsymbole sind in erster
Ordnung

Γ 0
00 = Γ

0
i0 = 0 (3.3)

Γ 0
i j = ȧa(δi j + hi j) +

1
2

a2∂0hi j = H gi j +
a2

2
∂0hi j (3.4)

Γ i
0 j = Hδi j + ∂0hi j (3.5)

Γ i
jk =

i
2
(k jhki + kkhi j − kih jk) (3.6)

Daraus lassen sich die Störungen des Ricci-Tensors in erster Ordnung berechnen (siehe Anhang A.2). Die
Zeit-Zeit- und Raum-Zeit-Komponenten ändern sich nicht in erster Ordnung. Die Störungen sind

δR00 = 0, δR0i = 0, δRi j =
3
2

a2H∂ohi j +
a2

2
∂ 2

0 hi j +
k2

2
hi j (3.7)

Die Einstein-Gleichungen für die Tensorstörung sind somit

a2∂ 2
0 hα + 3a2H∂0hα + k2hα = 0 (3.8)

Dabei steht α für die beiden Polarisationen +,×. Für die weitere Betrachtung wird die konforme
Zeit als Zeitkoordinate verwendet. Mit dem Zusammenhang dt = adτ folgt für die Ableitungen der
Störungskomponenten

∂0h=
ḣ
a

(3.9)

∂0

�
ḣ
a

�
=

ḧ
a2
− ȧḣ

a3

Die Bewegungsgleichung, ausgedrückt in konformer Zeit, lautet somit

ḧα + 2
ȧ
a

ḣα + k2hα = 0. (3.10)
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Diese Bewegungsgleichung gilt für einen beliebigen Skalenfaktor a. Um das primordiale Spektrum von
Gravitationswellen zu berechnen, muss diese Gleichung in der inflationären quasi-de-Sitter Phase aus-
gewertet werden. Dazu wird die Gleichung zunächst etwas vereinfacht, indem eine neue Feldvariable h̃
über folgende Definition eingeführt wird:

h=
p

16πG
h̃
a

(3.11)

ḣ=
p

16πG

� ˙̃h
a
− ȧh̃

a2

�
(3.12)

ḧ=
p

16πG

� ¨̃h
a
− 2ȧ˙̃h

a2
− äh̃

a2
+

2ȧ2h̃
a3

�
(3.13)

Der Vorfaktor
p

16πG lässt sich aus der Wirkung für das Feld h herleiten. Die Herleitung wird hier jedoch
nicht durchgeführt, der Faktor ist aus [7] übernommen. Einsetzen in Gl. (3.10) führt zur Mukhanov-
Sasaki-Gleichung

¨̃h+
�

k2 − ä
a

�
h̃= 0 (3.14)

Damit ist der Dämpfungsterm in Gl. (3.10) verschwunden und es bleibt die Gleichung eines harmoni-
schen Oszillators. Der Skalenfaktor a wird durch die Hintergrundraumzeit bestimmt. In der quasi-de-
Sitter Raumzeit lässt sich der Term ä/a in Gl. (3.14) mithilfe von Gl. (2.37) wie folgt vereinfachen:

ä
a
=

1
a

d
dτ
(a2H)

≈ −1
a

d
dτ

� a
τ

�
≈ 2
τ2

(3.15)

Durch das Verschwinden des Dämpfungsterms (∝ ḣ) kann das Feld h̃ analog zu einem harmonischen
Oszillator quantisiert werden. Der Feldoperator lautet

h̃(τ, k⃗) = v (k⃗,τ)â†
k⃗
+ v ∗(k⃗,τ)âk⃗, (3.16)

wobei die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren den bosonischen Kommutatorrelationen [â, â†] = 1
genügen. Für die Modenfunktion v (k⃗,τ) gilt die Mukhanov-Sasaki-Gleichung in de-Sitter Raumzeit,

v̈k⃗ +ω(τ)
2vk⃗ = 0, ω(η)2 = k2 − 2

τ2
. (3.17)

Die Quantenfluktuationen in der Gravitationswelle sind gegeben durch den Vakuumerwartungswert
〈0|h†h|0〉. An dieser Stelle kommt es nun zu einem Problem mit der Wahl des Vakuums. In einer
zeitabhängigen Raumzeit wie der de-Sitter Raumzeit lässt sich die Zerlegung eines Feldoperators in
positive und negative Frequenzen nicht auf eindeutige Weise durchführen, was insbesondere bedeutet,
dass es keine eindeutige Definition des Vakuums gibt. Um mit der Berechnung des Leistungspektrums
fortzufahren muss also ein geeignetes Vakuum gewählt werden. Durch den schrumpfenden Horizont
während der Inflation ist es eine physikalisch sinnvolle Annahme, dass sich für τ → −∞ alle Moden
weit innerhalb des Horizonts befanden. Dadurch kann in diesem Grenzfall das Vakuum der Minkowski
Raumzeit gewählt werden. Die Modenfunktion lautet somit zu frühen Zeiten

lim
τ→−∞ vk(τ) =

1p
2k

e−ikτ. (3.18)
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Diese Festlegung nennt man Bunch Davies Vakuum. Mit dieser Anfangsbedingung ist die Lösung von Gl.
(3.14) gegeben durch

vk(τ) =
e−ikτ

p
2k

�
1− i

kτ

�
. (3.19)

Das primordiale Leistungsspektrum gibt die Amplitude der Fluktuationen zu dem Zeitpunkt an an dem
sie den Horizont verlassen. Verlässt eine Mode den Horizont, dann friert sie ein bis sie nach Ende der
Inflation wieder in den Horizont eintritt. Für Moden, die größer sind als der Horizont, kann folgende
Näherung gemacht werden.

lim−kτ→0
vk(τ) = − ie−ikτ

p
2k3/2τ

(3.20)

Das eine Mode tatsächlich einfriert kann man zeigen, indem man mithilfe dieser Näherung die Ampli-
tude der Störung berechnet. Nach Gl. (3.11) gilt |h| ∝ �� va ��. Unter Verwendung von Gl. (2.38) für den
Skalenfaktor folgt für die Amplitude außerhalb des Horizonts

|h| ∝ H2

2k3
. (3.21)

Wie erwartet ist sie zeitunabhängig, also
”
eingefroren“.

Das Leistungsspektrum Ph(k) der Fluktuationen ist definiert als

(3.22)

〈0|ĥ†(k⃗, t)ĥ(k⃗′, t)|0〉= (2π)3k3Ph(k)δ
3(k⃗− k⃗′) (3.23)

〈0|ĥ†(k⃗, t)ĥ(k⃗′, t)|0〉= 16πG
a2

k3|vk(τ)|2(2π)3δ3(k⃗− k⃗′), (3.24)

wobei hier wieder die ursprünglichen Amplituden (Gl. 3.11) verwendet wurden. Die Quantenfluktuatio-
nen der Gravitationswellen sind gaußverteilt. Daher entwickeln sich die Moden unabhängig voneinan-
der, was durch die Deltafunktion in Gl. (3.23) ausgedrückt wird. Der Faktor (2π)3 kommt daher, dass
ein Kontinuum an Wellenvektoren betrachtet wird. Durch den Faktor k3 wird das Leistungsspektrum
dimensionslos. Mit den Modenfunktionen (Gl. 3.20) folgt für das Leistungsspektrum

Ph(k) = 2 · 8πG
a2τ2

= 16πGH2 (3.25)

Das primordiale Leistungsspektrum gibt die Amplitude einer Mode an, wenn ihre Wellenlänge aus dem
Horizont ausgetreten ist. Daher wird der Hubbleparameter zum Zeitpunkt des Austritts aus dem Ho-
rizont, d.h. bei H = ka, ausgewertet. Der Faktor 2 berücksichtigt die beiden Polarisationen, die eine
Gravitationswelle haben kann. Wie erwartet ist das Spektrum konstant, da die Moden außerhalb des
Horizont nicht mehr durch kausale Prozesse beeinflusst werden können. Da der Hubble Parameter
annähernd konstant ist, sagt die Inflation ein annähernd skaleninvariantes Spektrum voraus, d.h. Ph
ist unabhängig von k. Die Rechnung wurde für eine de-Sitter Raumzeit durchgeführt, in der der Hubble-
parameter konstant ist, und daher Skaleninvarianz gegeben ist. Während der Slow Roll Inflation gilt das
jedoch nur annähernd. Das Spektrum wird durch einen Index nT parametrisiert, der von dem Slow Roll
Paramter ε abhängt [3].

Ph(k)∝ knT , nT = −2ε (3.26)

Da während der Inflationsphase H2∝ V ist, kann durch Messen des primordialen Leistungsspektrums
auf die Energieskala der Inflation geschlossen werden.
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4 Polarisation der Hintergrundstrahlung

Die Polarisation der kosmischen Hintergrundstrahlung wird durch Streuung von Photonen an Elektro-
nen erzeugt. Dies konnte jedoch nur während eines relativ kurzen Intervalls geschehen. Während die
Photonen und Baryonen ein dichtes Plasma bildeten, wurden Anisotropien in der Strahlung sofort
wieder ausgeglichen. Erst als, während der Rekombination, die mittlere freie Weglänge der Photonen
zunahm konnten Anisotropien wachsen. In dieser Phase nahm aber auch die Zahl der freien Elektronen
ab. Polarisierte Strahlung konnte deshalb nur in einem relativ kurzen Zeitraum gegen Ende der Rekom-
bination erzeugt werden. Die Photonen wechselwirken mit den Elektronen mittels Thomson-Streuung.
Das ist der niederenergetische Grenzfall der Compton-Streuung. Die Betrachtung dieses Grenzfalles ist
gerechtfertigt, da die Rekombination erst beginnen konnte, als die Energie der Photonen die Ionisie-
rungsenergie von Wasserstoff, 13.6eV, unterschritten. Zur Zeit der Entkopplung betrug die Energie der
Photonen ∼ 1 eV. Verglichen damit beträgt die Ruheenergie eines Elektrons 511keV. Der Thomson-
Wirkungsquerschnitt lautet σT =

e4

6πϵ20m2c4 ≈ 6.65 ·10−29 m2. An der Massenabhängigkeit sieht man, dass

die Streuung an Protonen vernachlässigbar ist.
Im Folgenden wird die Beschreibung der Polarisation der Hintergrundstrahlung erarbeitet. Die Beschrei-
bung des Polarisationszustandes eines Strahlungsfeldes erfolgt mithilfe der sog. Stokes-Parameter [9].
Bewegt sich beispielsweise eine elektromagnetische Welle in z-Richtung,

Ex = Ax cos(ωt −ϕx), Ey = Ay cos(ωt −ϕy), (4.1)

so lauten die Stokes-Parameter:

I = A2
x + A2

y (4.2)

Q = A2
x − A2

y (4.3)

U = 2AxAy cos(ϕx −ϕy) (4.4)

V = 2AxAy sin(ϕx −ϕy) (4.5)

I ist hierbei die gesamte Intensität der Welle, die Parameter Q und U beschreiben lineare Polarisation,
und sind die für diese Arbeit Wichtigen. Der letzte Parameter V beschreibt zirkulare Polarisation, wird
aber hier nicht weiter verwendet, da Thomson-Streuung keine zirkulare Polarisation induziert. Die Para-
meter Q und U transformieren sich unter einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel α um
die z-Achse wie �

Q′
U ′
�
=
�

cos2α sin2α
− sin2α cos2α

��
Q
U

�
. (4.6)

Sie bilden daher die Komponenten eines symmetrischen, spurfreien 2× 2 Polarisationstensors.
Um das Polarisationsfeld auf der Himmelskugel zu beschreiben, werden die üblichen sphärischen Koor-
dinaten verwendet. Der metrische Tensor lautet

ds2 = dθ 2 + sin2 θdϕ2, (4.7)

und die nicht verschwindenden Christoffelsymbole sind

Γ θϕϕ = − sinθ cosθ , Γ
ϕ

θϕ
= Γϕ

ϕθ
= cotθ . (4.8)

In diesen Koordinaten lautet der symmetrische, spurfreie Polarisationstensor:

Pab =
1
2

�
Q U sinθ

U sinθ −Q sin2 θ

�
(4.9)
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In 2 Dimensionen kann ein symmetrisches, spurfreies 2×2 Tensorfeld zerlegt werden in den rotationsfrei-
en

”
Gradienten“ eines Skalarfeldes PE und in die divergenzfreie

”
Rotation“ eines weiteren Skalarfeldes

PB.

Pab =
�
∇a∇b − 1

2
gab∇c∇c

�
PE +

1
2

�
εc

b∇a∇c + ε
c
a∇b∇c

�
PB (4.10)

In Abb. 4.1 sind die E- und B Moden dargestellt. Der Gradiententeil ist symmetrisch, da partielle Ablei-
tungen kommutieren und der affine Zusammenhang torsionsfrei ist. Zusätzlich kann jedes Skalarfeld auf
der Sphäre nach Kugelfunktionen entwickelt werden. Daraus folgt, dass der Polarisationstensor entwi-
ckelt werden kann nach

”
Gradienten“ und

”
Rotationen“ von Kugelflächenfunktionen.

Pab =
∞∑
l=2

l∑
m=−l

�
aE
(lm)Y

E
(lm)ab + aB

(lm)Y
B
(lm)ab

�
(4.11)

Die Tensor-Kugelflächenfunktionen ergeben sich aus den üblichen, skalaren Ylm(n̂) durch Anwenden der
Differentialoperatoren aus Gl. (4.10). n̂ bezeichnet hier den Einheitsvektor in Richtung (θ ,ϕ).

Y E
(lm)ab(n̂) = Nl

�
∇a∇b − 1

2
gab∇c∇c

�
Ylm(n̂) (4.12)

Y B
(lm)ab(n̂) =

Nl

2

�
εc

b∇a∇c + ε
c
a∇b∇c

�
Ylm(n̂) (4.13)

Der Faktor Nl =
Ç

2(l−2)!
(l+2)! dient der Orthonormierung, sodass∫

dn̂Y E∗
(lm)abY E ab

(l′m′) =
∫

dn̂Y B∗
(lm)abY B ab

(l′m′) = δl l′δmm′ (4.14)∫
dn̂Y E∗

(lm)abY B ab
(l′m′) = 0 (4.15)

gilt. Die Entwicklungskoeffizienten in Gl. 4.10 sind dann gegeben durch

aE
(lm) = Nl

∫
dn̂Y ∗(lm)(n̂)∇a∇bPab(n̂) (4.16)

aB
(lm) = Nl

∫
dn̂Y ∗(lm)(n̂)εb

c∇a∇c Pab(n̂), (4.17)

wobei noch zweimal partiell integriert wurde. Genau wie bei der Beschreibung der Temperaturanisotro-
pien (Abschnitt 2.4) kann auch für die Polarisation ein Leistungsspektrum gewonnen werden.

CX
l =

1
2l + 1

∞∑
l=0

|aX
lm|2, X ∈ {E, B} (4.18)

Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass primordiale Gravitationswellen, im Gegensatz zu skalaren
Störungen, B-Moden Polarisation erzeugen. Daher wird nur der Koeffizient aB

(lm) der B-Mode betrachtet,
und nicht das gesamte Leistungsspektrum. Im folgenden Abschnitt wird dieser Koeffizient für den Fall
einer ebenen Gravitationswelle berechnet.
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Abbildung 4.1.: Darstellung der reinen E- und B-Moden. Anhand dieser Abbildungen kann man die unter-
schiedlichen Symmetrien der beiden Moden erkennen. Unter einer Paritätstransformation
ändert sich die B-Mode um ein Vorzeichen, die E-Mode ändert sich nicht. [4]
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5 Polarisation durch eine ebene Gravitationswelle

Im Folgenden wird die Photonen-Polarisation, die von einer einzigen, ebenen Gravitationswelle mit (+)
Polarisation erzeugt wird, betrachtet. Die Rechnung für eine Welle mit × Polarisation verläuft analog. Das
Koordinatensystem wird so gewählt, dass die z-Achse parallel zu dem Wellenvektor k⃗ der Gravitations-
welle ist. Die Metrik lautet somit

ds2 = a2(τ)
�−dτ2 + (1+ h+)d x2 + 1(1− h+)d y2 + dz2)

�
. (5.1)

5.1 Effekt der Gravitationswelle

Eine Gravitationswelle ist eine periodische Streckung und Stauchung des Raumes. Dadurch werden In-
tensitätsvariationen im elektromagnetischen Feld induziert. Im Folgenden wird die Frequenzänderung
eines Photons betrachtet, das sich in der gestörten FRW Metrik (Gl. 5.1) bewegt.
Die Energie eines Photons mit Viererimpuls Pµ, die ein Beobachter mit Vierer-Geschwindigkeit Uµ misst,
ist

E = −PµUµ (5.2)

Aus der Normierungsbedingung gµνU
νUµ = −1 folgt für die Vierer-Geschwindigkeit eines mitbewegten

Beobachters

Uµ = (a−1, 0, 0, 0) (5.3)

Die Zeitkomponente des Vierer-Impulses hängt dann wie folgt mit der Energie zusammen:

E = g00P0U0

= −aP0

⇒ P0 = −E
a

(5.4)

Um die Frequenzänderung des Photons zu bestimmen, muss die 0-Komponente der Geodätengleichung
für eine lichtartige Bewegung betrachtet werden. Die Bedingung, dass die Bewegung lichtartig ist, lautet
PµPµ = 0. Der Bahnparameter λ kann so gewählt werden, dass gilt

Pµ =
dxµ

dλ
, und damit,

d
dλ
=

dτ
dλ

d
dτ
= P0 d

dτ
(5.5)

Damit lautet die Geodätengleichung für die 0-Komponente

P0 dP0

dτ
= −Γ 0

αβPαPβ . (5.6)

Die benötigten Christoffel-Symbole für diese Metrik (Gl. 5.1) sind

Γ 0
00 =

ȧ
a

(5.7)

Γ 0
11 =

ȧ
a
(1+ h+) +

1
2

ḣ+ (5.8)

Γ 0
22 =

ȧ
a
(1− h+)− 1

2
ḣ+ (5.9)

Γ 0
33 =

ȧ
a

(5.10)
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Einsetzen der Christoffel Symbole in Gl. 5.6 und Ausnutzen der Null-Bedingung ergeben

P0 Ṗ0 = − ȧ
a

(P0)2 + (1+ h+)(P
1)2 + (1− h+)(P

2)2 + (P3)2︸ ︷︷ ︸
=(P0)2

− 1
2

ḣ+
�
(P1)2 − (P2)2
�

Ṗ0 = −2
ȧ
a

P0 − 1
2P0

ḣ+
�
(P1)2 − (P2)2
�

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Energieabnahme durch die Expansion der ungestörten
Metrik, der zweite Term beschreibt den Einfluss der Gravitationswelle. Der erste Term verschwindet,
wenn man die mitbewegte Energie P0 = g00P0 = aE betrachtet, da diese in der ungestörten Metrik
konstant ist.

dP0

dτ
= P0 dg00

dτ
+ g00

dP0

dτ

= −2aȧP0 − a2
�
−2

ȧ
a

P0 − 1
2P0

ḣ+
�
(P1)2 − (P2)2
��

=
a2

2P0
ḣ+
�
(P1)2 − (P2)2
�

⇒ 1
P0

dP0

dτ
= −1

2
ḣ+
�
e2

1 − e2
2

�

Die Einheitsvektoren sind in sphärischen Koordinaten gegeben durch e1 =
p

1−µ2 cosϕ, e2 =p
1−µ2 sinϕ. Sie beschreiben die Richtung des Photonimpulses. Dabei wurde die Variable µ = cosθ

eingeführt. Es folgt für die Frequenzänderung

1
p

dp
dτ
= −1

2
(1−µ2) cos2ϕe−ikz d

dτ
(heiωτ). (5.11)

p = P0 bezeichnet hier die mitbewegte Energie/Frequenz des Photons. In Abb. 5.1 ist die durch diese
Gravitationswelle erzeugte Anisotropie dargestellt. Eine Stauchung des Raumes senkrecht zu k⃗ führt
zu einer Erhöhung der Frequenz der Photonen, während eine Streckung zu einer niedrigeren Frequenz
führt. Diese Winkelverteilung hat die Form einer Quadrupolanisotropie∝ Y22.
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Abbildung 5.1.: Quadrupolanisotropie erzeugt durch eine Gravitationswelle mit Wellenvektor k⃗||z. Durch die
Streckung und Stauchung des Raumes wird die Intensität aus den roten Bereichen verringert
und die Intensität aus den blauen Bereichen erhöht.

5.2 Stoßfreie Boltzmann-Gleichung in erster Ordnung

Nachdem im vorigen Abschnitt ein einzelnes Photon betrachtet wurde soll jetzt eine Verteilung von
Photonen betrachtet werden. Der Polarisationszustand der Photonen wird beschrieben durch einen
Stokes-Vektor (Iθ , Iϕ, U). In einem homogenen Universum ist die Strahlung unpolarisiert und folgt ei-
ner Bose-Einstein-Verteilung.

f (p,θ ,ϕ,τ) = f0(p)

11
0

 , f0(p) =
1

ep/T − 1
(5.12)

Die Stoßfreie Boltzmann-Gleichung in der Metrik Gl. (5.1) lautet

d f
dτ
=
∂ f
∂ τ
+ ni ∂ f
∂ x i

+
∂ f
∂ p
∂ p
∂ τ
= 0 (5.13)

Die Amplitude der Gravitationswelle wird als klein angenommen, daher kann das Problem störungs-
theoretisch angegangen werden. In einem Universum mit kleiner Inhomogenität wird Gl. (5.12) um eine
kleine Korrektur ergänzt.

f (p,θ ,ϕ,τ) = f0(p)

11
0

+ f1(p,θ ,ϕ,τ) (5.14)
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Dieser Ansatz wird in die stoßfreie Boltzmann-Gleichung eingesetzt. Dabei werden nur Therme erster
Ordnung berücksichtigt. Unter Benutzung von Gl. (5.11) ergibt sich

∂ f1

∂ τ
= −∂ f0

∂ p
∂ p
∂ τ

11
0


= p
∂ f0

∂ p
1
2
(1−µ2) cos2ϕe−ikz d

dτ
(heiωτ)

11
0

 . (5.15)

Eine Gravitationswelle erzeugt also eine Störung der Verteilung f0 proportional zu

a=
1
2

11
0

 (1−µ2) cos2ϕ (5.16)

Die Gravitationswelle alleine erzeugt noch keine Polarisation; für die beiden Stokesparameter Q und
U gilt nach wie vor Q, U = 0. Im nächsten Abschnitt wird der Effekt der Thomsonstreuung auf eine
Verteilung dieser Form betrachtet.

5.3 Thomson-Streuung

Ausgehend von der Anisotropie, die durch eine Gravitationswelle erzeugt wird (Gl. 5.16), wird durch
Streuung an freien Elektronen die Hintergrundstrahlung polarisiert. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt für die Thomson Streuung lautet:

dσ
dΩ
=

3σT

8π
|ε′ · ε|2 (5.17)

Die Vektoren ε und ε′ beschreiben die Polarisation der einlaufenden und auslaufenden Welle. Zum Bei-
spiel ergibt sich für eine einlaufende, unpolarisierte Welle (Stokes-Vektor (I/2, I/2,0)), die in z-Richtung
gestreut wird, folgender Polarisationszustand:

I ′ = 3σT

16π
I(1+ cos2 θ )

Q′ = 3σT

16π
I sin2 θ

U ′ = 0

Lineare Polarisation wird erzeugt, wenn die einfallende Strahlung eine Quadrupolverteilung aufweist. In
Abb. 5.2 ist die Streuung einer Quadrupolverteilung skizziert.
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Abbildung 5.2.: Liegt in dem Strahlungsfeld eine Quadrupol Anisotropie vor, kann durch Thomson-Streuung
lineare Polarisation erzeugt werden.

Die Transformation eines beliebigen Polarisationszustandes (Iθ , Iϕ, U) in einen gestreuten Zustand
(I ′
θ
, I ′
ϕ

, U ′) erfolgt mithilfe der Streumatrix P. Eine vollständige Herleitung dieser Matrix ist in [9] zu
finden. Sie lautet:

P =Q(P0 +
Æ

1−µ2
Æ

1−µ′2P1 + P2) (5.18)

Q =

1 0 0
0 1 0
0 0 2


P0 =

3
4

µ2µ′2 + 2(1−µ2)(1−µ′2) 0 0
µ′2 1 0
0 0 0


P1 =

3
4

4µµ′ cos(ϕ′ −ϕ) 0 2µ sin(ϕ′ −ϕ)
0 0 0

−2µ′ sin(ϕ′ −ϕ) 0 cos(ϕ′ −ϕ)


P2 =

3
4

µ2µ′2 cos2(ϕ′ −ϕ) −µ2 cos2(ϕ′ −ϕ) µ2µ′ sin2(ϕ′ −ϕ)
−µ′2 cos2(ϕ −ϕ) cos2(ϕ′ −ϕ) −µ′ sin2(ϕ′ −ϕ)
−µµ′2 sin2(ϕ′ −ϕ) µ sin2(ϕ′ −ϕ) µµ′ cos(ϕ′ −ϕ)

 .
Die Änderung eines Polarisationszustandes I′(µ′,ϕ′) durch Streuung ist damit gegeben durch

I(µ,ϕ) =
1

4π

1∫
0

dµ′
2π∫
0

dϕP(µ,ϕ,µ′,ϕ′)I′(µ′,ϕ′). (5.19)

Die Quadrupolverteilung Gl. (5.16), welche durch die Gravitationswelle erzeugt wurde, wird durch Gl.
(5.19) in eine Linearkombination von sich selbst und

b=
1
2

 (1+µ2) cos2ϕ
−(1+µ2) cos2ϕ

4µ sin2ϕ

 . (5.20)
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gestreut. Durch Zeitumkehrinvarianz der Thomson-Streuung gilt auch, dass b ebenfalls in eine Linear-
kombination von a und b gestreut wird. a und b bilden somit ein Basissystem für die Störung f1. Die
Photonenverteilung kann damit allgemein geschrieben werden als

f= f0

11
0

+ ei(kz−ωτ)f1 (5.21)

mit

f1 = α(p,µ,τ)a+ β(p,µ,τ)b (5.22)

Die Boltzmann-Gleichung ist damit eine Bestimmungsgleichung für α und β .

5.4 Die Boltzmann-Gleichung mit Streuterm und Polarisationstensor

Um die Effekte von Gravitationswelle und Thomson Streuung zu berücksichtigen, wird zu Gl. (5.13) ein
Stoßterm hinzugefügt. Die volle Boltzmann-Gleichung lautet:

d f
dτ
=
∂ f
∂ τ
+ ni ∂ f
∂ x i

+
∂ f
∂ p
∂ p
∂ τ
= −g( f − I) (5.23)

I ist dabei das Streuintegral Gl. (5.19) und g = σT nea ist die Streurate. Neben der Polarisation β , die für
unpolarisiertes Licht verschwindet, kann noch eine Anisotropie ξ= α+β definiert werden, die verschwin-
det, wenn die Strahlung homogen ist. Nach Einsetzen des Ansatzes Gl. (5.22) in Gl. (5.23) ergeben sich
folgende gekoppelte Differentialgleichungen für ξ und β . (vollständige Rechnung in Anhang B)

ξ̇+ [ik(1−µ) + g]ξ= p
∂ f0

∂ p

�
ḣ+ ikh
�

, (5.24)

β̇ + [ik(1−µ) + g]β = g
3

16

1∫
−1

dµ′
�
β(1+µ′2)2 − 1

2
ξ(1−µ′2)2
�

(5.25)

Die erste dieser Gleichungen beschreibt die Erzeugung einer Anisotropie ξ durch die Gravitationswelle.
Durch die zweite Gleichung wird daraus eine Polarisation β erzeugt. Die Polarisationen Q und U lassen
sich dann aus der Lösung wie folgt bestimmen.

Q(µ,ϕ) = (1+µ2) cos2ϕβ(µ,τ) (5.26)

U(µ,ϕ) = 2µ sin2ϕβ(µ,τ) (5.27)

Der Polarisationstensor mit kontravarianten Indizes lautet damit

Pab =
1
2
β(µ,τ)

�
(1+ cos2 θ ) cos2ϕ −2cotθ sin2ϕ

−2cotθ sin2θ − (1+cos2 θ )
sin2 θ

cos2ϕ

�
. (5.28)

Der Polarisationstensor wird deshalb mit kontravarianten Indizes angegeben, um die Berechnung der
kovarianten Ableitungen zu erleichtern. Mit Gl. (4.17) folgt für den magnetischen Teil der Polarisation
folgender Ausdruck

aB
(lm) = Nl

∫
dn̂Y ∗(lm)(n̂) sin 2ϕ

�
6β
�

2
cosθ

sin3 θ
− 3cosθ
�
+

dβ
dθ

�
11

sinθ
− 9sinθ
�
+

d2β

dθ
cosθ

�
. (5.29)
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Das ist der finale Ausdruck für der B-Mode in dieser Arbeit. Dieser Ausdruck zeigt, dass primordiale
Gravitationswellen einen nichtverschwindenden Beitrag zur B-Moden Polarisation liefern. Zum Vergleich
werden noch skalare Störungen betrachtet. Eine skalare Störungen mit Wellenvektor k⃗ ist per Definition
unabhängig vom Azimuth ϕ. Eine ähnliche Rechnung wie für die Tensorstörung zeigt, dass durch sie
eine Intensitätsvariation proportional zu

aS =
�
µ2 − 1

3

�11
0

 , (5.30)

erzeugt wird. Diese wird dann durch Thomsonstreuung durch

bS =
�
1−µ2
� 1
−1
0

 (5.31)

erweitert. In Abb. 5.3 ist die Verteilung dargestellt.

Abbildung 5.3.: Darstellung der Intensitätsvariationen, die durch eine skalare Störung mit Wellenvektor k⃗||z
erzeugt wird.

Der Polarisationstensor für eine skalare Störung lautet:

Pab
S =

1
2
β(µ,τ) sin2 θ

�
1 0
0 − sin−2 θ

�
. (5.32)

Da die Matrix diagonal ist, verschwinden die Koeffizienten der B-Mode

aB
(lm) = 0. (5.33)

Die Unabhängigkeit der skalaren Störung von ϕ ist bereits ausreichend, um die B-Mode zum Verschwin-
den zu bringen. Das bedeutet, dass B-Moden nicht durch skalare Störungen erzeugt werden können. Die
Entdeckung einer B-Moden Polarisation in der kosmischen Hintergrundstrahlung ist also ein direkter
Nachweis für primordiale Gravitationswellen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Leistungsspektrum primordialer Gravitationswellen berechnet. Es wurde ge-
zeigt, dass die Inflation ein annähernd skalenfreies Spektrum an Gravitationswellen erzeugt, d.h. Fluk-
tuationen auf jeder Längenskala gleichermaßen anregt. Zur Berechnung der Polarisation wurde das Po-
larisationsfeld auf der Himmelskugel in E- und B- Moden zerlegt, und anschließend die B-Mode einer
ebenen Gravitationswelle berechnet. Zum Vergleich wurde gezeigt, dass skalare Störungen keine B-Mode
erzeugen.
Um das Leistungsspektrum der B-Moden Polarisation zu berechnen muss in einem nächsten Schritt das
Gleichungssystem Gl. (5.24) gelöst werden. Dazu existieren numerische (CAMB [15]) und approxima-
tive analytische Methoden. Näheres zu analytischen Methoden findet sich bspw. in [12]. Dort werden
die Anisotropie ξ und die Polarisation β nach Legendre Polynomen entwickelt, was zu einem unend-
lich großen Gleichungssystem für die Multipole ξl und βl führt. Durch Näherungen wie der tight coup-
ling approximation, in der die Streurate g vor der Entkopplung als groß angenommen wird, und durch
Abschneiden bei geeignet gewähltem l, kann dieses Gleichungssystem näherungsweise gelöst werden.
Zur Berücksichtigung eines stochastischen Hintergrundes von Gravitationswellen muss das resultierende
Leistungsspektrum über alle Wellenzahlen integriert werden. Eine weitere Verbesserung der Näherung
kann erzielt werden, indem man die endliche Dauer der Rekombination berücksichtigt. Effekte, die nach
der Entkopplung auf die Strahlung eingewirkt haben, wie der Gravitationslinseneffekt an größeren Struk-
turen (Galaxien) müssen ebenfalls berücksichtigt werden.
Wird die Entdeckung bestätigt, so liefert sie tiefe Einblicke in das frühe Universum. Da die Amplitude
der Gravitationswellen direkt proportional zu dem Inflationspotential ist, kann durch ihre Messung auf
die Energieskala der Inflation geschlossen werden und damit können physikalische Prozesse unmittelbar
vor der Inflationsphase (Grand Unification Phase) untersucht werden. Moderne Teilchenbeschleuniger
sind nicht in der Lage, Prozesse bei diesen Energien (∼ 1016 GeV) zu untersuchen. Mithilfe der Slow
Roll Parameter ε und η kann die Amplitude auch dazu verwendet werden, die Form des Inflationspo-
tentials zu untersuchen [14]. Wenn neben der Amplitude der Wellen auch ihr spektraler Index bestimmt
werden kann, dann bietet die Konsistenzrelation r = −8nT [8] einen weiteren Test für die Inflation.
Die Inflationstheorie erklärt die primordialen Gravitationswellen als verstärkte Quantenfluktuationen
des Gravitationsfeldes. Daher liefert diese Entdeckung einen ersten experimentellen Hinweis auf eine
Quantentheorie der Gravitation. Weitere Untersuchungen könnten eine Möglichkeit bieten, Theorien
der Quantengravitation gegen experimentelle Daten zu testen. Die Detektion primordialer Gravitations-
wellen wäre somit eine der wichtigsten Entdeckungen der modernen Physik.
Es gibt jedoch auch Zweifel an den Ergebnissen. Am 20 Juni 2014 hat das BICEP2 Team in einer an
die ursprüngliche Veröffentlichung zugefügten Notiz eingeräumt, dass der Beitrag polarisierter Synchro-
tronstrahlung aus der Emission von galaktischem Staub größer sein könnte als zunächst erwartet [13].
Möglicherweise könnte dadurch das Signal erklärt werden. Diese Strahlung entsteht durch die Bewegung
geladener Teilchen in galaktischen Magnetfeldern. Um diese Bedenken auszuräumen oder zu bestätigen
müssen weitere Messungen durchgeführt werden. Auch hat BICEP2 nur einen kleinen Teil des Himmels
beobachtet. Für weitere Informationen muss auf Bestätigung durch den PLANCK Satelliten gewartet
werden, der den gesamten Himmel nach B-Moden absucht.
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A Berechnungen

Hier werden die Christoffelsymbole und die Komponenten des Ricci Tensors bis zur ersten Ordnung in
der Tensorstörung berechnet.

A.1 Christoffelsymbole

Mit den Ableitungen der Metrik-Komponenten nach Zeit und Raum,

∂0 gi j = ∂
�
a2(δi j + hi j)
�

= 2ȧa(δi j + hi j) + a2∂0hi j

= 2H gi j + a2∂0hi j (A.1)

∂k gi j = a2∂khi j (A.2)

lassen sich die nicht-trivialen Christoffel Symbole bis zur ersten Ordnung wie folgt berechnen. Dabei ist
H = ȧ

a der Hubble-Parameter.

Γ i
0 j =

1
2

g iλ(∂0 g jλ + ∂ j gλ0 − ∂λg0 j)

=
1
2

g ik∂0 g jk

=
1
2

g ik(2H g jk + a2∂0h jk)

= Hδi j +
1
2
∂0hi j (A.3)

Γ 0
i j =

1
2

g0λ(∂i g jλ + ∂ j gλi − ∂λgi j)

=
1
2
∂0 gi j

= H gi j +
a2

2
∂0hi j (A.4)

Γ i
jk =

1
2

g iλ(∂ j gkλ + ∂k gλ j − ∂λg jk)

=
1
2
δiλ(∂ jhkλ + ∂khλ j − ∂λh jk)

=
i
2
(k jhki + kkhi j − kih jk) (A.5)

A.2 Ricci-Tensor

Der Ricci-Tensor ist gegeben durch:

Rµν = ∂ρΓ
ρ
µν − ∂νΓρρµ + ΓρρλΓ λνµ − ΓρνλΓ λρµ.
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Die Raum-Raum Komponente reduziert sich auf

R00 = −∂0Γ
ρ
ρ0 − Γρ0λΓ λρ0

= −∂0

�
3H +

1
2
∂0hii

�
−
�

Hδρ
λ
+

1
2
∂0hρ

λ

��
Hδλρ +

1
2
∂0hλρ

�
.

Der zweite Term in der letzten Zeile verschwindet, da die Störung spurfrei ist. Werden nur die Terme bis
zur ersten Ordnung berücksichtigt, folgt

R00 = −3
�
∂0H +H2
�

= −3

�
∂0

da/dt
a
+
(da/dt)2

a2

�
= −3

a
d2a
dt2

. (A.6)

Es gibt also keinen Beitrag erster Ordnung. Daher ist δR00 = 0.

Für die Berechnung der Raum-Zeit-Komponenten von Gl. A.6 werden die Terme im Folgenden einzeln
betrachtet.

• Erster Term:

∂kΓ
k
0 j = ∂k(Hδ jk + ∂0h jk)

= ikk∂0h jk = 0

Da die Welle in x3-Richtung läuft, aber h j3 = 0 ist.

• Zweiter Term:

∂ jΓ
k
k0 = ∂ j(Hδkk + ∂0hkk) = 0

• Dritter Term:

Γm
mkΓ

k
j0 =

i
2
(kmhkm + kkhmm − kmhmk︸ ︷︷ ︸

=0

)(Hδk j + ∂0hk j) = 0

• Vierter Term:

Γm
jkΓ

k
m0 =

i
2
(k jhkm + kkhmj − kmh jk)(Hδkm + ∂0hkm)

=
iH
2
(k jhmm + kmhmj − kmh jm) +O(h2) = 0

Somit verschwinden alle Raum-Zeit Komponenten.

Die Berechnung der Raum-Raum Komponenten ist etwas aufwändiger. Auch hier werden die Terme
einzeln betrachtet.
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• Im ersten Term werden die Raum- und Zeitkomponenten in der Summe getrennt. Für die Raum-
komponenten folgt

∂ρΓ
ρ
i j = ∂0Γ

0
i j + ∂mΓ

m
i j

= ∂0Γ
0
i j + ∂m

�
i
2
(kih jm + k jhmi − kmhi j)

�
= ∂0Γ

0
i j − 1

2
kikmh jm − 1

2
k jkmhmi +

k2

2
hi j

= ∂0Γ
0
i j +

k2

2
hi j

Die Zeitkomponente der Summe ergibt

∂0Γ
0
i j = ∂0

�
H gi j +

a2

2
∂0hi j

�
= gi j

�
d2a/dt2

a
+H2

�
+ 2a2H∂0hi j +

a2

2
∂ 2

0 hi j (A.7)

Dabei wurde für die Ableitung der Metrik Gl. A.4 verwendet.

• Der zweite Term lässt sich ebenfalls aufspalten.

∂iΓ
ρ
ρ j = ∂iΓ

0
0 j + ∂iΓ

k
k j = 0 (A.8)

Wegen Γ 0
0 j = 0 und weil die Tensorstörung spurfrei ist verschwindet der zweite Term.

• Der dritte Term lässt sich auch vereinfachen, indem die Summen in Raum- und Zeitkomponenten
getrennt werden.

Γ
ρ

ρλ
Γ λi j = Γ

0
0λΓ

λ
i j + Γ

k
k0Γ

0
i j + Γ

k
kmΓ

m
i j (A.9)

Der erste Term verschwindet wegen Γ0λ = 0. Der letzte Term ist ein Term zweiter Ordnung in der
Störung. Es bleibt also

Γ k
k0Γ

0
i j =

3
2

h∂o gi j

= 3H2 gi j +
3
2

Ha2∂0hi j. (A.10)

• Auch für den vierten Term werden die Summen aufgespalten.

Γ
ρ

jλΓ
λ
ρi = Γ

0
j0Γ

0
0i + Γ

0
jmΓ

m
0i + Γ

k
j0Γ

0
ki + Γ jmΓ

m
ki (A.11)

Der letzte Term ist ein Term zweiter Ordnung und der erste Term verschwindet wegen Γ 0
0i = 0. Die

mittleren Terme sind identisch.

Γ
ρ

jλΓ
λ
ρi = 2Γ 0

j0Γ
0
0i

= 2

�
H g jm +

a2

2
∂0h jm

��
Hδmi +

1
2
∂0hmi

�
= 2H2 g jmδmi +Ha2δ jm∂0hmi +Ha2δmi∂0h jm

= 2H2 g ji + 2Ha2∂0h ji (A.12)

Zusammenfassend sind die Raum-Raum Komponenten des Ricci-Tensors gegeben durch

Ri j = gi j

�
d2a/dt2

a
+ 2H2

�
+

a2

2
∂ 2

0 hi j +
k2

2
hi j +

3
2

Ha2∂0hi j. (A.13)
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B Boltzmann Gleichung

Hier werden die Gleichungen (5.24) hergeleitet. Dazu wird die Anisotropie ξ = α + β definiert. Die
vollständige Verteilungsfunktion lautet:

f= f0

11
0

+ ei(ωτ−kz)

ξ
2

11
0

 (1−µ2) cos2ϕ +
β

2

 (1+µ2) cos2ϕ − (1−µ2) cos2ϕ
−(1+µ2) cos2ϕ − (1−µ2) cos2ϕ

4µ sin2ϕ

 (B.1)

Zur Vereinfachung der Notation werden folgende Definitionen verwendet:

a=
1
2

11
0

 (1−µ2) cos2ϕ, b− a=
1
2

 (1+µ2) cos2ϕ − (1−µ2) cos2ϕ
−(1+µ2) cos2ϕ − (1−µ2) cos2ϕ

4µ sin2ϕ

 (B.2)

Im Folgenden werden die Terme der Boltzmann-Gleichung einzeln berechnet.

•

∂ f
∂ τ
= ei(ωτ−kz)
�
ξ̇a+ β̇(b− a)
�
+ ikei(ωτ−kz) [ξa+ β(b− a)] (B.3)

•

µ
∂ f
∂ z
= −ikµei(ωτ−kz) [ξa+ β(b− a)] (B.4)

•

∂ f
∂ p

dp
dτ
= −p

∂ f0

∂ p
1
2
(1−µ2) cos2ϕe−ikz d

dτ
(heiωτ)

11
0


= −p

∂ f0

∂ p

�
ḣ+ ikh
�

ei(ωτ−kz)a (B.5)

•

g I = g
1

4π

1∫
0

dµ′
2π∫
0

dϕP(µ,ϕ,µ′,ϕ′)f

= g f0

11
0

+ g
3

16
ei(ωτ−kz)

1∫
−1

dµ′
�βµ2(1+µ′2)2 − 1

2µ
2ξ(µ′2 − 1)
�

cos2ϕ�−β(1+µ′2)2 + 1
2ξ(µ

′2 − 1)
�

cos2ϕ�
2βµ(1+µ′2)2 −µξ(µ′2 − 1)

�
sin2ϕ


= g f0

11
0

+ g
3

16
ei(ωτ−kz)(b− a)

1∫
−1

dµ′
�
β(1+µ′2)2 − 1

2
ξ(1−µ′2)2
�

(B.6)
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Damit lautet die vollständige Boltzmann-Gleichung:�
ξ̇a+ β̇(b− a)
�
= −ik [ξa+ β(b− a)] + ikµ [ξa+ β(b− a)] (B.7)

+ p
∂ f0

∂ p

�
ḣ+ ikh
�
a− gf

+ g f0

11
0

+ g
3

16
(b− a)

1∫
−1

dµ′
�
β(1+µ′2)2 − 1

2
ξ(1−µ′2)2
�

Die Stokes-Vektoren a und b−a sind konstant, daher können ihre Koeffizienten gleichgesetzt werden. Es
folgen also zwei gekoppelte Integro-Differentialgleichungen

ξ̇+ [ik(1−µ) + g]ξ= p
∂ f0

∂ p

�
ḣ+ ikh
�

, (B.8)

β̇ + [ik(1−µ) + g]β = g
3

16

1∫
−1

dµ′
�
β(1+µ′2)2 − 1

2
ξ(1−µ′2)2
�

. (B.9)
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