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Zusammenfassung

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell wird mit Vektorwechselwirkungen erweitert. Zunéchst wird die Gap-Gleichung her-
geleitet und daraus die effektive Quarkmasse ermittelt. AnschlieRend werden kollektive Anregungen in der Quark-
Antiquark-Streuung betrachtet, die als Mesonen interpretiert werden. Die Berechnung der Mesonpropagatoren erfolgt
mit der Bethe-Salpeter Gleichung in Random-Phase-Approximation. Auch werden die Mesonenmassen und die Pionzer-
fallskonstante berechnet. SchlieBlich werden Parametersétze bestimmt und die chiralen Theoreme iiberpriift.

Abstract

The Nambu-Jona-Lasinio model is extended to include vector interactions. First, the gap equation is derived and used to
determine the effective quark mass. Then collective excitations in the quark-antiquark scattering are considered, which
are interpreted as mesons. The calculation of the meson propagators occurs with the Bethe-Salpeter equation in random
phase approximation. Also the meson masses and the pion decay constant are computed. Finally, parameters sets are
determined and the chiral theorems verified.
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1 Einfiihrung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die Quantenfeldtheorie der starken Wechselwirkung. Als eine SU(3)-Eichgruppe
beziiglich der drei Farbladungen, besitzt sie acht Generatoren, die mit den massenlosen Eichbosonen (Gluonen) der star-
ken Wechselwirkung zusammenhingen. Da eine SU(3)-Gruppe nicht abelsch ist, tragen die Gluonen eine Farbladung
und konnen sowohl mit sich selber als auch mit den Quarks wechselwirken. Die Quarks tragen neben der Farbladung
auch einen Flavour-Freiheitsgrad. Zur heutigen Zeit sind sechs verschiedene Flavours bekannt: up, down, strange, charm,
bottom, top. Die letzten vier werden in dieser Arbeit vernachléssigt, da sie gegeniiber Up- und Down-Quarks eine weitaus
groflere Masse tragen.

Der nicht-abelsche Charakter der SU(3)-Gruppe hat zusatzliche Eigenschaften zur Folge. Eines davon ist das Confine-
ment, das aus der starken Quark-Gluon-Kopplung bei niedrigen Energien oder groen Abstédnden hervorgeht. Dies besagt,
dass nur farbneutrale Teilchen in der Natur existieren oder anders ausgedriickt: Einzelne freie Quarks sind in der Na-
tur nicht beobachtbar. Farbneutrale Teilchen kénnen dabei nur entweder als Quark und Antiquark oder aus drei Quarks
aufgebaut sein. Erstere werden als Mesonen und letztere als Baryonen bezeichnet, wobei beide unter dem Begriff Ha-
dronen ! zusammengefasst werden. Als Beispiel seien fiir Mesonen das Pion, Kaon und p-Meson und fiir Baryonen das
Proton und Neutron genannt.

Bei kleinen Abstédnden oder hohen Energien hingegen kann die Quark-Gluon-Kopplung so schwach werden, dass Quarks
asymptotisch frei sind. Fiir diese Vorhersage der Asymptotischen Freiheit in der QCD wurden D. Gross, D. Politzer und E
Wilczek im Jahr 2004 mit dem Nobelpreis geehrt [1-3]. Die Behandlung der Dynamik von Quarks und Gluonen bei nied-
rigen Energien erweist sich aber als schwierig, da die Kopplungskonstante in diesem Bereich sehr grof3 ist und daher die
Storungstheorie wie in der Quantenelektrodynamik (QED) nicht angewendet werden kann. Stattdessen werden effektive
Modelle wie zum Beispiel das Bag-Modell [4] und das Nambu-Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) eingesetzt. In dieser
Arbeit wird das NJL-Modell unter Einbeziehung von Vektorwechselwirkungen verwendet. Es hat den Vorteil, dass es ge-
geniiber anderen Modellen mathematisch handbarer ist und sich in der Beschreibung von Hadronen bewéhrt hat. Der
Nachteil ist allerdings, dass es nicht renormierbar ist und kein Confinement enthilt, sodass Quarks in diesem Modell als
Freiheitsgrade vorkommen. Das NJL-Modell enthélt alle globalen Symmetrien der QCD und eignet sich daher um die chi-
rale Symmetrie zu untersuchen. Im Vakuum ist diese durch die effektive Masse spontan gebrochen. Die Berechnung der
effektiven Masse in dieser Arbeit erfolgt mit der Dyson-Gleichung in Hartree-Ndherung. Weiterhin werden Mesonen als
Quark-Anti-Zustédnde betrachtet, deren Massen mit der Bethe-Salpeter Gleichung in Random-Phase-Approximation be-
stimmt werden. Zur Berechnung dieser Gro3en sind Modellparameter nétig, die an die experimentiellen Werte angepasst
werden. Da das NJL-Modell auf Symmetrien basiert, miissen die chirale Theoreme wie die Goldberger-Treiman-Relation
und die Gell-Mann-Renner-Relation erfiillt werden. Diese werden am Schluss mit den bestimmten Parametern nachge-
wiesen.

1 Gruppentheoretisch werden nur Singlettzustinde betrachtet, da diese invariant unter einer SU(3)-Farbtransformation sind. Daher sind Ha-

dronen strenggenommen Farbsingletts.




2 Nambu-Jona-Lasinio-Modell

2.1 Die NJL-Lagrangedichte

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell hat ihren Ursprung im Jahr 1961, also noch bevor die QCD entstand. Die Idee von
Nambu und Jona-Lasinio war, den Mechanismus der Erzeugung der Energieliicke eines BCS-Supraleiters auf die Er-
zeugung der dynamischen Masse von Dirac-Teilchen zu iibertragen [5, 6]. Mit der Anwendung auf Nukleonen konnte
damit die grol’e Masse des Nukleons unter Beibehaltung der chiralen Symmetrie gekldrt werden. Spater wurde die
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung im NJL-Modell zur einer lokalen Quark-Antiquark-Wechselwirkung durch eine einfa-
che Ersetzung der Nukleonenfelder durch Quarkfelder in der Lagrangedichte uminterpretiert.

Der Schwerpunkt des NJL-Modells liegt auf den Symmetrien, da alle globalen Symmetrien der QCD iibernommen wur-
den. Insbesondere kann mit dem NJL-Modell die chirale Symmetrie und deren spontanen Brechung im Vakuum und
Restaurierung im Medium studiert werden. Der Nachteil dieses Modells ist einerseits, dass es aufgrund der lokalen Wech-
selwirkungen nicht renormierbar ist und somit ein zusatzlicher Parameter eingefiihrt werden muss, um die divergenten
Integrale zu regularisieren. Andererseits enthélt es kein Confinement, da es noch vor der QCD entwickelt wurde. Statt-
dessen sind die Gluonfreiheitsgrade im niedrigen Energiebereich in der punktartigen Quark-Antiquark-Wechselwirkung
absorbiert [7].

Die Lagrangedichte des NJL-Modells besteht allgemein aus einem freien Anteil £, und aus einem Wechselwirkungsan-
teil L.t

L =Lyt L @1
Der freie Anteil beschreibt dabei die Dynamik der freien Quarkfelder und setzt sich wie folgt zusammen:
Lo =P(id — i) (2.2)

Hierbei ist § = y*9, und P = Ty mit den Gamma-Matrizen y* und rh die Stromquarkmassenmatrix. Die Quarkfel-
der v und Antiquarkfelder 1) sind im Tensorraum ¢ = .. ® Fsospin ® Hcolor €ingebettet und tragen daher Dirac-,
Isospin- und Farbindizes.

Im Wechselwirkungsanteil sind die Wechselwirkungen zwischen Quark und Antiquark in verschiedenen Kanélen I ent-
halten. %, kann daher allgemein als Summe der verschiedenen Wechselwirkungtermen (1Ty))? gewichtet mit den
jeweiligen dimensionsbehafteten Kopplungskonstanten gy ([Energie]_z) geschrieben werden :

Line = Z en(PTyy) (2.3)
N

In dieser Arbeit werden die skalaren (S), pseudoskalaren (P), vektoriellen (V) und axialen (A) Wechselwirkungen fiir
Up- und Down-Quarks (N; = 2) und 3 Farbladungen (N, = 3) behandelt. Weiterhin werden die Up-und Down-Quarks
als entartet angesehen, sodass deren Masse in der Stromquarkmassenmatrix gleichgesetzt wird: i1 = diag(m,,, my) =
diag(m, m) mit m := m, = m,. Die Lagrangedichte lautet somit:

£ =P(id — i + g [(PY)? + (PiysTY) | — gy [(PrHE9)* + (hytysTy)?] 2.4)
Hierbei ist T der Pauli-Vektor im Isospinraum. In der Lagrangedichte wurde das Tensorprodukt zwischen den Gamma-
und Pauli-Matrizen iibersichtshalber weggelassen. Die Wechselwirkungskanile sind daher wie folgt zu verstehen:

I's = Ipirac ® Lisospin ® Leolour (2.5)
Iy =iy5® 7" ® Lgiour (2.6)
=y ® 7 ® Legiour 2.7)
T =175 ® 7 ® Legou (2.8)

Zu beachten ist, dass in den Wechselwirkungstermen in der Lagrangedichte iiber Dirac- und Isospinindizes summiert wird
(Einsteinsche Summenkonvention):
3 3

(W)’ = (Prfew) (P8, ) = 2. > (P y) (vrg, 0) (2.9)

p=0 a=1
Den Wechselwirkungskanilen werden dabei folgende Mesonenzustdnde zugeordnet:
ap: o-Mesonen 2)iysTap: Pionen (2.10)
PyPEy: p-Mesonen  YPyHysT: a;-Mesonen (2.11)
Die skalaren und pseudoskalaren Wechselwirkungen 1T und 1[)1“}‘}1[) ebenso wie die vektoriellen und axialen Wech-

selwirkung 1,51“","“1[) und 1[_)1';’: ““3) lassen sich durch axiale Transformationen ineinander iiberfithren und haben daher
dieselbe Kopplungskonstante g, bzw. —g, [8].




2.2 Symmetrien

Die NJL-Lagrangedichte besitzt fiir den Zwei-Flavour Fall die gleichen globalen Symmetrien wie die QCD, nédmlich die
Invarianz gegeniiber der globalen Phasentransformation Uy,(1), der Vektortransformation SUy(2)- und der Axialvektor-
transformation SU,(2) [9]. Letztere gilt nur im chiralen Limes m = 0. Mit diesen Symmetrien sind gemiR Noether-
Theorem ErhaltungsgrofRen verbunden. Diese sind der Noetherstrom J* und die daraus erhaltene Ladung Q:

0¥
JH = (—) S, —K* mit 6% = d,K" (2.12)
J d (auwj) ’ 8
Q= J JO d%x (2.13)

In den folgenden Unterabschnitten werden die einzelnen Symmetrien nidher besprochen.

2.2.1 Uy(1)-Symmetrie

Unter einer globalen Phasentransformation Uy(1) transformieren sich die Quarkfelder wie folgt:
1) — exp(—ia)y und v — exp(ia)y mit a € R (2.14)

Die Invarianz der Lagrangedichte ¢ beziiglich dieser Transformation fiihrt zu einem erhaltenen Strom und der daraus
erhaltenen Ladung, die der Baryonenanzahl entspricht:

JHE = pyHep (2.15)

Q= J Piyp d3x (2.16)

2.2.2 SUy(2)-Symmetrie

Fiir m, = my ist die Lagrangedichte unter der SUy(2)-Transformation invariant:

T - _ T
waexp(—igcﬁ)w und ) — 1) exp (iaé) mit & € R3 (2.17)
Damit ergibt sich der Vektorstrom und die Ladung zu:
T =1rieay @18
Q.= f Pirgp dx (2.19)

Die Ladung entspricht dabei der Isospinerhaltung. Diese Symmetrie ist in der QCD nicht exakt erfiillt, da die Massen von
Up- und Down-Quarks sich geringfiigig unterscheiden.

2.2.3 SU,(2)-Symmetrie

Bei einer SU,(2)-Transformation dndern sich die Quarkfelder gemaR:

T, o T -
Y — exp (—inEG) v und P — P exp (—iysae) mit 6 € R® (2.20)

mit dem Axialvektorstrom und Ladung

-

T = Prtysta (2.21)

Qs, = f Ylyst,p dx (2.22)

Die Invarianz beziiglich dieser Transformation ist fiir den Lagrangian in (2.4) nur im chiralen Limes (m = 0) ge-
geben. Folglich ist die SU,(2)-Symmetrie aufgrund der nicht verschwindenden Stromquarkmassen explizit gebro-
chen. Da aber die Stromquarkmassen im Vergleich zur QCD-Energieskala sehr klein sind, ist die chirale Symmetrie
SUy(2) x SUA(2) = SUL(2) x SUR(2) ndherungsweise erfiillt.

Zusétzlich fiihrt im Vakuum auch die effektive Quarkmasse, die im Abschnitt 2.4 behandelt wird, zur einer spontanen
Symmetriebrechung. Das Goldstone-Theorem besagt nun aber, dass zur jeder spontan gebrochenenen kontinuierlichen
Symmetrie massenlose Bosonen (Goldstone-Bosonen) existieren. Die Anzahl der Goldstone-Bosonen entspricht dabei
der Anzahl der gebrochenen Generatoren. Da die chirale Symmetrie auf SUy(2) heruntergebrochen wird, existieren
drei Goldstone-Bosonen, die den Pionen entsprechen. Die Pionen werden genauer gesagt als Pseudo-Goldstone-Bosonen
interpretiert, weil sie dennoch eine geringe Masse tragen, die sich aus der nichtverschwindenden Stromquarkmasse
ergibt.




2.3 Regularisierung

Das NJL-Modell beinhaltet lokale Vierpunktwechselwirkungen, die dazu fiihren, dass das NJL-Modell nicht renormierbar
ist. Um dennoch verniinftige Ergebnisse zu erhalten, miissen die divergenten Integrale regularisiert werden. Es existieren
dazu verschiedene Regularisierungs-Verfahren wie z.B. 3er Impuls-Cutoff, 4er Impuls-Cutoff, Pauli-Villars-Regularisierung
und proper-time-Regularisierung. Die letzten drei sind dabei kovariante Verfahren. Um das analytische Verhalten von
Mesonenpropagatoren zu beschreiben wird in dieser Arbeit die Pauli-Villars-Regularisierung verwendet. Dabei werden
im Integranden Zusatzterme dazu addiert, die dafiir sorgen, dass das neue Integral konvergiert. Zuséatzlich sollten die
Terme auch so gewéhlt werden, dass bei niedrigen Impulsen das Verhalten des neuen Integrals sich nur geringfiigig
vom urspriinglichen abweicht. Die Anzahl der Zusatzterme (Regulatoren) ist dabei abhéngig vom Divergenzgrad des
Integrals. Die Integrale, die in dieser Arbeit betrachtet werden, sind hochstens quadratisch divergent und bendétigen
daher zwei Regulatoren [9]. Insgesamt ergibt sich folgende Ersetzung fiir die Integrale:

T f (k, M) A% ZZI £ (k) (2.23)
) - C; 5> Ui .
(27_5)4 (27_':)4 = J ‘u'J
mit
=1 c==2, =1, p'=M*+jA’ (2.24)

Hierbei ist A der zusétzlich eingefiihrte Cutoff-Parameter und M die Konstituentenquarkmasse, die im néchsten Abschnitt
2.4 besprochen wird. Diese Ersetzung entspricht der Standardform der Pauli-Villars-Regularisierung im NJL-Modell.

Parametersatze

Die bendtigten Parameter werden in Abschnitt 4 durch Anpassen der Pionmasse, der Pionzerfallskonstante, der p-
Mesonmasse und des Quarkkondensats an die Literaturwerte bestimmt. Die Ergebnisse in den folgenden Abschnitten
beziehen sich daher auf die Parametersétze in Tabelle 1 auf S. 21.

2.4 Gap-Gleichung

In der QCD ist ein Quark immer von Gluonen und anderen Quarks umgeben, die mit dem Quark und untereinander wech-
selwirken. Durch diese Wechselwirkungen ergibt sich eine effektive Masse auch Konstituentenquarkmasse genannt, die
fiir eine gentigend starke Kopplung grof3er ist als die Stromquarkmasse. Zur Berechnung der Konstituentenquarkmasse
im NJL-Modell wird die Hartree-Naherung (auch Molekularfeldndherung genannt) verwendet. In der Molekularfeldna-
herung wird die Wechselwirkung aller Quarkfelder in einem duferen Feld zusammengefasst, das mit einem einzelnen
Quarkfeld wechselwirkt. Das duf3ere Feld wird dabei durch die Wechselwirkung des Quarkfeldes mit sich selbst hervor-
gerufen. Anschaulich entspricht dies einer Propagation eines freien Quarks mit der Konstituentenquarkmasse M. Die
dazugehorige Dyson-Gleichung in der Hartree-Ndherung ist in Abbildung 1 dargestellt:
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Abbildung 1: Dyson-Gleichung in Hartree-Naherung

Dabei entspricht die durchgezogene Linie dem vollen Propagator iS(q) mit der Konstituentenquarkmasse M und die
gestrichelte dem nackten Propagator iSy(q) mit der Stromquarkmasse m:

. . S g+m

lSO(q):l(g—m+le) :lm (225)
S =i(d—Maie) =i AtM

lS(q)_l(q M+l€) _lqz—M2+i€ (226)




Mit der Selbstwechselwirkungsschleife —i 3 ergibt sich die Dyson-Gleichung zu

1S(q) = iSo(q) +1Sp(q) (—ix)iS(q) (2.27)
=i[1-So(@) =] Sole) (2.28)
=i[So(@) (5, (@ —%)] " Sola) (2.29)
=i[s;(9)-=]" (2.30)

und daraus eine selbstkonsistente Gleichung fiir M:
M=m+2% (2.31)

Die Selbstwechselwirkungsschleife entsteht durch die Schliefung von zwei &ufleren Linien der Vierpunktvertizes. Im
Lagrangian wird dies durch eine Linearisierung der Wechselwirkungterme erreicht [7]:

= 2 - = = 2

(VTw) ~ 29Ty (PTyp) = (PTv) (2.32)
Dabei ist (1ﬁ I"Nl,b) der Vakuumerwartungswert im jeweiligen Wechselwirkungskanal Ty. Der konstante Beitrag () FNI,ZJ)Z
bewirkt nur eine Verschiebung der Lagrangedichte und kann daher weggelassen werden. Durch Aufsummieren der Selbst-

wechselwirkungen iiber alle Wechselwirkungskanile und mit Hilfe der Feynman-Regeln [10] kann % berechnet werden
Zu:

—iY=—i Z Ty =Y —2igyTy J o Tr [TyiS(k)] (2.33)

Alle Wechselwirkungskanile in der Lagrangedichte (2.4) mit Ausnahme der skalaren Wechselwirkung I's beinhalten
Pauli-Matrizen. Da Pauli-Matrizen spurfrei sind, tragt nur Iy zur Selbstwechselwirkungsschleife bei:

»=2i d'k Tr [[S(k)] = 2i d'k Tr [1S(k)] (2.34)
=2i —Tr =2 — .
&8s (27_[)4 S &s (2 )
g d*k ¥+M NN F+M 5 35
Rl ol [ Ve figs ( 2 — M2 +ie (2.35)
= 8iN.N;g,MI,(M) (2.36)
mit
L(M) = d'k ! 2.37
()= (2m)* k2 — M2 +ie (2.37)

Dabei wurde zuerst die Spur {iber den Farb-und Isospinraum gebildet, das den Beitrag N.N; liefert. Im letzten Schritt
wurde ausgenutzt, dass die Spur iiber eine ungerade Anzahl von Gamma-Matrizen null ist und {iber den Diracraum den
Faktor 4 ergibt. Mit Gleichung (2.31) wird daraus die Gap-Gleichung:

M = m + 8iN_N;g M1, (M) (2.38)

Das Integral I; ist quadratisch divergent und wird daher im Anhang A.1 mit der Pauli-Villars-Methode regularisiert. Das
Ergebnis sieht wie folgt aus:

2
Ci ln( 2) (2.39)
1 (47'[) JZO i .u’_]
(4 ) [M?In(M?) —2(M? + A®)In(M? + A?) + (M? + 2A%) In(M? + 2A%) | (2.40)
)1
M? +2A2
M?In ( > 2)+(M2+2A2)1n(ﬁ)] (2.41)
(47'[) i M=+ A M=+ A
mit =1, ¢ =2, ¢ =1; p’'=M>+jA? (2.42)




Der Vakuumerwartungswert im skalaren Wechselwirkungskanal, der in Gleichung (2.33) schon auftauchte, wird auch
Quarkkondensat genannt und ist in Hartree-Ndherung iiber

) =— [ K 1 fisgo (249
=— r[i .
(2m)*
gegeben. Unter Ausnutzung der Gap-Gleichung (2.38) kann das Quarkkondensat alternativ geschrieben werden als
- z m—M
(Yyp) =——= (2.44)
28 2g

Das Quarkkondensat ist aufgrund der Proportionalitidt zu M fiir m = 0 als Ordnungsparameter fiir spontane chirale
Symmetriebrechung zu sehen. Dazu wurde das Quarkkondensat iiber die inverse Kopplungskonstante fiir verschie-
dene Stromquarkmassen in Abbildung 2 dargestellt. Fiir i1 = O (chiraler Limes) mit m = m/A bildet § ! ~ 1.387
mit § = 8N;N,g,A%/(4n)? die Grenze zwischen der Nambu-Goldstone-Phase ((1,51!)) # 0) und der Wigner-Weyl-Phase

(1) =0).

. 3 — m=0
Kyl /A el

0.0020~
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Abbildung 2: Quarkkondensat Uber die inverse Kopplungskonstante fir verschiedene Stromquarkmassen aufgetragen.




3 Mesonen

Mesonen sind gebundene Zustdnde aus einem Quark und Antiquark. Obwohl das NJL-Modell kein Confinement enthalt,
konnen Mesonen dennoch als kollektive Anregungen in der Quark-Antiquark-Streuung aufgefasst werden. Die betrach-
teten Moden besitzen die Quantenzahlen J*¢ = 07+, 07", 17, 17+ mit der Paritit P = (—1)'*', der Ladungskonjugation
C = (—=1)™** und dem Mesonspin J, der durch |l —s| < J < |l +s| gegeben ist. Diese Quantenzahlen entsprechen denen
der o-, 7-, p- und a;-Mesonen im Quarkmodell. Daher werden die kollektiven Anregungen im NJL-Modell als Mesonen
des Quarksmodells interpretiert. Die Beschreibung der Mesonen erfolgt {iber die Bethe-Salpeter Gleichung in Random-
Phase-Approximation (RPA), die in Abbildung 3 diagrammatisch dargestellt ist. Die linke Seite entspricht dabei dem
Mesonpropagator, der durch die Quark-Antiquark-Streumatrix T(q) beschrieben wird. In der RPA werden nur Quark-
Antiquark-Polarisationsschleifen miteinbezogen. Explizit ergibt sich daher die rechte Seite als Summe des Streukerns K
mit einer unendlichen Summe an Quark-Antiquark-Schleifen, die in Abb. 4 dem Mesonpropagator auf der rechten Seite

entspricht.
—_— - >«m< : >’W©/W< .

Abbildung 3: Bethe-Salpeter Gleichung in Random-Phase-Approximation als Summe von unendlich vielen Quark-
Antiquark-Schleifen. Die Doppellinie entspricht dem Mesonpropagator.

o e

Abbildung 4: Bethe-Salpeter Gleichung in Random-Phase-Approximation

Mit Abbildung 4 lautet die Gleichung fiir die Streumatrix folglich:

iT(q) = iK +iK (—iJ(¢))iT(q) 3.1)
mit
K:ZKM:ZZgMFM®FM:ZZgM5MNFM®FN (3.2)
M M MN
und der Polarisationsfunktion
My (q) = Ty (Pl (3.3)
[ d*k
=i | —— Tr[TyS(k+ TS| (3.4)
(2n)

Im Allgemeinen konnen die Kanéle miteinander mischen, sodass sich folgender Ansatz fiir die Streumatrix als sinnvoll
erweist:

T(q) = Z Tun(q) = Z_DMN(q) Iy &Iy (3.5)
MN

M,N

10



Hierbei ist D)y eine impulsabhingige Funktion. Durch Einsetzen in Gleichung (3.1) ergibt sich:

Z_DMN(q) Ty ®Iy = Z 28m0unTy ® Iy — Z 2gmTyk(@)Dkn(q) Ty ® Ty (3.6
MN MN MN K
und daraus
Dyn(q) =—28y0un + Z 28m Mk (9)Drn(q) (3.7)
K

Die Funktionen D,y werden auch als Mesonenpropagatoren bezeichnet [11]. Doch dieser Begriff tduscht dariiber hin-
weg, dass einerseits die Propagatoren miteinander gekoppelt sein konnen (siehe Abschnitt 3.2) und andererseits selbst
wenn die Kanéle nicht miteinander mischen (M = N), die Quark-Meson-Kopplung in D, enthalten ist. Im Folgenden
soll zunéchst der Fall IT,;y; ~ 6,,y besprochen werden, da dieser spater auch auftauchen wird. Der Mesonenpropagator

Dym(q@) = =28y + 28y My (@)Dym(q) = —_— (3.8)
1—2gyMyu(q)

kann dabei als ein effektiver Mesonenaustausch aufgefasst werden. In dieser Hinsicht entspricht die Polstelle der Meso-
nenpropagatoren der Mesonenmasse und der Mesonenpropagator kann um eine Entwicklung um den Pol (Polapproxi-
mation) angendhert werden:

2

8m
Dyu(q) ~» 55— (3.9)
q _mM

Zur Bestimmung der Mesonenmasse m,,; und der Quark-Meson-Kopplung g4, wird daher Folgendes gefordert:

Re(D;} (g2 =m2,)) = 0 &= 1—2g,Re (Myy(g> =m2,)) =0 (3.10)

Zu beachten ist, dass der Nenner von D,,;;, auch komplex sein kann und deshalb die Mesonenmasse {iber den Realteil von
DA_/I}VI (¢*= m12v1) definiert wird. Der Grund hierfiir ist, dass die Mesonen als Resonanzen in der Quark-Antiquark Streuung
im NJL-Modell betrachtet werden. Da das NJL-Modell kein Confinement enthélt, konnen die Mesonen im diesem Modell
auch wieder in ein Quark und Antiquark zerfallen. Dieser Zerfallskanal &uf3ert sich daher in einer Polarisationsfunktion
mit einem imagindren Anteil. Letztendlich kann die Quark-Meson-Kopplung iiber eine Taylorentwicklung des inversen
Mesonenpropagators bis zur ersten Ordnung bestimmt werden:

_ -1 dRe (HMM(q))
D (@) ~ — | 1—2gy Re(Tlyn (@) o2 =280 — 55— (¢*—m%) (3.11)
28m T dq 202
qe=my,
=0
dRe (ITyn(q)
= % (¢?—m2) (3.12)
¢?=my,
Ein Vergleich mit Gleichung (3.9) ergibt:
-1
dRe (Myn(q)
gz%/qu = # (3.13)
dq 2.2
q*=my;

3.1 Polarisationsfunktionen

Um spater die Mesonenpropagatoren zu berechnen, werden zuerst die Polarisationsfunktionen benétigt, die {iber

[ d*k
HMN(q):lf —— Tr [Ty S(k + )Ty S(k) | (3.14)
(2m)

1



bestimmt werden. Die skalaren und pseudoskalaren Polarisationsfunktionen lauten im diagonalen Fall:

Mes(q) =i d'k Tr [S(k + q)S(k) ] (3.15)
=1 T .
ss\q (271)4 q
= 2iNN¢ [ 21; — (q* — 4M?) I,(q) ] (3.16)
und
UEZ(Q)—J( Tr [iys7°S(k + @)iyst°S(k) ] (3.17)
=1pp(q) 5ab (3.18)
= 2iN.N; (21, — ¢*15(q)) Eap (3.19)
mit
d*k 1

I,(q) = (3.20)

(2m)* (k2 — M2 +ie) ((k +q) — M2+ ie)

Das Integral I,(q) ist logarithmisch divergent und wurde in A.2 analog zu I; mit der Pauli-Villars-Methode regularisiert:

2
I(q) = > g (n(u?)+2- £ (x)) (3.21)
(47'5) ey
mit
VX arctan(‘/l__xj) , firx; <0
f (Xj) = /% - artanh (ij) , fiir x; > 0 (3.22)
0, fiir x; =0
und
=1, c;=-2, ¢, =1; sz =M?+jA? und Xy = (¢? —4;,Lj2)/q2 (3.23)

Die vektoriellen und axialen Polarisationsfunktionen weisen zusétzlich zur einer Isospinstruktur auch eine Lorentzstruk-
tur auf. Aufgrund dieser Tensorstruktur konnen transversale und longitudinale Projektoren eingefithrt werden, die die
Bestimmung der Polarisationsfunktionen und Mesonenpropagatoren vereinfachen. Die Polarisationsfunktionen kénnen
dann in einen transversalen (T) und longitudinalen (L) Anteil zerlegt werden:

it (q) = (1l (q) T*"(q) + 11k, (q) L*'(q)) 6s (3.24)
mit
T""(q)=g""—L""(q) (3.25)
L*"(q) = 64" (3.26)
g =q"// ¢ (3.27)

Die longitudinalen und transversalen Anteile konnen mit den Relationen

LT, =T"L,,=0 (3.28)
"L, =1 (3.29)
T"'T,,=3 (3.30)

12



herausprojiziert werden. Die vektoriellen und axialen Polarisationsfunktionen ergeben sich damit zu:

Iy (q) = IJ o 2 Tr [y*72S(k + @)y 7P S(k) ] 3.31)
=11y, (9) T "8ap (3.32)
und
i (q) =i f (2(147];4 Tr [ 45 7S (k + )y rsT"S(K) ] (3.33)
= (m},(q) T*" +10},(q) L") 5, (3.34)
mit
My, (@)= _giNcNf [2I; — (¢* +2M?) I,(q) ] (3.35)
My,(q) = —4zN Ne[21 — (¢ —4M?) 1,(q)] (3.36)
My,(q) = _SlNcNfM ?I,(q) (3.37)

Die vektorielle Polarisationsfunktion ist rein transversal. Dies kann mit Hilfe der Ward-Identitét ¢ = S “Hk+q)—S"Y(k)
wie folgt gezeigt werden:

H’”“b(q) = 1J Tr [¢7°S(k + @)y 7°S(K)] (3.38)
(2n
4k
= iN.N;5 ,; f (;17)4 (tr[y*S(k)] —tr [STH(K)S(k + q)y”S(k)]) (3.39)
) d*k
= lNCNf5abJ —— [y (S(k)—S(k+q))] (3.40)
(2m)
-0 (3.41)

Im letzten Schritt wurde der Propagator S(k + q) mit Hilfe der Substitution k — k — ¢ in S(k) tberfiihrt. Aus der
Transversalitit der vektoriellen Polarisationsfunktion folgt, dass der Vektorstrom erhalten ist, d.h. der transversale Anteil
H‘;V(q) sollte auch fiir g2 = 0 verschwinden. Da nur die Integrale regularisiert wurden, ist dies nicht der Fall. Stattdessen
wiirde eine Regularisierung der ganzen Polarisationsfunktion, also auch der effektiven Masse M auf3erhalb der Integrale,
dieses Problem beheben. Dies entspricht der Regularisierung im urspriinglichen Sinne von Pauli und Villars. Doch dadurch
waire einerseits das Goldstone-Theorem verletzt (siehe Abschnitt 5.1) und andererseits wéren gleichzeitig verniinftige
Werte fiir M und die Pionzerfallskonstante f,., wie in [12,13] beschrieben, nicht méglich. Um aber zugleich die Giiltigkeit
des Goldstone-Theorems und die Vektorstromerhaltung zu gewéhrleisten, wurde die effektive Masse nur in den Integralen
regularisiert und in der vektoriellen Polarisationsfunktion das Integral I; wie folgt ersetzt:

I, = M?1,(0) (3.42)
Der transversale Anteil lautet damit:
4.
nl.(q= —gchNf [2M21,(0) — (q? + 2M?) I,(q) (3.43)

Aus Konsistenzgriinden wird daher auch im transversalen Anteil der axialen Polarisationsfunktion das Integral I; substi-
tuiert:

n’,(q) ——41N Ne[2M21,(0) — (¢* — 4M?) I,(q) ] (3.44)

Fiir M # N sind nur ITj; (q) und I, ab (q) ungleich null und lauten wie folgt:

11 (q) = Mpa(q) 48 4p (3.45)
4 (q) = Mup(q) 4“6 (3.46)
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mit
Mpa(q) = —4NN:M v/ q21,(q) (3.47)
M,p(q) = 4NNM v/ q215(q) (3.48)

Die Polarisationsfunktionen mit nur einer spurfreien Pauli-Matrix verschwinden:
¢, (q) = M5s(q) = Ty (q) = My (q) =T (@) =155 () =0 (3.49)
Alle anderen Polarisationsfunktionen ergeben sich zu null:

,ab ab ab ab
My (@) =Myp (q) =1,,""(q) =15, (¢) =0 (3.50)

3.2 Mesonenpropagatoren

3.2.1 o-und p-Mesonpropagator

Fiir den skalaren Kanal ist nur die diagonale Polarisationsfunktion IIg¢(q) ungleich null. Der o-Mesonpropagator ergibt
sich daher aus Gleichung (3.8):

Dss(q) = % (3.51)
1—2g.I55(q)

Ebenso verschwinden beim vektoriellen Kanal die nicht-diagonalen vektoriellen Polarisationfunktionen, sodass aus (3.7)
fiir den vektoriellen Propagator folgt:

,ab , ,
DYy (q) = 28,8"" 80y — 28,115 (@)D, (@) (3.52)

Aufgrund der Tensorstruktur bietet sich analog zur der vektoriellen Polarisationsfunktion an, den vektoriellen Propagator
in einen transversalen und longitudinalen Anteil aufzuteilen. Mit dem Ansatz

DL (q) = (DI, ()T*"() + DL, (Q)L*(q)) 8 s (3.53)
ergibt sich
2g,
Dl (@)= ——=% (3.54)
v 1+2g,007,(q)
D, =2g,. (3.55)

Der transversale Anteil D‘;V(q) entspricht dabei dem p-Mesonpropagator. Die daraus resultierende Streumatrix ist durch
To(@) = =Dy (DT*"8ap 7,7 @ 7,7 (3.56)

gegeben. Folglich kann die p-Mesonmasse aus den Polstellen des transversalen Anteils bestimmt werden (siehe dazu
Abschnitt 3.3.3).

3.2.2 Pion-und a;-Mesonpropagator

Aufgrund der Kopplung zwischen dem pseudoskalaren und axialen Kanal fithrt Gleichung (3.7) zu einem gekoppelten
Gleichungssystem:

Dip(@) = —28:8ap + 28,155 (@)D53 () + 28,115, (0)D5 (@) (3.57)
Dh"(q) = 28,155, (@)Dpy " (@) + 28,115, (@)D}, (@) (3.58)
D" (q) = 28,13 (@)D5 (@) — 28,1137 (D3 , () (3:59)

Din (@) = 28,8" 8ap = 281" @Dy (@) = 28110 “ (@D, (@) (3:60

14



Da die Propagatoren dieselbe Tensorstruktur wie die Polarisationsfunktionen besitzen, konnen diese analog dazu verein-
facht geschrieben werden:

D33(q) = Dpp(@)8ap (3.61)

Dp*(9) = Dpa(@)q" S (3.62)

D}*"(q) = Dap(@)3" 8 (3.63)

D" (9) = (Day(@T*"(@) + Dy(9)L*(@)) 5. (3.64)

Mit diesem Ansatz und den entsprechenden Polarisationsfunktionen fiihrt dies zu folgenden Gleichungen:

Dpp(q) =—285 + 28 pp(q)Dpp(q) + 28,Mpa(q)Dap(q) (3.65)

Dpa(q) = 28, (Tpp(q)Dpalq) + HPA(Q)DjA(Q)) (3.66)

Dyp(q) = =28, (Tap(q)Dpp(q) + 14, (q)Dsp(q)) (3.67)

Dy (q) = 28, — 2¢,T1,p(q)Dpa(q) — 2¢,115,(q)D;, (q) (3.68)

Dyy(q) = 28, —28,11,,()D4, (@) (3.69)

Der longitudinale Anteil von DXX’ab(q) koppelt also mit den pseudoskalaren und axialen Propagatoren, wahrend der
transversale Anteil nicht mit den anderen Kanilen mischt. Die Gleichungen (3.65) bis (3.68) konnen auch in folgender
Matrixform geschrieben werden:

D = K—KIID (3.70)
mit
=l o) +=( an) m=( mG) e
Die Losungen der Matrixgleichung ergeben sich damit zu:
D=(1+KI) 'K (3.72)
_ 1 (—ng (1+28,115,(q)) 488 p(q) ) (3.73)
D(q) 48.8,up(q) 2g,(1—2¢.Mpp(q))

mit der Determinante

D(q) = det (1 +KIT) = (1—2¢,M,5(q)) (1 +2g,1T;,(q)) + 48,8 (@) 1p(q) (3.74)
Der entkoppelte transversale Anteil
28y
1+2g,117,(q)

aus Gleichung (3.69) wird als der a;-Mesonpropagator interpretiert. Der Grund hierfiir ist, dass der longitudinale An-
teil, wie sich im Folgendem herausstellen wird, keinem sinnvollen physkalischen Teilchen zugeordnet werden kann. Die
entsprechende Streumatrix lautet demnach:

To (@) =—DL(DT" 60y Y, 75T ®F,Y5T" (3.76)

D (q) = (3.75)

Der vollstindige Pionpropagator setzt sich aus den pseudoskalar-axialen Propagatoren, dem pseudoskalaren Propagator
und dem transversalen Anteil des axialen Propagators zusammen. Dessen Beschreibung erfolgt iiber die Streumatrix aus
Gleichung (3.5):

T(q) = —8ap (Dpp(q) is7® ® iysT" + Dps(q)3” iyst° ® 7,757 (3.77)
+ Dap(@)" 7,757 ®ivsT’ + Dpy(@)d*d” v,ursT @ 1,75T0) (3.78)

_ P Dpp(q) Dpalq) iysT
=—06g4 (lYST > qrsT )® (DAP(q) DL (q) ® QYsTb (3.79)

Oap (. . A(q) iB(CI)) iyst”
=—= ‘4 Vel _. ®f - 3.80
D(q) (irs=*, grs™) (—lB(q) C(@)) " \drst® (3.80)

~
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mit
Alq) = —2g,(1+2g,IT5,(q)) (3.81)
B(q) = —4ig,g,11pa(q) (3.82)
C(Q) =2g,(1—2gI5(q)) (3.83)

Weiterhin kann T(q) durch eine Diagonalisierung der Matrix M in einen reinen Pionanteil T, (q) und einen longitudinalen
axialen Anteil T, (q) zerlegt werden (siehe Anhang B):

T(q) = T(q) + T, (q) (3.84)
mit
Ty (q) = Davs [(Aa—C@) 757 —iB(@) frs7*] @ [(he — C@)) irse® +iB(@) frs’]
F (@) (2 — @) +B(@)

(3.85)

und den Eigenwerten

1 2

Ae=3 (A(q) +0@)* (Al - @) + 4Bz(q)) (3.86)

Der longitudinale axiale Anteil kommt dabei als Propagator fiir ein physikalisches Teilchen nicht in Frage, da der Vorfak-
tor von T,, (q) keinen Pol fiir q? = 0 aufweist und somit T,, (q) keinem Goldstone-Teilchen entspricht. Im Gegensatz dazu

besitzt der Vorfaktor von T,(q) einen Pol fiir ¢> = 0 und T,(q) kann als Pionpropagator interpretiert werden [14]. Die
Pionmasse wird dabei als die Nullstelle der Determinante D(q) definiert: D(q? = mi) = 0. Zu erwihnen ist, dass der Vor-

faktor (A, —C (q))2+BZ(q) von T,.(q) bzw. T, (q) nur fiir g* < 4M? reell bleibt. Im Bereich g* > 4M? besitzt der Realteil
dieses Vorfaktors weitere Nullstellen (siehe Abb. 5), die aber auf Regulator-Effekte der Pauli-Villars-Regularisierung zu-
riickzufithren sind. Abgesehen davon, wurde schon bei der Diagonalisierung vorausgesetzt, dass die Matrix M hermitesch

und damit der Ausdruck (ki —C (q))2 + B2(q) reell ist, d.h. es werden von vornherein nur stabile Zustinde betrachtet.

Wie in Abbildung 5 zu erkennen, besitzt der Vorfaktor (A_ —C (q))2 + B?(q) in der Region q* < 4M? ~ 0.61 GeV? keine
Nullstellen und kann daher keinem physkalischen Zustand zugeordnet werden.

Re((A-C(q))*+B*(q)} [GeV™*] Im{(A-C(q))*+B*(q)} [GeV™]
500f - A 500f L - A
Y o / ;\\\\ A
400} 400} v/ I
//1 \‘ /«/ / \\\\\\
300 ¥ | 300+ !/ \ AN
| // \
e - [\ \ !/ \\
200 AN 200r i \
/’ \\ J”‘r \\
100} / 100} | \
I N | \
. N ey . \, » g% [GeV? . . . . . - 2 [GeV?
-0 -05 0.5 10 LGV T s 0.5 1.0 L 1G]
~100t A ~100t ‘

Abbildung 5: Der Realteil (links) und Imaginarteil (rechts) des Vorfaktors (Ai —C(q))2 + B2%(q) von T,(q) und T, (q)
{iber g2 dargestellt. Der dazu verwendete Parametersatz B befindet sich in Tabelle 1 auf S. 21.

Beim Pionpropagator kann eine Polapproximation durchgefiihrt werden (siehe Anhang B). Dies fiihrt zu:

5ab . a . ~ a . b . n b
T(Q) A _q2 —m2 [gps YsT —18py gYST ] ® [gps 1ysT + L8py QYST ] (3.87)

T
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mit den Pseudo-Skalar- und Pseudo-Vektor-Kopplungen g, und gy,

-1
dD(q)
2 =—2g.(1+2g,I% —_— 3.88
8ps g g, (m)) I - (3.88)
1
dD(q)
2 =92 . 1—2 sH mn 3.89
8pv 14 ( gsIpp( ))( dg? q2=m721_) ( )
(3.90)
und
dD dI
# = 4iN_.N; gslz(mn)+(gsmi—4gva) 2(;1) (3.91)
dq 2=m2 dq 2=m2

Fiir g, = 0 verschwindet g, und g, geht in die Quark-Pion-Kopplung g4, aus Gleichung (3.13) iiber. In Abbildung 6
sind die beiden Kopplungen {iber das Verhiltnis der beiden Kopplungskonstanten g, und g dargestellt worden. Die
Pseudo-Vektor-Kopplung ist dabei um eine GréBenordnung kleiner als die Pseudo-Skalar-Kopplung. Mit wachsenden
Verhéltnis g,/ g steigt sowohl die Pseudo-Vektor- als auch die Pseudo-Skalar-Kopplung.

8ps Parametersatz 8pv Parametersatz
A 0.5F —— = | A
5.0¢ __ B _— — B
0.4} —
— C / — C
431 — D 0.3F / — D
___E / __E
[ /
4.0 0.2
0.1p
3.5¢
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 &/ 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 &/

Abbildung 6: Die Pseudo-Skalar- und Pseudo-Vektor-Kopplungen g, und g, aufgetragen tber das Verhaltnis der Kopp-
lungskonstanten g, und g fur verschiedene Parametersatze aus Tabelle 1 auf S. 21.

3.3 Mesonenmassen

3.3.1 o-Mesonmasse

Die o-Mesonmasse wird aus den Nullstellen des inversen skalaren Propagators bestimmt. Mit Gleichung (3.51) folgt
damit:

1—2g.Re(Ig5(g> =m2)) =0 (3.92)

Aus der Darstellung des inversen o-Mesonpropagators in Abbildung 7 stellt sich heraus, dass der Realteil zwei Nullstellen
fiir g> > 4M? besitzt, wobei die erste knapp iiber g = 4M? liegt. Sowohl der Realteil als auch der Imaginirteil, der
erst fiir g2 > 4M? auftaucht, zeigen ein dhnliches Verhalten auf. Das Gefille und der anschlieRende Anstieg der beiden
Kurven wird durch die beiden Regulatoren (¢; = —2 und ¢, = 1) im Integral I,(q) verursacht. Die zweite Nullstelle des
Realteils resultiert daher aus den Regulator-Effekten und hat demnach keine physkalische Bedeutung. Folglich wird die
erste Nullstelle des Realteils als die o-Mesonmasse betrachtet. Dennoch ist das o-Meson wegen m, > 2M kein stabiler
Zustand.
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Abbildung 7: Der inverse o-Mesonpropagator Dg; (q) tber g% aufgetragen (rechts in vergréBerter Darstellung). Der dazu
verwendete Parametersatz B befindet sich in Tabelle 1 auf S. 21.

3.3.2 Pionmasse

Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, lésst sich die Pionmasse durch die Nullstelle der Determinanten D(q) bestimmen.
Die Determinante kann mit Hilfe der Gap-Gleichung (2.38) in folgende vereinfachte Form tiberfiihrt werden:

D(q) = (1—2¢g01pp(q)) (1 +28,115,(q)) — 48:8,115,(q)

m . 5
= o7 +HNNo(9) (8:9° — 4g,Mm)

Die daraus resultierende Bestimmungsgleichung fiir die Pionmasse

m . 5
7 4iNNeIo(m,) (gsm? — 4g,Mm) =0

(3.93)
(3.94)

(3.95)

wurde in Abschnitt 4 dazu verwendet um die nétigen Parameter zu erhalten. Wie in Abbildung 8 zu sehen, besitzt die
Determinante nur eine Nullstelle, die als Pionmasse identifiziert wird.

D(q)

0.10f

0.05

0.00

—-0.05¢

—-0.10r

-0.15¢

0.05 0.10

q* [GeV?]

-0.10 -0.05 0.00

0.15

0.20

Abbildung 8: Die Determinante D(q) iber > aufgetragen. Der dazu verwendete Parametersatz B befindet sich in Tabel-

le 1 aufS. 21.

3.3.3 p-Mesonmasse

Der vektorielle Propagator entkoppelt zu einem longitudinalen und transversalen Anteil:

2g,
1+2g,115,(q)
Dév =28,

(3.96)

(3.97)
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Da der longitudinale Anteil offensichtlich keine Polstellen verfiigt, wird der transversale Anteil als der p-Mesonpropagator
definiert. Mit der Gleichung

1+2g,Re (M7, (g2 =m2)) =0 (3.98)

lasst sich die p-Mesonmasse berechnen. Der Realteil des inversen p-Mesonpropagators weist ebenfalls wie der o-
Mesonpropagator zwei Nullstellen auf (siehe Abb. 9). Allerdings liegt hier die erste Nullstelle bei g2 < 4M2, d.h. es
handelt sich um einen gebundenen Zustand. Daher wird die erste Nullstelle als die p-Mesonmasse interpretiert.

0.4} ! — R@i™) —  —Re(Dy))
\ - (@)™ 0101 /
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Abbildung 9: Der inverse transversale Anteil (—D‘fv(q)) des vektoriellen Propagators flir Parametersatz B aus Tabelle 1
tber g% aufgetragen (rechts in vergréBerter Darstellung).

3.3.4 a;-Mesonmasse

Der Realteil des transversalen axialen Propagators besitzt fiir die Parametersétze aus Tabelle 1 keine Polstellen (siehe Abb.
10), sodass keine a;-Mesonmasse bestimmt werden konnte. Um eine a;-Mesonmasse zu erhalten, miisste der Cutoff-
Parameter hoher gewahlt werden. Doch es stellte sich bei der Parameterbestimmung heraus, dass dann der Wert fiir das
Quarkkondensat zu stark vom Literaturwert abweicht. Andererseits liegt der Literaturwert fiir die a,-Mesonmasse bei
(1230 = 40) MeV [15] und somit innerhalb des Zerfallskanals q2 > 4M 2, d.h. der a;-Zustand ist im NJL-Modell immer
instabil.
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Abbildung 10: Der Real- und Imaginarteil des inversen a;-Mesonpropagator (—DATA(q)) fiir Parametersatz B tiber g2
aufgetragen.
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3.4 Pionzerfallskonstante

Die geladenen Pionen konnen iiber die schwache Wechselwirkung in ein Lepton und Leptonneutrino zerfallen, wobei der

myonische Zerfall 7% — u* + (;) gegeniiber dem elektronischen Zerfall 7* — e* + (;) stark dominiert. Die Pionzerfalls-
konstante taucht dabei in der Streuamplitude als Formfaktor auf [16] und ist {iber das Matrixelement

(0] A% 7" (q)) = (0| @(O)Y“Ys%w(O) 17°(q)) = ifq"8ap (3.99)

des Axialvektorstroms zwischen dem Vakuum- und Pionzustand gegeben [7,8]. Dies ist in Abbildung 11 diagrammatisch
dargestellt worden. Die Pionzerfallskonstante gibt dabei an, wie stark die chirale Symmetrie gebrochen ist. Mit dem
ersten Vertex des Pionpropagators in Polapproximation aus Gleichung (3.87)

ps 1Y5T — 180y q1sT" (3.100)

kann die Pionzerfallskonstante in RPA iiber
a

" ) d*k i T4 " ) d*k u T " 3
fr@"0ap = i8ps WTr Y YS?S(k"‘Q)YST S(k) | —igpy WTr Y YS?S(k"'q)QYST S(k)| (3.101)

bestimmt werden. Die Rechnung dazu befindet sich im Anhang C. Fiir die Pionzerfallskonstante folgt daraus:

. 2M
f,. = —2iN.N:MI,(m,,) (gps -— gpv) (3.102)

T

1
= om (igpsTpa(my) — g Ik, (M) (3.103)

T

Der erste Term entspricht dabei dem Fall ohne Vektorwechselwirkungen. Diese Gleichung wurde im néchsten Abschnitt
zur Bestimmung der Parameter verwendet.

Abbildung 11: Darstellung des Matrixelements (0| A* |t°(q)): Der Axialstrom A*® koppelt tiber eine Polarisationsschleife
mit dem Pion.
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4 Parameterbestimmung

Zur Bestimmung der vier Parameter A, m, g, und g, wurde die Pionmasse, die Pionzerfallskonstante und die p-
Mesonmasse an die jeweiligen Literaturwerte aus [15] m, = 139 MeV, f, = 92.21 MeV und m, = 775.49 MeV
angepasst. Dazu wurde das gekoppelte System aus den Gleichungen (2.38), (2.44), (3.95), (3.98) und (3.102) nu-
merisch gelost. Da der empirische Wert fiir das Quarkkondensat nicht genau bekannt ist, wurde diese als vierte be-
notigte GroRe im Bereich (328 MeV)3 < - (1/31#) < (360 MeV)3 variiert. Die Gap-Gleichung wurde hinzugenommen
um die Konstituentenquarkmasse M, die in jeder der anderen Gleichungen auftaucht, als fiinfte Gr6f3e zu berechnen.
In Tabelle 1 sind alle Parameter und die daraus berechneten Werte zusammengetragen. Allgemein ergeben sich fiir
—(ynp) < (320 MeV)? groRere p-Mesonmassen beziiglich des Literaturwertes. Dies ist aber nicht problematisch, da die
p-Mesonmasse, wie in [13,17] beschrieben, durch Hinzunahme von Selbstenergiekorrekturen der nachsthéhereren Ord-
nung in 1/N, niedriger wird. Der empirische Wert fiir das Quarkkondensat pro Flavour — (@iu) sollte unter (260 MeV)?
(bei einer Renormierungsskala von 1 GeV) liegen [13]. Es war somit nicht moglich einen Wert fiir das Quarkkondensat
in diesem Bereich zu wéhlen ohne dabei grofere Abweichung der p-Mesonmasse zu erhalten. Die empirischen Werte
fiir die Pionmasse und Pionzerfallskonstante konnten mit den bestimmten Parameter gut reproduziert werden, wobei die
Abweichung in den Nachkommastellen sich durch Rundungsfehler der Parameter ergab.

Tabelle 1: Die Modellparameter A, m, g, und g, und die daraus erhaltenen Werte fiir die Konstituentenquarkmasse M,
die Mesonmassen m,, m,, mp, die Pionzerfallskonstante f, das Quarkkondensat (qp«p), das Quarkkondensat
pro Flavour (iiu), die Pseudo-Skalar- und Pseudo-Vektor-Kopplungen 8ps Und gy,

| | A | B | ¢ | b | E ]
A [MeV] 800.2 | 819.7 | 8335 | 860 | 885.5
m [MeV] 4.67 4.38 4.19 3.84 3.53
g A2 3.47 3.44 3.42 3.40 3.39
g,\? 2.80 3.19 3.47 4.07 4.69
3./, 0.81 0.93 1.01 1.20 1.38
M [MeV] 387.26 | 389.63 | 391.35 | 398.35 | 406.99
m, [MeV] 799.79 | 805.78 | 810.16 | 828.95 | 852.60
m, [MeV] 139 139 139 139 139
m, [MeV] 77452 | 776.70 | 776.15 | 776.55 | 775.67
f. [MeV] 9223 | 9223 | 9223 | 9223 | 92.23
— ()P Mev] | 328 | 335 | 340 | 350 | 360
—(au)'® [Mev] | 260.36 | 265.96 | 269.90 | 277.87 | 285.74
Sos 4.14 417 4.19 427 4.37
Sou 0.22 0.24 0.26 0.28 0.31
Sov/ 8ps 0.054 | 0.058 | 0.061 | 0.066 | 0.07
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5 Chirale Theoreme

Die chirale Symmetrie bildet eine der Schwerpunkte des NJL-Modells. Im NJL-Modell miissen daher die chirale Theoreme
unabhingig von der Regularisierung erfiillt sein. In den folgenden Unterabschnitten werden das Goldstone-Theorem, die
Goldberger-Treiman-Relation (GTR) und die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation (GMOR-Relation) verifiziert.

5.1 Goldstone-Theorem

Aufgrund der nicht verschwindenden Konstituentenquarkmasse, die durch die Gap-Gleichung erzeugt wird, ist die chi-
rale Symmetrie spontan gebrochen. Das Goldstone-Theorem sagt nun die Existenz von massenlosen Goldstone-Bosonen
voraus. Im NJL-Modell fiir N; = 2 sind dies die Pionen, deren Masse sich nach der Umstellung der Gleichung (3.95)
ergibt:

Ry Py ! (5.1)
M e U T 4NN M (my) ‘

Im chiralen Limes (m = 0) konnen die Pionen daher als massenlose Goldstone-Bosonen betrachtet werden. Da aber
m # 0 gilt, besitzen die Pionen eine geringe Masse und die chirale Symmetrie ist deswegen nur niherungsweise erfiillt.

In Abschnitt 3.1 wurde erwéhnt, dass das Goldstone-Theorem nicht erfiillt wird, wenn die orignale Pauli-Villars-
Regularisierung (Ersetzung der effektiven Masse im gesamten Ausdruck durch Summe aus Regulatoren) durchgefiihrt
wird. Dies kann man fiir den Fall ohne Vektorwechselwirkungen wie folgt einsehen. Fiir g, = O nimmt die Determinante
aus Gleichung (3.74) die Form

D(q) =1—2gTlpp(q) = 1 — 4iNNeg, (21, — ¢*1x(9)) (5.2)
an. Im Falle massenloser Goldstone-Bosonen (q2 = 0) wird mit der Gap-Gleichung
M =m+8iNN;gMI;(M) (5.3)
daraus
) m
D(0)=1-—8iN.N;g I, = jvi (5.4)

Das Goldstone-Theorem ist also mit der Standardform der Pauli-Villars-Regularisierung im NJL-Modell (Regularisierung
nur der Integrale) im chiralen Limes vertraglich. Wenn aber die vollstandig regularisierte Gap-Gleichung

2 2

C.
Z ¢y = m + 8N Neg, Z ! 5 ,uj3 ln(,ujz) (5.5)
i=o o (470)

betrachtet wird, so tauchen auf der rechten Seite von Gleichung (5.4) Terme auf, die auch im chiralen Limes nicht
verschwinden. Folglich fiihrt die Regularisierung der gesamten Gap-Gleichung dazu, dass das Goldstone-Theorem nicht
mehr gilt. Deswegen wurden in dieser Arbeit von Anfang an nur die Integrale regularisiert.

5.2 Goldberger-Treiman-Relation

Die Goldberger-Treiman-Relation verkniipft die Pseudo-Skalar- und die Pseudo-Vektor-Kopplung g,, und g, und die
Pionzerfallskonstante mit der Konstituentenquarkmasse und Axialvektorkopplung g, iiber die Beziehung [7]

2M
frc (gps - m_gpv) = MgA (5.6)

T

Dabei ist die Axialvektorkopplung iiber den axialen Formfaktor

Galq) = (5.7)

1+2g,11%,(q)

durch

ga = Ga(0) (5.8)
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gegeben [14,18]. Der axiale Formfaktor ist dabei ein Mal? fiir die Starke des Axialvektorstroms. Wie in Abbildung 12
zu sehen, besitzt der axiale Formfaktor fiir g> &~ 1 GeV ein Maximum. Die Vektorwechselwirkungen bewirken, dass die
Axialvektorkopplung von g, = 1 auf g, < 1 reduziert wird. Anschaulich gesprochen, schirmen die a;-Mesonenwolken
die Konstituentenquarks ab. Dieser Screening-Effekt ist auch im Konstituenten-Quarkmodell vorhanden, der zur Abnahme
der Axialvektorkopplung des Nukleons von gy = 5/3 auf gy = 5/3-3/4 = 5/4 durch die Anwesenheit von J* = 1*-
Anregungen fiihrt. Die Goldberger-Treiman-Relation ist dabei, wie Tabelle 2 zeigt, konsistent mit dem Screening-Effekt.

Tabelle 2: In der Tabelle sind die berechneten Werte fiir die Axialvektorkopplung g, aufgezeigt. Weiterhin ist zu erken-
nen, dass die Goldberger-Treiman-Relation erfillt ist.

| A B C D | E
M [MeV] 387.26 | 389.63 | 391.35 | 398.35 | 406.99
m, [MeV] 139 139 139 139 139
fr [MeV] 92.23 | 92.23 | 92.23 | 92.23 | 92.23
Sps 4.14 4.17 4.19 4.27 4.37
Sov 0.22 0.24 0.26 0.28 0.31
2a 0.70 0.68 0.66 0.62 0.59
| fr(gps—2Mgy,/m;)/M | 0.69 0.66 0.65 0.61 0.58
1 Parametersatz
1— A
1— B
1— C
— D
— E

Abbildung 12: Der Betrag des axialen Formfaktor G,(q) tiber g2 dargestellt.
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5.3 Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation

Die chirale Symmetrie ist sowohl explizit als auch spontan gebrochen. Die Gro3en, die damit verkniipft sind, stehen dabei
zu der Masse der Goldstone-Bosonen {iber die Gell-Mann-Oakes-Renner (GMOR)-Relation in Beziehung. Speziell fiir die
Pionen lautet die GMOR-Relation wie folgt [7]:

m2 = _n () + 0(m?) (5.9)

Wie in Tabelle 3 zu sehen, ist die GMOR-Relation im NJL-Modell erfiillt. Dies ist aber nicht sonderlich iiberraschend, da
die GMOR-Relation auf chiralen Strémen beruht.

Tabelle 3: Tabelle zur Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation

| A | B | C | D E
m [MeV] 48 438 219 3.84 3.53
m,, [MeV] 130.07 | 139.07 | 139.05 | 139.07 | 139.06
7. [MeV] 92.23 92.23 92.23 92.23 92.23
— () [Mev] 328.04 | 335.08 340.06 | 350.09 360.01

| —m () /£2 [MeV?] | (139.20)* | (139.19)% | (139.17)* | (139.18) | (139.15)° |

6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Nambu-Jona-Lasinio-Modell mit Vektorwechselwirkungen fiir zwei Quarkflavour betrachtet.
Aus dem NJL-Lagrangian konnte in Hartree-Ndherung die Gap-Gleichung hergeleitet werden. Die Losung dieser Glei-
chung ergab eine weitaus groflere effektive Masse im Vergleich zur Stromquarkmasse und wird daher als Ursache fiir
die spontane Symmetriebrechung betrachtet. Mit der effektiven Masse wurde daraufhin das Quarkkondensat als weiterer
Ordungsparameter fiir spontane Symmetriebrechung eingefiihrt.

Weiterhin wurden kollektive Anregungen in der Quark-Antiquark-Streuung behandelt, die aufgrund der iibereinstimm-
ten Quantenzahlen im Quarkmodell als Mesonen interpretiert wurden. Die Beschreibung der Streumatrizen erfolgte iiber
die Bethe-Salpeter Gleichung in Random-Phase-Approximation. Als Besonderheit wies der Pionsektor eine Kopplung zwi-
schen dem pseudoskalaren und axialen Kanal auf. Mit einer Diagonalisierung wurde die zugehorige Streumatrix in einen
reinen Pionanteil und einen longitudinalen axialen Anteil aufgespalten, wobei letzterer keinem physkalischen Teilchen
zugeordnet werden konnte. Desweiteren wurde eine Polapproximation durchgefiihrt, wodurch der longitudinale axiale
Anteil verschwand und der Pionpropagator zuséatzlich zu der Pseudo-Skalar-Kopplung noch eine Pseudo-Vektor-Kopplung
aufwies. Mit den entsprechenden Mesonenpropagatoren wurde die o-, 7- und die p-Mesonmasse bestimmt. Eine a;-
Mesonmasse konnte nicht berechnet werden, da der Realteil des inversen a,-Mesonpropagators keine Nullstelle besitzt.
Als letzte GroRe fiir die Parameterbestimmung wurde die Pionzerfallskonstante bestimmt.

Der néchste Schritt war die Berechnung der notwendigen Parameter, die mit den Literaturwerten fiir die Pionmasse, die
Pionzerfallskonstante, die p-Mesonmasse und des Quarkkondensats festgesetzt wurden. Es stellte sich heraus, dass eine
Wahl des Quarkkondensats im Bereich — (1)) < (320 MeV)® zu hoheren p-Mesonmassen fithrt. Mit den bestimmten
Parametern konnte die Giiltigkeit der Goldberger-Treiman-Relation und der Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation nachge-
wiesen werden.

Die Parameter konnten verbessert werden, indem hoéhere Beitrdge der Ordnung in 1/N, berticksichtigt werden. Dadurch
konnte eine hohere p-Mesonmasse in RPA zugelassen werden, die durch Korrekturen in néchsthéherer Ordnung in 1/N.
erniedrigt wird. Aber auch eine Erweiterung des Nambu-Jona-Lasinio-Modells auf drei Quarkflavour wére denkbar.
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Anhang

A Integrale

A.1 Berechnung des Integrals I;

Zuerst wird das Integral umgeschrieben:

d*k 1 &k [ dk, 1
L= 472 2. - 3 o =z (AD
@2m)*k*—M*+ie (2n)° ) 2T k2 —k2—M?+ i€
[ @k [T dk 1 [ @k [T dk 1 a2
) en? ) 2nki—Eivie | (2n) ) o 27 (ko— Eg +i€’) (ko + By —i€’) '
- €
mit E% =k>+M?*und €' = 2_E7< (A.3)

Die k,-Integration kann mit Hilfe des Residuensatzes durchgefiihrt werden. Dabei wird als Integrationscontour ein Halb-
kreis in der oberen Halbebene gewahlt (Abb. 13). Das Integral {iber den Halbkreis verschwindet fiir |ky| — 00, sodass
nur noch der Pol bei ky = —E; + i€’ zur Integration beitragt.

Im(ko)

Re(ko)

Abbildung 13: Integrationscontour mit den beiden Polen bei k, = £E; F i€’

3k 2mi ko + E; —i€’
1= 35— lim - - (A4
(2m)? 27 ko——Ey+ie’ (ko — By +i€’) (ko + Bz —i€’)
i [ &%k I * a k2 as)
2 (2n)® —E; + i€’ (22 0 VE2 + M2 .

Im letzten Schritt wurde der Grenziibergang € — O gebildet und das Integral in Kugelkoordinaten ausgedriickt. Dieses
divergiert offensichtlich im Unendlichen und muss daher regularisiert werden. Im Folgendem wurde eine Pauli-Villars-
Regularisierung durchgefiihrt. Mit der Ersetzung

&k f (k, M) ks f (k) (A.6)
) - G; 5 4 .
) )’ = j M
mit (g =1, ¢ =2, ¢ =1; ' =M>+jA? (A7)
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aus Abschnitt 2.3 ergibt sich fiir das Integral I;:

d*k & 2 ¢ - k?
lim dk (A.8)
(27r)42k2—uJ +ie (271) A= WZ 0 ,/k2+uj

1
2 — 2
T ) 111550 ('kl K>+ — i ln(|k|+\/k +u )) (A9)
1
(%) MIHOOZ (A,/AHMJ — U 1n(A+1/,12+MJ)+MJ ln,u,J) (A.10)
2
ch i Inu) (A11)
J =0
1
~ ani [M2In(M?) —2(M? + A?) In(M? + A®) + (M? + 2A%) In(M? + 2A%) | (A.12)
T) 1

A.2 Berechnung des Integrals I,(q)

Das Vorgehen verlduft analog wie in Abschnitt A.1. Fiir die k,-Integration wird das Integral I,(q) zunichst umgeformt:

L= [ £ ! (A13)
2\q) = .
(2m)* (k2 —M? +ie) ((k + q)2 —M?+ ie)
d3k dko 1
- (A.14)
@ny’) 27 (i —B2+ie) ((ko+a0)’ — 2, +ie)
&k [ dk, 1
= - | — (A.15)
mit E? = k% + M2 und E%W =(k+9)>*+M? (A.16)

Hierbei ist €' = €/(2Ez) und €” = €/(2Ey,5)- Als Integrationscontour eignet sich wieder ein Halbkreis in der oberen

Halbebene. Von den vier Polen tragen dann nur noch die zwei ky = —E;+i€’ und kg = —qy—E; +i +i€” zur ky-Integration
bei (siehe Abb. 14).

Im(ko)

Re(ko)

Abbildung 14: Integrationscontour mit den vier Polen bei ko = +E; ¥ i€’ und kg = —qq *+ Ey,; F i€”. In der Abbildung
sind die beiden Polepaare in der unteren und oberen Halbene auf der imaginaren Achse auf gleicher Hohe
skizziert, da die Verschiebung von €’ bzgl. €’ infinitesimal ist.
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L) f &3k -1 1 .\ 1 17
2 q =1 3 .
@) | 2(q0+ Erg— ) \ B (90— Ee—Erag)  Egug (0 + Bx + Erg)
1 &k Go (B + Eryg ) + B2 —E?
"2 ) @2n) > (A.18)
TT
EiEryq (qﬁ — (Bx + Erg) ) (40 + Frg — Bt)
1 d3k E;+FE;. -
=% J P e (A.19)
TT
EiEyg (qﬁ — (B + Eryg) )
1 c13k 1 d3k 1
n)? T
B (qo (B + Br.q) ) Ey (CI%—(EﬁEm) )
1 dk 1 1 1 &k 1 1
=7 N == - (A.21)

3Eﬁ 2 : 3E_, 2 __ g
@) Br gz (4 By,,) 1) @0 Eed—4E]

Im vorletzten Schritt kann das erste Integral durch die Substitution ko —k— g in das zweite Integral {iberfithrt wer-
den. Da spéter Mesonmassen im Vakuum bestimmt werden, wird im letzten Schritt ins Ruhesystem {ibergangen um die
Berechnung des Integrals zu vereinfachen: q(z) = g2 und G = 0. Bei Bedarf kann dann das Integral mit der Lorentztrans-
formation ins bewegte Bezugssystem {iberfithrt werden. Dieses Integral divergiert logarithmisch und muss daher auch
wie I; mit der Pauli-Villars-Methode regularisiert werden:

Cj d3k 2 Cj
= (A.22)

dk &
() _J 2n)? =0 (kz — i+ ie) ((k +q)2 — i+ ie) (2m)’i JZO: Y, k2 + (qz _4@2 +'ujz))

7<’2
= lim

> 5 fldk
Bl )

Das obige Integral kann mit der Substitution 2% = k2/(k2 + ,ujz) und anschlieBender Partialbruchzerlegung auf folgende

Form gebracht werden:
I(q) = lir Z f o 74 f JM (A.24)
q) = lim ‘ z — .
’ 3 (4n ) i —1+ 4

2

(A.23)

Die Losung zu den beiden Integralen kann in einer Formelsammlung nachgeschaut werden. Insgesamt ergibt sich:

2
22
L(q)= 11 —2artanh (A.25)
0= i D¢ e
2 4szng arctan | \| —2L | fir (q2 < 4u.2) v(g?<0)
q CRan J
+ q>—4u? 2242 (A.26)
2 Lartanh| \| —2&—— |, fiir g% > 4u?
( (q“uf)(ﬂwf)) Co
0, fiir g* = 47

Der zweite Term konvergiert fiir A — 0o, wihrend beim ersten sich die divergenten Anteile in der Summe wegheben:

2 2 2
A2 )
/111—{20 —2¢jartanh ( m) = )}I_I)l;o 2, (ln( ) 2In (,/XZ + ,uj2 + A)) = EO ¢jln (.ujz) (A.27)
j j= =

j=0
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Damit ergibt sich nun:

2 /=% arctan( ) fiir (q2 < 4,uj2) V(g?<0)

2
IZ(Q)_(47'C) lJZ:CJ ( )+ 2 /% artanh( fﬁrq2>4uj2 (A.28)
0, fiir % = 4u?
mitco=1, ¢;=-2, ¢ =1; p’=M>*+jA\> =(¢*—4u))/q®
0o=1 a==2, =1 u =M"+jA"und x;=(q"—4u;)/q (A.29)

Weiterhin kann der Fall g? < 0 mit Hilfe der Beziehung arctan(ix) = iartanh(x) in den zweiten Ausdruck absorbiert
werden, sodass sich das Integral zusammengefasst wie folgt schreiben l&sst:

2
I(q) = ! - ch (ln(,ujz) +2-f (xj)) (A.30)

VX arctan(\/l_x), fﬁrxj<0
]
f(xj): \/Yj~artanh( 1

O: fir Xj =0

,  firx;>0 (A.31)

e
N—

A.3 Berechnung des Integrals dI,(q)/dg?

Die Ableitung des Integrals I,(q) nach g? konvergiert zwar, dennoch wird diese aus Konsistenzgriinden mit der Pauli-
Villars-Methode regularisiert. Die Berechnung erfolgt daher mit dem Ergebnis aus Abschnitt A.2:

dl,(q) _ d 1 22:

d? ~ d¢? | (4n)i & K (1“ (“JZ )+ 2-f (xj)) (A.32)

(A.33)
2 2
(4m)°i = 94 9 x;
1 L——arctan( 1 ], fiir x; <O
2 2 4M12 2|1 X VX )
= G—-{1l 1 , (A34)
(47_5)21-; i 4 5 1_XJ + ‘/_artanh(‘/?]) fir x; >0
0, fir x; =0
1—x; 1 .
. 2 4 . 1+ X—JJ —Xjarctan ﬁ) fiir x; <0
= G : I 1 : (A.35)
(47'5)21' jZo: j 4.Uj2 1+ o \/Yjartanh(‘/z) fiir x; >0
0, fur xj = 0
1 2 g (xJ)
= ch ” (A.36)
=0
mit
1+ ﬂ /=X arctan(‘/l_x) , fiirx; <0
()= "2 D) (A37)
8\X5) = ujz 1+—J\/_artanh(ﬁ), fiir x; > 0 .
0, fur Xj =0
(A.38)
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B Diagonalisierung und Polapproximation von T(q)

Im Folgendem soll die Streumatrix T(q) aus Abschnitt 3.2.2 diagonalisiert werden:

b
T(q) =801 (irs7, drs7) (gﬂggg ZMEZD (;xb) B

__E : a o a A(q) lB(Q) l}/ Tb
=g s 1T (5 o) (éﬁ,rb) ®-2

=M
mit

Alq) = —2g,(1+2g,IT5,(9)) (B.3)
B(q) = —4ig,8,1palq) (B.4)
C(q) = 2g, (1—2g,pp(q)) (B.5)

Die Matrix M ist hermitesch, d.h. es existiert eine Transformationsmatrix S, sodass Mp;, = S'MS mit der Diagonalmatrix
Mp;, = diag (Lr, A_). Die Eigenwerte A, und A_ ergeben sich zu:

1 S
Ae=5 | AlQ)+C(a) £/ (Alg) —C(9))" +4B*(q) (B.6)
Damit folgt fiir M:
Ae=C(0) »—C(@ A0 As=Cl) iB(q)
vz | Vw2 o —cw)lwo * JOs—c@)+82@) (s —c@)*+B(@) B
= —iB(q) —iB(q) 0 2 —Clq) iB() (B.7)
V@) +82@  (——c@)*+B@) =) \ VO —c@)*+82@  (_—c@)*+BX@)
Und schlieRlich fiir T(q):
T(q)= —& (inT“ stfr“) SM;,., S (EYSTI;) (B.8)
D(q) ’ PRT \drsT
=Tr(q)+ T, (q) (B.9)
mit
_5ab7t:l: . a ~ a . b, - ~ b
TgL (@)= [(A:l: - C(Q)) iyst* —iB(q) 4757 ] ® [(A:I: - C(CI)) iyst’ +1iB(q) qrsT ]

D(q) (2 —C(@)” +B(q)
(B.10)

In Polapproximation wird T(q) am Pol g*> = m? ausgewertet. Wegen det (M(mn)) = —4g,8,D(m,;) = 0 verschwindet
der Eigenwert A_(m,) und damit auch der longitudinale axiale Anteil T, - Ubrig bleibt nur der reine Pionanteil:

1
6ab A(mTE) + C(mrc) . D(CI)
= )+ B2m,) (q}lﬂ% qz——mz) i
[A(mn) iyst® —iB(m,) Q)/ST“] ® [A(mn) iyst? +iB(m,) Q}fsfrb] (B.12)
6(1 . a . ~ a . . n
= _qz_—brnz [gps YsT —18py 91‘)/57'- ] ® [gps l}/STb + LEpv QYsTb] (B.13)
mit
(A(m,) + C(m,.)) A%(m.) ( dD(q) - dD(q) -
2 _ —
8ps = Az(mn)+Bz(mn) dq? - =A(m,) aq? P (B.14)
A C B2 - -
, _ (A(my) + C(m.)) B*(my.) ( dD(q) N C) B.15)
pv A?(m,)+ B%(m,) dq? P2 dg? P=m2
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Hierbei ist g,, die Pseudo-Skalar- und g, die Pseudo-Vektor-Kopplung. Zur Vereinfachung von g, und g, wurde die
Beziehung det(M) = A(m,)C(m,) —B%(m,) = 0 ausgenutzt. Bei der Berechnung der Ableitung der Determinanten
wurde zuerst die Determinante mit Hilfe der Gap-Gleichung (2.38) vereinfacht und dann nach q2 differenziert. Dies
ergab:

dD(q)
dg?

dI,(q)
dg?

= 4iN_N; lgslz(mn) +(gsm? —4g,Mm) . ] (B.16)
qe=mz

q?=m?2

Die Rechnung zum Integral dI,(q)/dq? befindet sich im Anhang A.3.
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C Berechnung der Pionzerfallskonstante

Fqh5., =i ek [ b (k4 q) ”S(k)] ' ek [ b (k4 @) ”S(k)] €1
2q 0 =18y | —=Tr — T —ig,, | —=Tr — T .
q"0qp =18p (2n)* Y'Ys 5 q)Ys 8p (2n)* Y'Ys 5 a)qrs
(1) (2)
Im Folgendem wird die Rechnung fiir beide Terme separat durchgefiihrt. Fiir den ersten Term ergibt sich:
=g | 2K 1o sk —gretsi €2
=1igps @) |y 3 qQ)T .
d*k —rHy iy P (ko +q4) kg + M (Y*rPkg — y*yv® (ko +q,)) + M2y*
. | e (Rt au) ke + My PR — vy (ko +44)) + My 3
pstVetVfYab 4
2 (2m) ((k+q) —M2+le)(k2—M2+ie)
—4M gh*
=—igpsNCNf5abf Z 5 § da (C.4)
2 @m)* ((k+q)° —M2+ie) (k2 — M? +ie)
- _ZigpchNfMIZ(q)qH5ab (C.5)
Und fiir den zweiten Term:
()= igy, [ 2K T[ v 2 sk ) bS(k)] o)
=—ig,, | —=Tr|—r*—=S(—k—q)qr .
1 dk [ =r"rrPy? (ko +qu) ks + M (r*yPy0ks —v#r*yP (ko +4q)) + MPyHyP
lgva Nf ab 4 K K
vag* ) @2n) ((k+q) —M2+16)(k2—M2+l€)
(C.7)
1 d*k —4(grgh® — ghPgad + ghdgF) (k, +qy) ks +4M2gHP
lgva Nf ab 2 (CS)
v (2m) ((k+q)"— M2 +ie) (k2 — M2 +ie)
d*k k" (g +2kq) — q* (k> + M?
2’-ngN Nf ab 4 ( 2 ) ( ) (C9)
va? ) @2n) ((k+q) —M2+ie)(k2—M2+ie)
ak K ((k+q)"—M2)—q# (k? + M2) —k* (k* — M?)
21g VN Nf6ab f (C].O)
’ Vi) @n)t ((k+q)* —M2+ie) (k2 — M2 +ic)
pie NNG.. ) d*k K+ d*e —q* (K2 +M?)—k* (k2 — M?) cin
= —218pyiVciVFOgp —+ .
’ v® (2n)* k?—M?+ie 2n)! ((k+q)2—M2+i6)(k2—M2+ie)
=0
2 2
kg d*k q“ k+q) +M2)—(k“+q“)((k+q) —M2)
Zlgva Nf ab 5 (C12)
\/_ (2n)* ((k—l—q) —M2+i€)(k2—M2+i6)
2ig, ,N.N:5 S Y 2M7q" (C.13)
= 218pvlVelNfOgp . .
’ v (2n)* k?—M? +ie (2m)* ((k+q)2—M2+i6)(k2—M2+ie)
=0
M2
= 4lg vNcNf_IZ(q)qugab (C.14)
p 'z
Ein Vergleich mit (C.1) und Einsetzen der Pionmasse ergibt:
. 2M
fn=21NcNfM12(m7r) m_gpv_gps (C.15)
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