
Lösungen der freien Dirac-Gleichung

I Ansatz für positive Frequenzen: ψ+(x) = u(~p) e−ip·x

us(~p) = 1√
2(E+m)

(
[E + m − ~σ · ~p]ξ
[E + m + ~σ · ~p]ξ

)
=
(√

p · σ ξs
√

p · σ ξs

)
, s = 1, 2 , ξr †ξs = δrs

(σµ) =
(

11
~σ

)
, (σµ) =

(
11
−~σ

)

I Ansatz für negative Frequenzen: ψ−(x) = v (~p) eip·x

vs(~p) = 1√
2(E+m)

(
[E + m − ~σ · ~p]η
−[E + m + ~σ · ~p]η

)
=
( √

p · σ ηs

−
√

p · σ ηs

)
, s = 1, 2 , ηr †ηs = δrs

I Orthogonalitätsrelationen:

ur (~p)us(~p) = 2m δrs, v r (~p)vs(~p) = −2m δrs, ur (~p)vs(~p) = v r (~p)us(~p) = 0

ur †(~p)us(~p) = v r †(~p)vs(~p) = 2E~p δrs, ur †(~p)vs(−~p) = v r †(~p)us(−~p) = 0
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Lösungen der freien Dirac-Gleichung

I Spin-Summen:

2∑
s=1

us(~p) us(~p) = /p + m

2∑
s=1

vs(~p) vs(~p) = /p −m
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Lagrange-Dichte des Dirac-Feldes

I Lagrange-Dichte: L = ψ(i /∂ −m)ψ

I ψ, ψ unabhängige Freiheitsgrade

I Euler-Lagrange-Gleichungen:

I ∂L
∂ψr
− ∂µ ∂L

∂∂µψr
= 0 Þ adjungierte Gleichung

I ∂L
∂ψr
− ∂µ ∂L

∂∂µψr
= 0 Þ Dirac-Gleichung

I kanonisch konjugierte Impusdichte:

I π = ∂L
∂ψ̇

= ψiγ0 = iψ†

I ∂L

∂ψ̇
= 0 ⇒ kein kanonisch konjugierter Impuls zu ψ

I Symmetrische Behandlung von ψ und ψ in einer alternativen
Lagrange-Dichte möglich, aber unnötig und unüblich
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Hamilton-Dichte des Dirac-Feldes

I Hamilton-Dichte: H = πψ̇ −L = ψ(−i~γ · ~∇ + m)ψ = ψ†ĤD ψ

I Dirac-Hamilton-Operator: ĤD = −i~α · ~∇ + βm ≡ −iγ0~γ · ~∇ + γ0m

I Eigenfunktionen:

I ĤD us(~p)e−ip·x = E~p us(~p)e−ip·x

I ĤD vs(~p)eip·x = −E~p vs(~p)eip·x
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Quantisierung des Dirac-Feldes

I Feldoperatoren im Schrödinger-Bild: ψ(~x), π(~x) = iψ†(~x)

I naheliegende Quantisierungsvorschrift analog zu Klein-Gordon:

[ψa(~x);ψ†b(~y )] = δ3(~x − ~y )δab , [ψa(~x);ψb(~y )] = [ψ†a(~x);ψ†b(~y )] = 0
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Quantisierung des Dirac-Feldes

I Feldoperatoren im Schrödinger-Bild: ψ(~x), π(~x) = iψ†(~x)

I allgemeinerer Ansatz:

[ψa(~x);ψ†b(~y )]± = δ3(~x − ~y )δab , [ψa(~x);ψb(~y )]± = [ψ†a(~x);ψ†b(~y )]± = 0
I [A, B]± = AB ± BA ⇒ [A, B]+ = {A, B} , [A, B]− = [A, B]

I Entwicklung nach Basisfunktionen:

ψ(~x) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(
as
~p us(~p) ei~p·~x + bs

~p
† vs(~p) e−i~p·~x)

=
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

ei~p·~x ∑
s

(
as
~p us(~p) + bs

−~p
† vs(−~p)

)
I erfüllt die (Anti-) Kommutatorrelationen, falls

[ar
~p, as

~q
†]± = ±[br

~p, bs
~q
†]± = (2π)3δ3(~p − ~q)δrs

[ar
~p, bs

~q
†]± = ( alle anderen) = 0
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