
Spinor-Transformationen

I Antisymmetrischer Tensor für Boosts und Rotationen:

I (Jµν ) =


0 −Kx −Ky −Kz

Kx 0 Jz −Jy

Ky −Jz 0 Jx

Kz Jy −Jx 0

 ⇒
K k = −J0k = Jk0

J ij = εijk Jk

I φk = ω0k = −ωk0, ωij = εijkθk

⇒ x → Λx = exp[−i(~J · ~θ − ~K · ~φ)]x = exp[− i
2ωµνJµν ]x

I Lorentz-Algebra: [Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

I wird erfüllt von Sµν = i
4 [γµ, γν ], sofern {γµ, γν} = 2gµν

→ Spinor-Transformation: ψ → Λ 1
2
ψ = exp[− i

2ωµνSµν ]ψ

28.05.2019 | Michael Buballa | 1



Spinor-Transformationen

I Antisymmetrischer Tensor für Boosts und Rotationen:

I (Jµν ) =


0 −Kx −Ky −Kz

Kx 0 Jz −Jy

Ky −Jz 0 Jx

Kz Jy −Jx 0

 ⇒
K k = −J0k = Jk0

J ij = εijk Jk

I φk = ω0k = −ωk0, ωij = εijkθk

⇒ x → Λx = exp[−i(~J · ~θ − ~K · ~φ)]x = exp[− i
2ωµνJµν ]x

I Lorentz-Algebra: [Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

I wird erfüllt von Sµν = i
4 [γµ, γν ], sofern {γµ, γν} = 2gµν

→ Spinor-Transformation: ψ → Λ 1
2
ψ = exp[− i

2ωµνSµν ]ψ

28.05.2019 | Michael Buballa | 1



Spinor-Transformationen

I wichtige Relationen:
I Λ−1

1
2
γαΛ 1

2
= Λαβγ

β

I γ0Λ†1
2
γ0 = Λ−1

1
2

→ Lorentz-Invarianz der Dirac Gleichung:

(iγµ∂µ −m)ψ′(x) = (iγµ ∂
∂xµ −m)Λ 1

2
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2

(iγσ ∂
∂yσ −m)ψ(y )

∣∣∣
y=Λ−1x

= 0

I adjungierter Spinor: ψ(x) = ψ†(x)γ0 → ψ(Λ−1x)Λ−1
1
2

I ψ(x)ψ(x) → ψ(Λ−1x)ψ(Λ−1x) Lorentz-Skalar

I ψ(x)γµψ(x) → Λµν ψ(Λ−1x)γνψ(Λ−1x) Lorentz-Vektor
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Lösungen der freien Dirac-Gleichung

I Lösungsansätze:
I positive Frequenz: ψ+(x) = u(~p) e−ip·x ⇒ (/p −m)u(~p) = 0
I negative Frequenz: ψ−(x) = v (~p) eip·x ⇒ (/p + m)v (~p) = 0

I Lösungen positiver Frequenz:

I Ruhesystem: u(~0) = N
(
ξ
ξ

)
I ξ =

(
ξ1

ξ2

)
2-komponentiger Spinor

I N =
√

m Normierungsfaktor

I geboostet: u(~p) = 1√
2(E+m)

(
[E + m − ~σ · ~p]ξ
[E + m + ~σ · ~p]ξ

)
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