
Darstellungen der Lorentzgruppe

I Lorentz-Boost entlang der x-Achse: x =


x0

x1

x2

x3

 → x ′ = Bx (φ) x

I Bx (φ) =


coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


I Rapidität: φ = 1

2 ln 1+v
1−v ⇒ coshφ = γ = 1√

1−v2 , sinhφ = γv

I Generator: Kx = −i ∂Bx
∂φ

∣∣∣
φ=0

=


0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


⇒ Bx (φ) = exp(iKxφ)
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Darstellungen der Lorentzgruppe

I eigentliche Lorentz-Transformationen (Drehungen und Boosts):

x ′ = exp[−i(~J · ~θ − ~K · ~φ)] x

I Vertauschungsrelationen der Generatoren:

[J i , J j ] = iεijk Jk , [K i , K j ] = −iεijk Jk , [J i , K j ] = iεijk K k

⇒ Boosts alleine bilden keine Gruppe.
I Linearkombinationen: Ak = 1

2 (Jk + iK k ), Bk = 1
2 (Jk − iK k )

[Ai , Aj ] = iεijk Ak , [Bi , Bj ] = iεijk Bk , [Ai , Bj ] = 0

⇒ eigentliche Lorentzgruppe =̂ SU(2)⊗ SU(2)

⇒ Zustände: (jA, jB)
I Spezialfälle:

I (jA = j , jB = 0) ⇒ ~B = ~0 ⇒ ~K = −i~J (j)

I (jA = 0, jB = j) ⇒ ~A = ~0 ⇒ ~K = i~J (j)
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Spin-1
2 -Zustände

I ( 1
2 , 0) ⇒ ~J = ~σ

2 , ~K = −i ~σ2 ⇒ ξ → exp[−i ~σ2 · (~θ + i~φ)] ξ ≡ D(Λ)ξ

I (0, 1
2 ) ⇒ ~J = ~σ

2 , ~K = i ~σ2 ⇒ η → exp[−i ~σ2 · (~θ − i~φ)] η ≡ D(Λ)η

I Paritätstransformation: x =
(

x0

~x

)
→ x ′ =

(
x0

−~x

)
⇒ ~K → −~K , ~J → ~J ⇒ ~A↔ ~B ⇒ ξ ↔ η

I Dirac-Spinoren: ψ ≡
(
η
ξ

)
≡
(
φL

φR

)
I eigent. Lorentz-Transf.: ψ →

(
D(Λ) 0

0 D(Λ)

)
ψ

I Parität: ψ →
(

0 11
11 0

)
ψ
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Dirac-Gleichung

I reiner Lorentz-Boost auf ein ruhendes Teilchen:

φR(~p) = exp( 1
2~σ · ~φ)φR(0) = E+m+~σ·~p√

2m(E+m) φR(0)

φL(~p) = exp(− 1
2~σ · ~φ)φL(0) = E+m−~σ·~p√

2m(E+m) φL(0)

I Annahme: φR(0) = φL(0)

⇒ m φR(~p) = (E + ~σ · ~p)φL(~p) ⇔ m φL(~p) = (E − ~σ · ~p)φR(~p)

⇒
(

−m p0 − ~σ · ~p
p0 + ~σ · ~p −m

)(
φL(~p)
φR(~p)

)
= 0

⇒ (γµpµ −m)ψ(p) = 0 Dirac-Gleichung im Impulsraum!

Gamma-Matrizen: γ0 =
(

0 11
11 0

)
, γk =

(
0 σk

σk 0

)

21.05.2019 | Michael Buballa | 4



Dirac-Gleichung

I reiner Lorentz-Boost auf ein ruhendes Teilchen:

φR(~p) = exp( 1
2~σ · ~φ)φR(0) = E+m+~σ·~p√

2m(E+m) φR(0)

φL(~p) = exp(− 1
2~σ · ~φ)φL(0) = E+m−~σ·~p√

2m(E+m) φL(0)

I Annahme: φR(0) = φL(0)

⇒ m φR(~p) = (E + ~σ · ~p)φL(~p) ⇔ m φL(~p) = (E − ~σ · ~p)φR(~p)

⇒
(

−m p0 − ~σ · ~p
p0 + ~σ · ~p −m

)(
φL(~p)
φR(~p)

)
= 0

⇒ (γµpµ −m)ψ(p) = 0 Dirac-Gleichung im Impulsraum!

Gamma-Matrizen: γ0 =
(

0 11
11 0

)
, γk =

(
0 σk

σk 0

)
21.05.2019 | Michael Buballa | 4



Dirac-Gleichung

I reiner Lorentz-Boost auf ein ruhendes Teilchen:

φR(~p) = exp( 1
2~σ · ~φ)φR(0) = E+m+~σ·~p√

2m(E+m) φR(0)

φL(~p) = exp(− 1
2~σ · ~φ)φL(0) = E+m−~σ·~p√

2m(E+m) φL(0)

I Annahme: φR(0) = eiαφL(0)

⇒ m φR(~p) = eiα(E + ~σ · ~p)φL(~p) ⇔ m φL(~p) = e−iα(E − ~σ · ~p)φR(~p)

⇒
(

−m e−iα(p0 − ~σ · ~p)
eiα(p0 + ~σ · ~p) −m

)(
φL(~p)
φR(~p)

)
= 0

⇒ (γµpµ −m)ψ(p) = 0 Dirac-Gleichung im Impulsraum!

Gamma-Matrizen: γ0 =
(

0 e−iα

eiα 0

)
, γk =

(
0 e−iασk

eiασk 0

)
21.05.2019 | Michael Buballa | 5



Weyl-Gleichung

I Spezialfall m = 0:
(

0 p0 − ~σ · ~p
p0 + ~σ · ~p 0

)(
φL(~p)
φR(~p)

)
= 0 , p0 = |~p|

⇒ ~σ · p̂ φR = +φR , ~σ · p̂ φL = −φL Weyl-Gleichungen

I φR : rechtshändiger Spinor (Spin parallel zum Impuls)
I φL: linkshändiger Spinor (Spin antiparallel zum Impuls)
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