
Lorentz-invariante Feldgleichungen

I Forderung:

Relativistische Feldgleichungen müssen forminvariant unter
Lorentz-Transformationen sein.

I aktive Lorentz-Transformation: x → x ′ = Λx

I Skalarfelder:
I ursprünglicher Wert φ(x) wird nun an der Stelle x ′ = Λx gemessen

φ′(x ′) = φ(x) ⇔ φ′(x) = φ(Λ−1x)

I Klein-Gordon-Gl.: (∂µ∂µ + m2)φ(x) = 0 ⇒ (∂µ∂µ + m2)φ′(x) = 0 X

I Vektorfelder: Vµ(x) → V ′µ(x) = ΛµνV ν (Λ−1x)

I Ansatz für n-komponentige Felder: Φ(x) → Φ′(x) = M(Λ)Φ(Λ−1x)
I M(Λ): n × n-Matrix mit M(Λ′′) = M(Λ′)M(Λ) , falls Λ′′ = Λ′Λ

=̂ n-dim. Darstellung der Lorentz-Gruppe
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Darstellungen der Rotationsgruppe

I Rotation im 3-dim. Raum: ~x → ~x ′ = R~x , R ∈ SO(3) (RRT = 11, det R = 1)

I Drehung um die z-Achse: R = Rz (θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


I infinitesimaler Drehwinkel: Rz (δθ) = 11− iδθ Jz

I Generator: Jz = i dRz
dθ

∣∣
θ=0 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0


I endlicher Drehwinkel: Rz (θ) = lim

N→∞

(
11− i θN Jz

)N
= exp(−iθJz )

I Drehung um beliebige Achse: R(~θ) = R(θ1, θ2, θ3) = exp(−i~θ · ~J)

I J3 ≡ Jz ; J1 ≡ Jx und J2 ≡ Jy analog
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Darstellungen der Rotationsgruppe

I Vertauschungsrelationen (“Lie-Algebra” der Gruppe): [J i , J j ] = iεijk Jk

I =̂ Drehimpulse in der QM
I n × n-Matrizen im Einklang mit der Lie-Algebra

↔ n-dim. Darstellung der Rotationsgruppe
I QM: n = 2j + 1 mit j ganz- oder halbzahlig

I Spin- 1
2 : j = 1

2 ⇒ n = 2

I Generatoren: Jk = σk

2 , σk : Pauli-Matrizen

I Gruppenelemente: U(θ) = exp
(
−i~θ · ~σ2

)
U ∈ SU(2) (U†U = 11, det U = 1); gleiche Lie-Algebra wie SO(3)

I Felder: ξ(~x) =
(
ξ1(~x)
ξ2(~x)

)
(Pauli-Spinoren)

Verhalten unter Rotationen: ξ(~x) → ξ′(~x) = U ξ(R−1~x)
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Darstellungen der Lorentzgruppe

I Lorentz-Boost entlang der x-Achse: x =


x0

x1

x2

x3

 → x ′ = Bx (φ) x

I Bx (φ) =


coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


I Rapidität: φ = 1

2 ln 1+v
1−v ⇒ coshφ = γ = 1√

1−v2 , sinhφ = γv
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