
III.1 Die Dirac-Gleichung (historischer Zugang)

Ziel: Konstruktion einer Einteilchen-Gleichung der relativist. QM

I QM: E → i ∂∂t , ~p → −i ~∇

I Schrödinger: E = ~p 2

2m + V → Dgl. 1. Ordn. in t, 2. Ordn. in xk

I Klein-Gordon: E2 = ~p 2 + m2 → Dgl. 2. Ordn. in t und xk

⇒ Lösungen positiver und negativer Energie: E = ±
√
~p 2 + m2

I Dirac: versuche Dgl. 1. Ordn. in t und xk

I Ansatz: Eψ =
(
~α · ~p + βm

)︸ ︷︷ ︸
HD

ψ , αk , β = const .

I Forderung: E2 ψ
!=
(
~p 2 + m2

)
ψ
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Eψ =
(
αk pk + βm

)
ψ

⇒ E2ψ =
(
αk pk + βm

) (
α`p` + βm

)
ψ

=
(
αkα`pk p` + (αkβ + βαk )mpk + β2m2

)
ψ

=
(1

2
{αk ,α`}pk p` + {αk ,β}mpk + β2m2

)
ψ

Antikommutator: {A, B} = AB + BA
!=
(
~p 2 + m2)ψ

=
(
δk` pk p` + m2)ψ

⇒ αk und β sind Matrizen mit {αk ,α`} = 2δk`, {αk ,β} = 0, β2 = 11 .
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I Eigenschaften:

i) HD hermitesch ⇒ αk , β hermitesch

ii) (αk )2 = β2 = 11 ⇒ Eigenwerte ±1

iii) Spur: trαk = trβ = 0

z.B.: trαk = tr [αkββ]
zykl.
= tr [βαkβ]

{αk ,β}=0
= − tr [αkββ] = −trαk

I Zahl linear unabh. hermit. n × n-Matrizen mit Spur 0: n2 − 1 ⇒ n ≥ 3

I Spur =
∑

Eigenwerte ⇒ Dimension gerade

⇒ kleinst-mögliche Dimension: n = 4

⇒ ψ(x) =


ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)

 “Dirac-Spinor”
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I weitere Umformungen:

Eψ =
(
αk pk + βm

)
ψ ⇒

(
p0 − αk pk − βm

)
ψ = 0 , p0 ≡ E

β2 = 11 ⇒
(
βp0 − βαk pk −m

)
ψ = 0

Def.: γ0 ≡ β, γk ≡ βαk ⇒
(
γµpµ −m

)
ψ = 0

pµ = i∂µ ⇒
(
iγµ∂µ −m

)
ψ = 0 Dirac-Gleichung

I Feynman-Slash: /a ≡ γµaµ ⇒
(
i /∂ −m

)
ψ = 0
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Eigenschaften der γ-Matrizen

I {γµ, γν} = 2gµν 11 definierende Anti-Vertauschungsrelation
(folgt aus den Relationen für αk und β)

⇒ (γ0)2 = 11, (γk )2 = −11

I (γ0)† = γ0, (γk )† = −γk ⇒ (γµ)† = γ0γµγ0

I “chirale Darstellung” (= “Weyl-Darst.”, wird in dieser Vorlesung verwendet):

γ0 =
(

0 112

112 0

)
, γk =

(
0 σk

−σk 0

)
mit den Pauli-Matrizen

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
I Observable hängen nicht von der gewählten Darstellung ab!
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Adjungierte Gleichung

I Dirac-Gleichung: iγµ∂µψ −mψ = 0

I hermitesch adj. Gl.: −i(∂µψ)†(γµ)† −mψ† = 0

I ψ† = (ψ∗1 ,ψ∗2 ,ψ∗3 ,ψ∗4 ) ⇒ (∂µψ)† = ∂µψ†

I (γµ)† = γ0γµγ0

⇒ −i∂µψ†γ0γµγ0 −mψ† = 0

I (γ0)2 = 11

⇒ −i∂µψ†γ0γµ −mψ†γ0 = 0

I Def.: ψ ≡ ψ†γ0 “adjungierter Spinor”

⇒ ψ
(←
∂/ −m

)
≡ −i∂µψγµ −mψ = 0 “adjungierte Gleichung”
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