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Aufgabe 10:

a) Zeigen Sie unter Verwendung der Vertauschungsrelationen
�

γµ,γν
	

= 2gµν

die folgenden Relationen für die γ-Matrizen:

γµγ
µ = 4 , (10.1)

γµγ
αγµ = −2γα , (10.2)

γµγ
αγβγµ = 4gαβ , (10.3)

Tr(γµγν) = 4gµν , (10.4)

Tr(γµγνγσγρ) = 4(gµνgσρ − gµσgνρ + gµρ gνσ) . (10.5)

b) Weiterhin wird oft die hilfreiche Kombination von γ-Matrizen γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 verwendet. Zeigen Sie, dass
gilt:

(γ5)
2 = 1 , (10.6)

�

γ5,γµ
	

= 0 , (10.7)

Tr(γ5) = 0 . (10.8)

c) Beweisen Sie, dass die Spur über ein Produkt einer ungeraden Anzahl von γ-Matrizen verschwindet.

Aufgabe 11:

a) Das Produkt aus zwei Pauli Matrizen σa, σb kann kompakt geschrieben werden als

σaσb = δab + iεabcσc . (11.1)

Zeigen Sie, dass

σ2
a = 1 (11.2)

{σa,σb}= 2δab (11.3)

(~σ · ~p)2n = p2n (11.4)

b) Beweisen Sie mithilfe von Teilaufgabe a) die in der Vorlesung eingeführte Relation:

ΦR(~p) = exp
�

1
2
~σ · ~φ

�

ΦR(0)
!
=

E +m+ ~σ · ~p
p

2m (E +m)
ΦR(0). (11.5)

Hinweise:

cosh x = cosh2 x
2
+ sinh2 x

2
, sinh x = 2cosh

x
2

sinh
x
2

,

1= cosh2 x − sinh2 x ,

sinh(x) = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ . . . , cosh(x) = 1+

x2

2!
+

x4

4!
+ . . .

c) Zeigen Sie außerdem:

ΦR(~p) =
E + ~σ · ~p

m
ΦL(~p). (11.6)
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Hausübungen

Aufgabe 12:

In der Vorlesung wurden die Generatoren für Rotationen

J1 =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 +i 0









J2 =









0 0 0 0
0 0 0 +i
0 0 0 0
0 −i 0 0









J3 =









0 0 0 0
0 0 −i 0
0 +i 0 0
0 0 0 0









(12.1)

und Boosts

K1 =









0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









K2 =









0 0 −i 0
0 0 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0









K3 =









0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
−i 0 0 0









(12.2)

eingeführt. Es gilt

x → x ′ = Λx = exp
�

−i(~J · ~θ − ~K · ~φ)
�

x (12.3)

Φ(x)→ Φ′(x) = Φ(Λ−1 x) (12.4)

a) Zeigen Sie, dass die infinitesimale Lorentz-Transformation eines Vektors durch

Vα→
�

δαβ −
i
2
ωµν (J

µν)α β

�

V β (12.5)

mit

(Jµν)αβ = i
�

gµαgνβ − gµβ gνα
�

, (12.6)

ωµν = −ωνµ. (12.7)

gegeben ist und bestimmen Sie den Zusammenhang zwischen Jµν und {~J , ~K} sowie den von ωµν und { ~θ , ~φ},

b) Verifizieren Sie die Identität

Ĵµν = i (xµ∂ ν − xν∂ µ) (12.8)

exemplarisch über das Transformationsverhalten eines skalaren Feldes Φ(x) für

i) eine infinitesimale Drehung um die z-Achse,

ii) einen infinitesimalen Boost in x-Richtung.

c) Zeigen Sie mithilfe von Gl. (12.8) die Kommutatorrelation der Lorentz Algebra

�

Ĵµν, Ĵρσ
�

= i
�

gνρ Ĵµσ − gµρ Ĵνσ − gνσ Ĵµρ + gµσ Ĵνρ
�

. (12.9)

d) Zeigen Sie, unter Verwendung der Vertauschungsrelationen {γµ,γν}= 2gµν, dass die Kommutatoren

Sµν =
i
4
[γµ,γν] (12.10)

eine Repräsentation der Lorentz Algebra bilden und als solche Gl. (12.9) erfüllen.
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