
Pfadintegrale in der Quantenmechanik

I Eigenzustände des Ortsoperators im Schrödinger-Bild: x̂ |~x〉 = ~x |~x〉

I Eigenzustände des Ortsoperators im Heisenberg-Bild: x̂H (t)|t ,~x〉 = ~x |t ,~x〉

I x̂H (t) = U†(t , t0) x̂ U(t , t0) = eiH(t−t0) x̂ e−iH(t−t0)

I |t ,~x〉 = U†(t , t0)|~x〉 = eiH(t−t0) |~x〉
I Vollständigkeit:

∫
d3x |~x〉〈~x | = 11 ⇒

∫
d3x |t ,~x〉〈t ,~x | = 11

I Übergangsamplitude: 〈tf ,~xf |ti ,~xi〉 = 〈~xf |eiH(tf−ti )|~xi〉

I physikalische Bedeutung: ψ(t ,~x) =
∫

d3xi 〈t ,~x |ti ,~xi〉︸ ︷︷ ︸
Propagator

ψ(ti ,~xi )
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I Zerlegung in infinitesimale Zeitschritte:

〈tf ,~xf |ti ,~xi〉 =

lim
N→∞

∫ N−1∏
k=1

d3xk〈tf ,~xf |tN−1,~xN−1〉〈tN−1,~xN−1|tN−2,~xN−2〉 ... 〈t1,~x1|ti ,~xi〉

I 〈tk ,~xk |tk−1,~xk−1〉 = 〈~xk |e−iHδt |~xk−1〉 = 〈~xk |1− iHδt |~xk−1〉 +O(δt 2)

I H = H(x̂ , p̂) z.B.= p̂ 2

2m + V (x̂)

I Impuls-Eigenzustände: p̂|~p〉 = ~p|~p〉
I

∫ d3p
(2π)3 |~p〉〈~p| = 11 , 〈~p ′|~p〉 = (2π)3 δ3(~p ′ − ~p) , 〈~x |~p〉 = ei~p·~x

⇒ 〈~xk |H(x̂ , p̂)|~xk−1〉 =
∫ d3pk

(2π)3 ei~pk ·(~xk−~xk−1) H(~xk +~xk−1

2 ,~pk )

↑ ↑
Hamilton-Operator klassische Hamilton-Funktion
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I Ergebnis:

〈tf ,~xf |ti ,~xi〉

= lim
N→∞

∫ ( N∏
k=1

d3pk
(2π)3

) ∫ ( N−1∏
k=1

d3xk

)
exp

{
i

N∑
k=1

δt
[
~pk ·

~xk−~xk−1

δt −H(~xk +~xk−1

2 ,~pk )
]}

≡
∫

D~p D~x exp
{

i
tf∫
ti

dt
[
~p · ~̇x − H(~x ,~p)

]}
Pfadintegral

I D~x = lim
N→∞

N−1∏
k=1

d3xk , D~p = lim
N→∞

N∏
k=1

d3pk
(2π)3

I Gauß-Formel:
∞∫
−∞

dp
2π e−ap2+bp = 1√

4πa
e

b2
4a

I kann auf die dpk -Integrationen angewendet werden, wenn H quadratisch in pk ist

I hier: H = ~p 2

2m + V (~x) !
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I Ergebnis:

〈tf ,~xf |ti ,~xi〉 = N
∫

D~x exp {iS[~x(t)]}

I N = lim
N→∞

(
m

2πiδt

) 3N
2 = lim

N→∞

(
Nm

2πi(tf−ti )

)
3N
2

I S =
tf∫
ti

dt L(~x , ~̇x) =
tf∫
ti

dt
(

m
2 ~̇x

2(t)− V (~x(t))
)

klassische Wirkung
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