
Koordinatenwahl

I Wähle ~L = L~ez ⇒ Bewegung in der xy -Ebene

I Zentralkraft ⇒ ~F , V radialsymmetrisch

Þ wähle ebene Polarkoordinaten:

x = r cosϕ

y = r sinϕ

~er = cosϕ~ex + sinϕ~ey = ~er (ϕ)
~eϕ = − sinϕ~ex + cosϕ~ey = ~eϕ(ϕ)

r = r (t), ϕ = ϕ(t) ⇒ ~̇er = (− sinϕ~ex + cosϕ~ey ) ϕ̇ = ~eϕ ϕ̇

~̇eϕ = (− cosϕ~ex − sinϕ~ey ) ϕ̇ = −~er ϕ̇

Ortsvektor: ~r (t) = r (t)~er (t)

⇒ ~v (t) = ṙ (t)~er (t) + r (t) ~̇er (t) = ṙ ~er + r ϕ̇~eϕ
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22.04.2021 | Michael Buballa | 1



Koordinatenwahl

I Wähle ~L = L~ez ⇒ Bewegung in der xy -Ebene

I Zentralkraft ⇒ ~F , V radialsymmetrisch

Þ wähle ebene Polarkoordinaten:

x = r cosϕ

y = r sinϕ

~er = cosϕ~ex + sinϕ~ey = ~er (ϕ)
~eϕ = − sinϕ~ex + cosϕ~ey = ~eϕ(ϕ)

r = r (t), ϕ = ϕ(t) ⇒ ~̇er = (− sinϕ~ex + cosϕ~ey ) ϕ̇ = ~eϕ ϕ̇

~̇eϕ = (− cosϕ~ex − sinϕ~ey ) ϕ̇ = −~er ϕ̇

Ortsvektor: ~r (t) = r (t)~er (t) ⇒ ~v (t) = ṙ (t)~er (t) + r (t) ~̇er (t) = ṙ ~er + r ϕ̇~eϕ
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~r = r ~er , ~v = ṙ ~er + r ϕ̇~eϕ

Drehimpuls:
~L = m~r × ~v = mr ṙ ~er × ~er︸ ︷︷ ︸

=~0

+mr2ϕ̇~er × ~eϕ︸ ︷︷ ︸
=~ez

= mr2ϕ̇~ez ⇒ ~L 2 = m2r4ϕ̇2

Energie:

E = T + V = 1
2 m~v 2 + V (r ) = 1

2 m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V (r )
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=~0

+mr2ϕ̇~er × ~eϕ︸ ︷︷ ︸
=~ez

= mr2ϕ̇~ez ⇒ ~L 2 = m2r4ϕ̇2

Energie:

E = T + V = 1
2 m~v 2 + V (r ) = 1

2 m
(
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2.3 Lösung der Bewegungsgleichung
für allgemeine Zentralkäfte

~L 2 = m2r4ϕ̇2 ⇒ ϕ̇2 = ~L 2

m2r4

⇒ E = 1
2 m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V (r ) = 1

2 mṙ2 + ~L 2

2mr2 + V (r )

⇒ E =
1
2

mṙ2 + Veff (r ) mit Veff (r ) = V (r ) + ~L 2

2mr2 „effektives Potenzial“

I entspricht formal der Bewegung eines Teilchens in einer Dimension
mit T1D = 1

2 mṙ2 im Potenzial Veff (r )

I VZ (r ) = ~L 2

2mr2 = 1
2 mr2ϕ̇2 kommt aber eigentlich aus der kinetischen

Energie des 3D-Problems

I physikalische Interpretation von VZ :
~FZ (~r ) = −~∇VZ (r ) = ~L 2

mr3 ~er = mr ϕ̇2 ~er =̂ Zentrifugalkraft

Þ VZ = Zentrifugalpotenzial
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Beispiel: V (r ) = −κr , κ > 0 (z.B. Gravitation: κ = Gm1m2)

r

VZ ∼ 1
r2

Veff

V ∼ − 1
r

I kleine r : VZ dominiert

I große r : V dominiert
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I allgemein: E = 1
2 mṙ2 + Veff (r )

⇔ E − Veff (r ) = 1
2 mṙ2 ≥ 0

Für vorgegebene Energie E ergibt sich daraus:

I klassisch erlaubter Bereich: r mit Veff (r ) ≤ E

I klassisch verbotener Bereich: r mit Veff (r ) > E

I klassische Umkehrpunkte: Veff (r = rUmk) = E

⇒ ṙ = 0 Þ (Radialbewegung ändert Richtung)
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Beispiel: V (r ) = −κr , κ > 0 (z.B. Gravitation: κ = Gm1m2)

r

E

Vmin −

Veff

0

E > 0

I Umkehrpunkt: rmin

I erlaubter Bereich: r ≥ rmin

I verbotener Bereich: r < rmin

ungebundene Bewegung
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Beispiel: V (r ) = −κr , κ > 0 (z.B. Gravitation: κ = Gm1m2)
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Lösung der radialen Bewegungsgleichung

I E = 1
2 mṙ2 + Veff (r )

⇒ dr
dt = ṙ = ±

√
2
m

(
E − Veff (r )

)
I Trennung der Variablen: dt = ± dr√

2
m

(
E−Veff (r )

)
I Integration: t(r )− t(r0) =

t(r )∫
t(r0)

dt = ±
r∫

r0

dr ′√
2
m

(
E−Veff (r ′)

)

Umkehrfkt.−→ r (t)

I E und L legen nur den Betrag der Radialgeschwindigkeit im Abstand r
fest, nicht aber deren Richtung (±).

I Zeitumkehrinvarianz:
Die „Vorwärtsbewegung“von r0 nach r dauert genauso lange wie die
„Rückwärtsbewegung“on r nach r0.
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„Rückwärtsbewegung“on r nach r0.
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Lösung der radialen Bewegungsgleichung
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2
m

(
E − Veff (r )

)
I Trennung der Variablen: dt = ± dr√
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m
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Winkelbewegung

I ~L = mr2ϕ̇~ez = const .

⇒ Vorzeichen von ϕ̇ ändert sich nicht Þ konstanter Umlaufsinn

I Wähle ~L = L~ez , L = |~L| > 0

⇒ ϕ̇ > 0 Þ Bewegung gegen den Uhrzeigersinn

I ϕ̇ = dϕ
dt = L

mr2 ⇒ dϕ = L
mr2 dt

⇒ ϕ(t)− ϕ(t0) =
t∫

t0
dt ′ L

mr2(t′)
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Bahnkurve

I gesucht: r = r (ϕ)

I r = r (ϕ(t)) ⇒ ṙ = dr
dϕ ϕ̇ ⇒ dr

dϕ = ṙ
ϕ̇

I Wir hatten: ṙ = ±
√

2
m

(
E − Veff (r )

)
, ϕ̇ = L

mr2

⇒ dr
dϕ = ±

√
2m
L r2√E − Veff (r )

⇒ dϕ = ± L√
2m

dr
r2
√

E−Veff (r )

⇒ ϕ(r )− ϕ(r0) = ± L√
2m

r∫
r0

dr ′

r ′ 2
√

E−Veff (r ′)

+ für monoton wachsendes r

- für monoton fallendes r

I Umkehrfunktion: r (ϕ)
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Klassifizierung gebundener Bewegungen

Winkeländerung während einer Periode rmin → rmax → rmin:

∆ϕ = L√
2m

( rmax∫
rmin

dr ′ · · · −
rmin∫

rmax

dr ′ ...
)

=
√

2
m L

rmax∫
rmin

dr ′

r ′ 2
√

E−Veff (r ′)

I ∆ϕ = 2πn, n ∈ N

⇒ Richtung von rmin („Perihel“) konstant

I ∆ϕ = 2π n
m , n, m ∈ N: „geschlossene Bahn“

⇒ Perihel kommt nach m Perioden (bzgl. r ) zurück zum Ausgangspunkt

I sonst: „offene Bahn“
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